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ßâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíî â íàóêå, òåõíèêå

è îáùåñòâå. Òåíäåíöèÿ ê ñèíõðîííîìó ïîâåäåíèþ íàáëþäàåòñÿ â

ñòîëü ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êàê ÷àñû, ëàçåðû, ñòðåêî÷óùèå ñâåð÷êè,

ïåéñìåêåðû ñåðäöà, íåéðîíû, ýëåêòðîííûå ãåíåðàòîðû è àïëîäèðóþ-

ùèå çðèòåëè. Òàêèå ýôôåêòû óíèâåðñàëüíû; èõ ìîæíî îáúÿñíèòü â

ðàìêàõ åäèíîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ñîâðåìåííûõ äîñòèæåíèÿõ

íåëèíåéíîé äèíàìèêè.

Ïåðâàÿ ÷àñòü êíèãè îïèñûâàåò ñèíõðîíèçàöèþ áåç ôîðìóë, íà

êà÷åñòâåííîì óðîâíå. Îñíîâíûå ýôôåêòû ïðîèëëþñòðèðîâàíû ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûìè ïðèìåðàìè è ðèñóíêàìè; ïðåäñòàâëåíà èñòîðèÿ

èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè. Âî âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòÿõ íà ñòðîãîì

óðîâíå èçëàãàþòñÿ êàê êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïî ñèíõðîíèçàöèè

ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé, òàê è ïîñëåäíèå äîñòèæåíèÿ â èññëå-

äîâàíèè õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì, áîëüøèõ àíñàìáëåé è êîëåáàòåëüíûõ

ñðåä. Ìîíîãðàôèÿ àäðåñîâàíà øèðîêîé àóäèòîðèè � îò ñòóäåíòîâ äî

êâàëèôèöèðîâàííûõ èññëåäîâàòåëåé â îáëàñòè ôèçèêè, ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêè, èíæåíåðíûõ è åñòåñòâåííûõ íàóê.
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ïåðåâîä ïî ñîâåòó ðÿäà íàøèõ äðóçåé è êîëëåã, êîòîðûå, îçíàêîìèâ-

øèñü ñ àíãëèéñêèì èçäàíèåì, ñî÷ëè, ÷òî êíèãà áûëà áû ïîëåçíîé

äëÿ øèðîêîãî êðóãà ÷èòàòåëåé � ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ, íàó÷íûõ
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íåîöåíèìóþ ïîìîùü â íàáîðå è êîððåêòóðå ðóññêîãî òåêñòà.

À. Ñ. Ïèêîâñêèé, Ì. Ã. Ðîçåíáëþì

Ïðåäèñëîâèå ê àíãëèéñêîìó èçäàíèþ

Ñëîâî ¾ñèíõðîííûé¿ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ êàê â íàó÷íîé, òàê è â îáû-

äåííîé ðå÷è. Ïðîèñõîäÿ îò ãðå÷åñêèõ ñëîâ ���o�o& (õðîíîñ � âðåìÿ) è

���� (ñèí � òîò æå ñàìûé, îáùèé), â ïðÿìîì ïåðåâîäå ¾ñèíõðîííûé¿
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îçíà÷àåò ¾ðàçäåëÿþùèé îáùåå âðåìÿ¿, ¾ïðîèñõîäÿùèé â òî æå ñàìîå

âðåìÿ¿. Ýòîò òåðìèí, êàê è ðîäñòâåííûå ñëîâà ¾ñèíõðîíèçàöèÿ¿ è

¾ñèíõðîíèçîâàííûé¿, îòíîñèòñÿ êî ìíîæåñòâó ÿâëåíèé, âñòðå÷àþ-

ùèõñÿ ïî÷òè âî âñåõ îáëàñòÿõ åñòåñòâåííûõ íàóê, òåõíèêè è ñîöè-

àëüíîé æèçíè, ÿâëåíèé, êîòîðûå êàæóòñÿ ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûìè,

íî, òåì íå ìåíåå, ïîä÷èíÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûì çàêîíîìåðíîñòÿì.

Åñëè â êàêîé-ëèáî íàó÷íîé áàçå äàííûõ ââåñòè çàïðîñ íà ïîèñê

ñòàòåé, ñîäåðæàùèõ â çàãîëîâêå ñëîâî ñ êîðíåì ¾ñèíõðî¿, òî ìû ïîëó-

÷èì ñïèñîê èç ñîòåí (åñëè íå òûñÿ÷) ïóáëèêàöèé. Èçíà÷àëüíî ýôôåêò

ñèíõðîíèçàöèè áûë îáíàðóæåí è èçó÷åí â ðàçëè÷íûõ óñòðîéñòâàõ,

îò ìàÿòíèêîâûõ ÷àñîâ äî ìóçûêàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ, ýëåêòðîííûõ

ãåíåðàòîðîâ, ñèëîâûõ ýëåêòðè÷åñêèõ óñòàíîâîê è ëàçåðîâ; åìó áûëî

íàéäåíî ìíîæåñòâî ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé â èíæåíåðíîì äåëå.

Â íàøè äíè ¾öåíòð òÿæåñòè¿ èññëåäîâàíèé ñìåñòèëñÿ â ñòîðîíó

èçó÷åíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, ãäå ñèíõðîíèçàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ íà

ñàìîì ðàçëè÷íîì óðîâíå. Ñèíõðîííîå èçìåíåíèå êëåòî÷íûõ ÿäåð,

ñèíõðîííàÿ ãåíåðàöèÿ ïîòåíöèàëîâ äåéñòâèÿ íåéðîíàìè, ïîäñòðîéêà

ñåðäå÷íîãî ðèòìà ê äûõàíèþ è/èëè ëîêîìîòîðíûì ðèòìàì, ðàç-

ëè÷íûå ôîðìû êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ íàñåêîìûõ, æèâîòíûõ è

äàæå ÷åëîâå÷åñêèõ ñîîáùåñòâ � âñå ýòî ëèøü íåêîòîðûå ïðèìåðû

ôóíäàìåíòàëüíîãî ÿâëåíèÿ ïðèðîäû, êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì

äàííîé êíèãè.

Â íàøåì îêðóæåíèè ñïëîøü è ðÿäîì âñòðå÷àþòñÿ îñöèëëèðóþùèå

îáúåêòû. Ñèñòåìû ðàäèîñâÿçè è ýëåêòðè÷åñêîå îáîðóäîâàíèå, ñêðèï-

êè â îðêåñòðå, ñâåòëÿ÷êè, èñïóñêàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâåòî-

âûõ èìïóëüñîâ, ñòðåêî÷óùèå ñâåð÷êè, ïòèöû, ìàøóùèå êðûëüÿìè,

õèìè÷åñêèå ñèñòåìû, äåìîíñòðèðóþùèå êîëåáàòåëüíîå èçìåíåíèå

êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòîâ, íåðâíûå öåíòðû, óïðàâëÿþùèå ñîêðàùåíè-

åì ñåðäöà ÷åëîâåêà, è ñàìî ñåðäöå, öåíòð ïàòîëîãè÷åñêîé àêòèâíî-

ñòè, âûçûâàþùåé íåïðîèçâîëüíîå äðîæàíèå êîíå÷íîñòåé âñëåäñòâèå

áîëåçíè Ïàðêèíñîíà, � ýòè è ìíîãèå äðóãèå ñèñòåìû èìåþò îáùåå

ñâîéñòâî: îíè ãåíåðèðóþò ðèòìû. Îáû÷íî ýòè îáúåêòû íå îòäåëå-

íû îò ñâîåãî îêðóæåíèÿ, à, íàîáîðîò, âçàèìîäåéñòâóþò ñ äðóãèìè

îáúåêòàìè; èíûìè ñëîâàìè, îíè ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ñèñòåìàìè.

Äåéñòâèòåëüíî, áèîëîãè÷åñêèå ÷àñû, óïðàâëÿþùèå ðèòìàìè ñóòî÷-

íîé àêòèâíîñòè (öèðêàäíûìè ðèòìàìè), ïîäâåðæåíû âëèÿíèþ ñó-

òî÷íîãî è ñåçîííîãî èçìåíåíèÿ îñâåùåííîñòè è òåìïåðàòóðû, ñêðè-

ïà÷ ñëûøèò ñâîåãî êîëëåãó ïî îðêåñòðó, íà ñâåòëÿ÷êà âîçäåéñòâóåò

ñâåòîâîå èçëó÷åíèå âñåé ïîïóëÿöèè, ðàçëè÷íûå öåíòðû ðèòìè÷åñêîé

àêòèâíîñòè ìîçãà âîçäåéñòâóþò äðóã íà äðóãà, è òàê äàëåå. Òàêîå
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âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò áûòü î÷åíü ñëàáûì, èíîãäà åäâà çàìåòíûì,

íî, òåì íå ìåíåå, îíî ÷àñòî ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ

ñîñòîÿíèÿ: îáúåêò ïîäñòðàèâàåò ñâîé ðèòì, ñîãëàñóÿ åãî ñ ðèòìàìè

äðóãèõ îáúåêòîâ. Â ðåçóëüòàòå, ñêðèïà÷è èãðàþò â óíèñîí, íàñåêî-

ìûå â ïîïóëÿöèè ãåíåðèðóþò ñâåòîâûå èëè àêóñòè÷åñêèå èìïóëüñû ñ

îáùåé ÷àñòîòîé, ïòèöû â ñòàå îäíîâðåìåííî ìàøóò êðûëüÿìè, ñåðä-

öå áûñòðî ãàëîïèðóþùåé ëîøàäè ñîêðàùàåòñÿ îäèí ðàç çà êàæäûé

ëîêîìîòîðíûé öèêë.

Òàêàÿ ïîäñòðîéêà ðèòìîâ çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ è ÿâëÿ-

åòñÿ ñóùíîñòüþ ñèíõðîíèçàöèè, ÿâëåíèÿ, êîòîðîå ñèñòåìàòè÷å-

ñêè èññëåäóåòñÿ â ýòîé êíèãå.

Êíèãà ðàññ÷èòàíà íà øèðîêóþ àóäèòîðèþ: ôèçèêîâ, õèìèêîâ, áèî-

ëîãîâ, èíæåíåðîâ, à òàêæå íà äðóãèõ ñïåöèàëèñòîâ, çàíèìàþùèõ-

ñÿ èññëåäîâàíèÿìè íà ñòûêå ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé;1 îíà ðàññ÷èòàíà

êàê íà òåîðåòèêîâ, òàê è íà ýêñïåðèìåíòàòîðîâ. Ïîýòîìó èçëîæåíèå

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ôàêòîâ, îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ è ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ â ðàçíûõ ãëàâàõ íåîäíîðîäíî, è èíîãäà ïîâòîðÿåòñÿ. Ðàçíî-

îáðàçèå ïðåäïîëàãàåìîé àóäèòîðèè îòðàæåíî â ñòðóêòóðå êíèãè.

Ïåðâàÿ ÷àñòü êíèãè, ¾Ñèíõðîíèçàöèÿ áåç ôîðìóë¿, ðàññ÷èòàíà íà

÷èòàòåëÿ ñ ìèíèìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêîé (çíàíèå ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà íå òðåáóåòñÿ), ïî êðàéíåé ìåðå, êíèãà ïèñàëàñü

ñ òàêèì íàìåðåíèåì. Õîòÿ ÷àñòü I ïðàêòè÷åñêè íå ñîäåðæèò óðàâíå-

íèé, â íåé îïèñûâàþòñÿ è îáúÿñíÿþòñÿ íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå âñå

îñíîâíûå èäåè è ýôôåêòû.2 Çäåñü ìû èëëþñòðèðóåì ñèíõðîíèçàöèþ

ýêñïåðèìåíòàìè è íàáëþäåíèÿìè èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé. ×àñòü I ìî-

æåò áûòü ïðîïóùåíà ôèçèêàìè-òåîðåòèêàìè, ñïåöèàëèñòàìè â íåëè-

íåéíîé äèíàìèêå, èëè æå îíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êàê èñòî÷íèê

ïðèìåðîâ è ïðèëîæåíèé.

×àñòè II è III îõâàòûâàþò òîò æå êðóã èäåé, íî íà óðîâíå êî-

ëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü ýòèõ ÷àñòåé

çíàêîì ñ îñíîâàìè íåëèíåéíîé äèíàìèêè. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî îñíîâ-

íàÿ ÷àñòü ìàòåðèàëà áóäåò ïîíÿòíà ñòóäåíòàì ñòàðøèõ êóðñîâ. Â

ýòèõ ÷àñòÿõ ìû ïðèâîäèì îáçîð êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ïî ñèí-

õðîíèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, êàê áåç ó÷åòà, òàê è ñ

ó÷åòîì âëèÿíèÿ øóìîâ; ðàññìàòðèâàåì ÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè â àí-

1 Òàê êàê àâòîðû � ôèçèêè, òî àêöåíò íåèçáåæíî äåëàåòñÿ íà ôèçè÷åñêîì

ïîäõîäå ê îïèñàíèþ åñòåñòâåííûõ ÿâëåíèé.
2 Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ìû îïóñêàåì â ïåðâîé ÷àñòè ññûëêè íà îðè-

ãèíàëüíûå ðàáîòû, ãäå ýòè èäåè áûëè âûñêàçàíû; ññûëêè ìîãóò áûòü

íàéäåíû â áèáëèîãðàôè÷åñêîì ðàçäåëå Ââåäåíèÿ, à òàêæå â áèáëèîãðà-

ôè÷åñêèõ çàìåòêàõ ê ÷àñòÿì II è III.
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ñàìáëÿõ îñöèëëÿòîðîâ è â ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ; ïðåäñòàâëÿåì

ðàçëè÷íûå ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì; ïðèâîäèì

îáøèðíóþ áèáëèîãðàôèþ.

Ìû íàäååìñÿ, ÷òî ýòà êíèãà çàïîëíèò ïðîáåë â ëèòåðàòóðå. Äåé-

ñòâèòåëüíî, õîòÿ ïî÷òè êàæäàÿ êíèãà ïî òåîðèè êîëåáàíèé (èëè,

â ñîâðåìåííûõ òåðìèíàõ, ïî íåëèíåéíîé äèíàìèêå) ðàññìàòðèâàåò

ñèíõðîíèçàöèþ â ÷èñëå äðóãèõ íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ, òîëüêî ìî-

íîãðàôèè È. È. Áëåõìàíà [1971; 1981], íàïèñàííûå â ¾äîõàîòè÷å-

ñêóþ¿ ýðó, ñïåöèàëüíî ïîñâÿùåíû ýòîé òåìå. Â íèõ ãëàâíûì îáðàçîì

ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåõàíè÷åñêèå è ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, íî

îíè òàêæå ñîäåðæàò ïîäðîáíûé îáçîð òåîðèè, ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé

è ïðèëîæåíèé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ. Ïðè íàïèñàíèè íàøåé êíèãè

ìû ïûòàëèñü ñîâìåñòèòü îïèñàíèå êëàññè÷åñêîé òåîðèè ñ äåòàëüíûì

îáçîðîì íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ, äåëàÿ óïîð íà ìåæäèñöèïëèíàðíûå

ïðèëîæåíèÿ.

Áëàãîäàðíîñòè
Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèé ïî ñèíõðîíèçàöèè ìû ñ ðàäîñòüþ ñî-

òðóäíè÷àëè è îáñóæäàëè ðåçóëüòàòû ñ Â. Ñ. Àôðàéìîâè÷åì,

Â. Ñ. Àíèùåíêî, B. Blasius, È. È. Áëåõìàíîì, H. Chat�e, U. Feudel,

P. Glendinning, P. Grassberger, C. Grebogi, J. Hudson, Ñ. Ï. Êóçíåöî-

âûì, Ï. Ñ. Ëàíäà, A. Lichtenberg, R. Livi, Ph. Marcq, Þ. Ìàéñòðåíêî,

E. Mosekilde, F. Moss, À. Á. Íåéìàíîì, Ã. Â. Îñèïîâûì, E.-H. Park,

U. Parlitz, K. Piragas, A. Politi, À. Ïîïîâè÷åì, R. Roy, O. Rudzick,

S. Ruffo, Í. Ô. Ðóëüêîâûì, C. Sch�afer, L. Schimansky-Geier, L. Stone,

H. Swinney, P. Tass, E. Toledo è À. À. Çàèêèíûì.

Ìû âûñîêî öåíèì êîììåíòàðèè À. À. Íåïîìíÿùåãî, À. À. Ïèêîâ-

ñêîãî, A. Politi è C. Ziehmann, êîòîðûå ÷àñòè÷íî ïðî÷ëè ðóêîïèñü.

Î. Ôóòåð, Í. Á. Èãîøåâà è R. Mrowka òåðïåëèâî îòâå÷àëè íà íàøè

ìíîãî÷èñëåííûå âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ ìåäèöèíñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ

ïðîáëåì.

Ìû õîòåëè áû âûðàçèòü ñâîþ îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü Ìèõàèëó

Àëåêñàíäðîâè÷ó Çàêñó, êîòîðûé ïîääåðæèâàë íàñ íà âñåõ ñòàäèÿõ

ðåàëèçàöèè ýòîãî ïðîåêòà.

Ìû òàêæå áëàãîäàðèì Philips International B.V., Company Archives

(Ýéíäõîâåí, Íèäåðëàíäû) çà ïðèñëàííûå ôîòîãðàôèþ è áèîãðàôèþ

Áàëòàçàðà Âàí-äåð-Ïîëÿ è A. Kurths çà åå ïîìîùü â ïîäãîòîâêå

áèáëèîãðàôèè.

Â çàêëþ÷åíèå ìû õîòèì îòìåòèòü äîáðîæåëàòåëüíîå îòíîøåíèå

ñîòðóäíèêîâ Cambridge University Press. Ìû â îñîáåííîñòè áëàãî-

äàðíû S. Capelin çà åãî ïîääåðæêó è òåðïåíèå è F. Chapman çà åå
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ïðåâîñõîäíóþ ðàáîòó ïî óëó÷øåíèþ ðóêîïèñè.

Èíòåðíåò�ñòðàíè÷êà êíèãè
Ìû ïðîñèì âñåõ, êòî æåëàåò âûñêàçàòü ñâîè êîììåíòàðèè ïî ïîâîäó

êíèãè, ïðèñëàòü ýëåêòðîííóþ ïî÷òó ïî àäðåñàì:

pikovsky@stat.physik.uni-potsdam.de;

mros@agnld.uni-potsdam.de;

jkurths@agnld.uni-potsdam.de.

Âñå îïå÷àòêè è îøèáêè áóäóò îòìå÷åíû íà èíòåðíåò�ñòðàíè÷êå

(URL: http://www.agnld.uni-potsdam.de/�syn-book/).





×àñòü I

Ñèíõðîíèçàöèÿ áåç ôîðìóë





Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

1.1 Ñèíõðîíèçàöèÿ â èñòîðè÷åñêîé
ïåðñïåêòèâå

Ãîëëàíäñêèé ó÷åíûé Õðèñòèààí Ãþéãåíñ (ðèñ. 1.1), íàèáîëåå èç-

âåñòíûé ñâîèìè ðàáîòàìè ïî îïòèêå è êîíñòðóêöèåé òåëåñêîïà è

÷àñîâ, áûë, ïî âñåé âèäèìîñòè, ïåðâûì èññëåäîâàòåëåì, íàáëþäàâ-

øèì è îïèñàâøèì ÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè åùå â 17-òîì ñòîëåòèè.

Îí îòêðûë, ÷òî äâîå ìàÿòíèêîâûõ ÷àñîâ, âèñÿùèõ íà îáùåé îïîðå,

ñèíõðîíèçóþòñÿ, ò.å. èõ êîëåáàíèÿ èäåàëüíî ñîâïàäàþò, à ìàÿòíèêè

äâèæóòñÿ âñåãäà â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ýòî îòêðûòèå

áûëî ñäåëàíî âî âðåìÿ ìîðñêèõ èñïûòàíèé ÷àñîâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ

äëÿ îïðåäåëåíèÿ äîëãîòû. Ñîçäàíèå è êîíñòðóèðîâàíèå ìàÿòíèêî-

âûõ ÷àñîâ áûëî îäíèì èç âàæíåéøèõ äîñòèæåíèé Ãþéãåíñà. Îíî

îêàçàëî îãðîìíîå âëèÿíèå íà òåõíîëîãè÷åñêîå è íàó÷íîå ðàçâèòèå

òîé ýïîõè è î÷åíü ñèëüíî óâåëè÷èëî òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ âðåìåíè.

Â 1658 ãîäó, ñïóñòÿ âñåãî ëèøü äâà ãîäà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ Ãþéãåíñîì

ãîëëàíäñêîãî ïàòåíòà íà åãî èçîáðåòåíèÿ, ÷àñîâîé ìàñòåð èç Óòðåõòà,

Ñàìþýëü Êîñòåð, ïîñòðîèë öåðêîâíûå ìàÿòíèêîâûå ÷àñû è ãàðàíòè-

ðîâàë íåäåëüíîå îòêëîíåíèå ìåíåå âîñüìè ìèíóò.

Ïîñëå ýòîãî èçîáðåòåíèÿ Ãþéãåíñ ïðîäîëæèë ñâîè óñèëèÿ ïî

óâåëè÷åíèþ òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè òàêèõ ÷àñîâ. Îí óäåëÿë îñî-

áîå âíèìàíèå êîíñòðóèðîâàíèþ ÷àñîâ, ïðèãîäíûõ äëÿ èñïîëüçîâà-

íèÿ íà êîðàáëÿõ â îòêðûòîì ìîðå. Â ñâîåì òðàêòàòå Horologium

Oscillatorium (Ìàÿòíèêîâûå ÷àñû, èëè ãåîìåòðè÷åñêèå äåìîíñòðà-
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öèè, êàñàþùèåñÿ äâèæåíèÿ ìàÿòíèêîâ ïðèìåíèòåëüíî ê ÷àñàì),

â êîòîðîì îí ïîäâåë èòîãè ñâîèì òåîðåòè÷åñêèì è ýêñïåðèìåíòàëü-

íûì äîñòèæåíèÿì, Ãþéãåíñ [Hugens 1673] ïðèâåë äåòàëüíîå îïèñàíèå

òàêèõ ÷àñîâ.

Ìàÿòíèê ýòèõ ÷àñîâ èìåë äëèíó 9 äþéìîâ è ãðóç ïîëôóíòà.
Ìåõàíèçì ïðèâîäèëñÿ â äâèæåíèå ãèðÿìè, çàêëþ÷åííûìè â
ÿùèê âìåñòå ñ ìåõàíèçìîì. Äëèíà ÿùèêà áûëà 4 ôóòà. Âíèçó
îí áûë îòÿã÷åí ïî êðàéíåé ìåðå 100 ôóíòàìè ñâèíöà, ÷òîáû
âåñü ìåõàíèçì âîçìîæíî ëó÷øå ñîõðàíÿë íà ñóäíå âåðòèêàëü-
íîå ïîëîæåíèå.

Õîòÿ äâèæåíèå ÷àñîâ â äàííûõ ýêñïåðèìåíòàõ áûëî ïîñòîÿí-
íûì è î÷åíü ðàâíîìåðíûì, ìû, òåì íå ìåíåå, ïðåäïðèíÿëè
äàëüíåéøèå óñèëèÿ ê èõ óñîâåðøåíñòâîâàíèþ, êàê îïèñàíî

Ðèñ. 1.1. Õðèñòèààí Ãþéãåíñ (1629�1695), çíàìåíèòûé ãîëëàíäñêèé

ìàòåìàòèê, àñòðîíîì è ôèçèê. Ñðåäè åãî îñíîâíûõ äîñòèæåíèé � îò-

êðûòèå ïåðâîãî ñïóòíèêà Ñàòóðíà è èñòèííîé ôîðìû åãî êîëåö; ïåðâàÿ

ïå÷àòíàÿ ðàáîòà îá èñ÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòåé; èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ

êðèâûõ; ôîðìóëèðîâêà âîëíîâîé òåîðèè ñâåòà, âêëþ÷àÿ òî, ÷òî èç-

âåñòíî ñåãîäíÿ êàê ïðèíöèï Ãþéãåíñà. Â 1656 ãîäó Õðèñòèààí Ãþéãåíñ

çàïàòåíòîâàë ïåðâûå ìàÿòíèêîâûå ÷àñû, èçîáðåòåíèå êîòîðûõ ñèëüíî

óâåëè÷èëî òî÷íîñòü èçìåðåíèé âðåìåíè è ïîìîãëî åìó ðåøèòü ïðîáëå-

ìó îïðåäåëåíèÿ äîëãîòû. Âî âðåìÿ ìîðñêèõ èñïûòàíèé îí íàáëþäàë

ñèíõðîíèçàöèþ äâóõ òàêèõ ÷àñîâ (ñì. òàêæå èñòîðè÷åñêèé îáçîð âî ââå-

äåíèè ê àíãëèéñêîìó ïåðåâîäó åãî êíèãè [Huygens 1673]). Ôîòîãðàôèÿ:

Rijksmuseum voor de Geschidenis der Natuuringtenschappen, ïðåäîñòà-

âëåíà American Institute of Physics Emilio Segr�e Visual Archives.
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íèæå. : : : Ðåçóëüòàòîì áûëà åùå á�îëüøàÿ òî÷íîñòü õîäà äâóõ
÷àñîâ, ÷åì ðàíåå.

Áîëåå òîãî, Ãþéãåíñ êðàòêî, íî èñêëþ÷èòåëüíî òî÷íî îïèñàë ñâîå

íàáëþäåíèå ñèíõðîíèçàöèè.

: : : Î÷åíü âàæíî îòìåòèòü, ÷òî êîãäà ìû ïîäâåñèëè äâîå òà-
êèì ñïîñîáîì ñêîíñòðóèðîâàííûõ ÷àñîâ ê îäíîé è òîé æå
äåðåâÿííîé áàëêå, îáà ìàÿòíèêà äâèãàëèñü âñåãäà â ïðîòè-
âîïîëîæíûå ñòîðîíû, è êîëåáàíèÿ òàê òî÷íî ñîâïàäàëè, ÷òî
íèêîãäà íè íà ñêîëüêî íå ðàñõîäèëèñü. Òèêàíèå îáîèõ ÷àñîâ
áûëî ñëûøíî â îäíî è òî æå ìãíîâåíèå. Åñëè ýòî ñîâïàäå-
íèå èñêóññòâåííî íàðóøàëîñü, òî îíî ñàìî âîññòàíàâëèâàëîñü
â êîðîòêîå âðåìÿ. Ñíà÷àëà ÿ áûë ïîðàæåí ýòèì ñòðàííûì
ÿâëåíèåì, íî, íàêîíåö, ïîñëå âíèìàòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ
íàøåë, ÷òî ïðè÷èíà ëåæèò â íåçàìåòíîì äâèæåíèè ñàìîé
áàëêè. Êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ñîîáùàþò íåêîòîðîå äâèæåíèå
è ñàìèì ÷àñàì, êàê áû òÿæåëû îíè íè áûëè. À ýòî äâèæå-
íèå ïåðåäàåòñÿ áàëêå, è, åñëè ìàÿòíèêè ñàìè íå äâèãàëèñü â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, òî òåïåðü ýòî ïðîèçîéäåò ñ
íåîáõîäèìîñòüþ, è òîëüêî òîãäà äâèæåíèå áàëêè ïðåêðàòèò-
ñÿ. Íî ýòà ïðè÷èíà íå áûëà áû äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíà, åñëè
áû õîä îáîèõ ÷àñîâ íå áûë ñ ñàìîãî íà÷àëà î÷åíü îäíîðîäåí
è ñîãëàñîâàí ìåæäó ñîáîé.

Ïåðâîå óïîìèíàíèå îá ýòîì îòêðûòèè ìîæåò áûòü íàéäåíî â ïèñü-

ìå Ãþéãåíñà ê îòöó îò 26 ôåâðàëÿ 1665 ãîäà, ïåðåïå÷àòàííîì â

ñîáðàíèè åãî òðóäîâ [Huygens 1967a] è âîñïðîèçâåäåííîì â ïðèëîæå-

íèè Ï1. Êàê ñëåäóåò èç ýòîãî ïèñüìà, îáíàðóæåíèå ñèíõðîíèçàöèè

Ðèñ. 1.2. Îðèãèíàëüíûé ðèñóíîê Õðèñòèààíà Ãþéãåíñà, èëëþñòðèðó-
þùèé åãî ýêñïåðèìåíòû ñ äâóìÿ ìàÿòíèêîâûìè ÷àñàìè, ïîäâåøåííû-

ìè ê îáùåé áàëêå.
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áûëî ñäåëàíî â òî âðåìÿ, êîãäà Ãþéãåíñ áûë áîëåí è âûíóæäåí áûë

îñòàâàòüñÿ íåñêîëüêî äíåé â ïîñòåëè, íàáëþäàÿ äâîå ÷àñîâ, âèñÿùèõ

íà ñòåíå (ðèñ. 1.2). Èíòåðåñíî, ÷òî â ñâîåì îïèñàíèè îòêðûòèÿ ýòîãî

ÿâëåíèÿ, Ãþéãåíñ ïèñàë î ¾ñèìïàòèè ÷àñîâ¿ (le ph�enom�ene de la

sympathie, sympathie des horloges).

Òàêèì îáðàçîì, Ãþéãåíñ íå òîëüêî ïðèâåë òî÷íîå îïèñàíèå, íî òàê-

æå äàë èçóìèòåëüíîå êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå ýôôåêòà âçàèìíîé

ñèíõðîíèçàöèè; îí ïðàâèëüíî ïîíÿë, ÷òî ñîãëàñîâàííîñòü ðèòìîâ

äâóõ ÷àñîâ áûëà âûçâàíà íåäîñòóïíûìè âîñïðèÿòèþ äâèæåíèÿìè

áàëêè. Â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñû ñèíõðî-

íèçîâàëèñü â ïðîòèâîôàçå çà ñ÷åò ñâÿçè ÷åðåç áàëêó.

Ðèñ. 1.3. Ñýð Äæîí Âèëëüÿì Ñòðåòò, ëîðä Ðýëåé (1842�1919). Îí

ó÷èëñÿ â Òðèíèòè-Êîëëåäæå Êåìáðèäæñêîãî óíèâåðñèòåòà è îêîí÷èë

åãî â 1864 ãîäó. Åãî ïåðâàÿ ñòàòüÿ 1865 ãîäà áûëà ïîñâÿùåíà ýëåêòðî-

ìàãíèòíîé òåîðèè Ìàêñâåëëà. Ñòðåòò ðàáîòàë íàä ïðîáëåìîé ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ çâóêà è, âî âðåìÿ ïóòåøåñòâèÿ â Åãèïåò, ïðåäïðèíÿòîãî äëÿ

óëó÷øåíèÿ çäîðîâüÿ, îí íàïèñàë Òðàêòàò î çâóêå (1870�1871). Â 1879

ãîäó îí íàïèñàë ðàáîòó î áåãóùèõ âîëíàõ; èç ýòîé òåîðèè âïîñëåäñòâèè

âûðîñëà òåîðèÿ ñîëèòîíîâ. Åãî òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ (1871) áûëà ïåðâûì

ïðàâèëüíûì îòâåòîì íà âîïðîñ, ïî÷åìó íåáî ãîëóáîå. Â 1873 ãîäó îí

ïîëó÷èë òèòóë áàðîíà Ðýëåÿ. Ñ 1879 ïî 1884 ãîä îí çàíèìàë äîëæ-

íîñòü ïðîôåññîðà ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè â Êåìáðèäæå. Îí áûë

âòîðûì ïîñëå Ìàêñâåëëà, êòî çàíèìàë ýòó äîëæíîñòü, íîñÿùóþ èìÿ

Êàâåíäèøà. Â 1884 ãîäó îí ñòàë ñåêðåòàðåì Êîðîëåâñêîãî Îáùåñòâà.

Â 1895 ãîäó Ðýëåé îòêðûë èíåðòíûé ãàç àðãîí � ýòà ðàáîòà ïðèíåñëà

åìó â 1904 ãîäó Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ. Ôîòîãðàôèÿ: Photo Gen. Stab.

Lit. Anst., ïðåäîñòàâëåíà AIP Emilio Segr�e Visual Archives.
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Â ñåðåäèíå äåâÿòíàäöàòîãî ñòîëåòèÿ, â ñâîåì çíàìåíèòîì òðóäå

Òåîðèÿ çâóêà, Äæîí Âèëëüÿì Ñòðåòò, îí æå ëîðä Ðýëåé (ðèñ. 1.3),

ñëåäóþùèì îáðàçîì îïèñàë èíòåðåñíîå ÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè â

àêóñòè÷åñêîé ñèñòåìå [Ðýëåé 1945].

Êîãäà äâå îðãàííûå òðóáû ñ îäèíàêîâîé âûñîòîé çâóêà ðàñïî-
ëîæåíû ðÿäîì, âîçíèêàþò ïîñëåäñòâèÿ, êîòîðûå èçðåäêà ïðè-
âîäÿò ê ïðàêòè÷åñêèì ïðîáëåìàì. Â ýêñòðåìàëüíûõ ñëó÷àÿõ
òðóáû ìîãóò çàñòàâèòü äðóã äðóãà ïî÷òè çàìîë÷àòü. Äàæå
åñëè âçàèìíîå âëèÿíèå íå ñòîëü ñèëüíî, òî îíî ìîæåò, òåì íå
ìåíåå, áûòü ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî òðóáû áóäóò çâó÷àòü àáñî-
ëþòíî â óíèñîí, íåñìîòðÿ íà íåèçáåæíûå ìàëûå ðàçëè÷èÿ.

Ðèñ. 1.4. Ñýð Ýäóàðä Âèêòîð Ýïïëòîí (1892�1965). Ïîëó÷èâ îáðà-

çîâàíèå â Êåìáðèäæñêîì óíèâåðñèòåòå, îí íà÷àë èññëåäîâàòåëüñêóþ

äåÿòåëüíîñòü â Êàâåíäèøñêîé Ëàáîðàòîðèè ïîä ðóêîâîäñòâîì Â. Ë.

Áðýããà. Âî âðåìÿ ïåðâîé ìèðîâîé âîéíû îí çàèíòåðåñîâàëñÿ ýëåêòðîí-

íûìè ëàìïàìè è áåñïðîâîäíîé ïåðåäà÷åé ñèãíàëîâ, ÷òî ïîâëèÿëî íà

âñþ åãî äàëüíåéøóþ íàó÷íóþ êàðüåðó. Îí âåðíóëñÿ â Êàâåíäèøñêóþ

Ëàáîðàòîðèþ â 1919 ãîäó, ïðîäîëæàÿ ðàáîòàòü íàä ëàìïàìè, è, ñî-

âìåñòíî ñ Á. Âàí-äåð-Ïîëåì, íàä íåëèíåéíûìè ïðîáëåìàìè, à òàêæå

íàä àòìîñôåðèêàìè. Â 1924 ãîäó, ñîâìåñòíî ñ M. F. Barnett, îí ïðîâåë

ðåøàþùèé ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé ïîçâîëèë îïðåäåëèòü è èçìåðèòü îò-

ðàæàþùèé ñëîé â àòìîñôåðå. Â 1936 ãîäó îí âîçãëàâèë êàôåäðó åñòå-

ñòâåííîé ôèëîñîôèè â Êåìáðèäæå, ãäå îí ïðîäîëæàë èññëåäîâàíèÿ

èîíîñôåðíûõ ÿâëåíèé. Çà èññëåäîâàíèÿ èîíîñôåðû îí áûë íàãðàæäåí

Íîáåëåâñêîé ïðåìèåé ïî ôèçèêå 1947 ãîäà. Ôîòîãðàôèÿ ïðåäîñòàâëåíà:

AIP Emilio Segr�e Visual Archives, E. Scott Barr Collection.
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Èòàê, Ðýëåé íå òîëüêî íàáëþäàë âçàèìíóþ ñèíõðîíèçàöèþ, êîãäà

ðàçëè÷íûå, íî ñõîæèå, îðãàííûå òðóáû, íà÷èíàþò çâó÷àòü â óíè-

ñîí, íî òàêæå è ýôôåêò ãàøåíèÿ (âûìèðàíèÿ) êîëåáàíèé, êî-

ãäà ñâÿçü ïðèâîäèò ê ïîäàâëåíèþ êîëåáàíèé âî âçàèìîäåéñòâóþùèõ

ñèñòåìàõ.

Íîâûé ýòàï â èññëåäîâàíèè ñèíõðîíèçàöèè áûë ñâÿçàí ñ ðàçâè-

òèåì ýëåêòðî- è ðàäèîòåõíèêè. 17 ôåâðàëÿ 1920 ãîäà Â. Ýêêëåñ è

Ðèñ. 1.5. Áàëòàçàð Âàí-äåð-Ïîëü (1889�1959). Îí èçó÷àë ôèçèêó è

ìàòåìàòèêó â Óòðåõòå, à çàòåì îòïðàâèëñÿ â Àíãëèþ, ãäå ïðîâåë

íåñêîëüêî ëåò, ðàáîòàÿ â Êàâåíäèøñêîé Ëàáîðàòîðèè â Êåìáðèäæå.

Òàì îí âñòðåòèëñÿ ñ Ý. Ýïïëòîíîì, è îíè íà÷àëè ñîâìåñòíûå èññëå-

äîâàíèÿ â îáëàñòè ðàäèîôèçèêè. Â 1919 ãîäó Âàí-äåð-Ïîëü âåðíóëñÿ

â Ãîëëàíäèþ, ãäå â 1920 ãîäó ïîëó÷èë äîêòîðñêóþ ñòåïåíü Óòðåõò-

ñêîãî óíèâåðñèòåòà. Â 1922 ãîäó îí ïðèíÿë ïðåäëîæåíèå îò êîìïàíèè

Ôèëèïñ è íà÷àë ðàáîòàòü â èññëåäîâàòåëüñêîé ëàáîðàòîðèè Ôèëèïñ

â Ýéíäõîâåíå, ãäå îí âñêîðå ñòàë äèðåêòîðîì ïî ôóíäàìåíòàëüíûì

èññëåäîâàíèÿì â îáëàñòè ðàäèî. Âàí-äåð-Ïîëü ïðèîáðåë ìåæäóíàðîä-

íóþ ðåïóòàöèþ ñâîèìè ïèîíåðñêèìè ðàáîòàìè ïî ðàñïðîñòðàíåíèþ

ðàäèîâîëí è ïî íåëèíåéíûì êîëåáàíèÿì. Åãî èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé

â êîíòóðå ñ òðèîäîì ïðèâåëè ê âûâîäó óðàâíåíèÿ Âàí-äåð-Ïîëÿ �

îäíîé èç îñíîâíûõ ìîäåëåé òåîðèè êîëåáàíèé è íåëèíåéíîé äèíàìèêè

(ñì. óðàâíåíèå (7.2)). Ñîâìåñòíî ñ Âàí-äåð-Ìàðêîì îí ïåðâûì ïðè-

ìåíèë òåîðèþ êîëåáàíèé ê ôèçèîëîãè÷åñêèì ñèñòåìàì. Èõ ðàáîòà ïî

ìîäåëèðîâàíèþ ñåðäöà ÷åëîâåêà òðåìÿ ñâÿçàííûìè ðåëàêñàöèîííûìè

ñèñòåìàìè [van der Pol and van der Mark 1928] îñòàåòñÿ øåäåâðîì

áèîëîãè÷åñêîé ôèçèêè. Ôîòî ïðåäîñòàâëåíî: Philips International B.V.,

Company Archives, Eindhoven, The Netherlands (ñì. ïîäðîáíóþ áèîãðà-

ôèþ â Bremmer [1960/61]).
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Äæ. Âèíñåíò ïîäàëè çàÿâêó íà áðèòàíñêèé ïàòåíò, ïîäòâåðæäàþùèé

îòêðûòèå èìè ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè òðèîäíîãî ãåíåðàòîðà � äî-

âîëüíî ïðîñòîãî ýëåêòðè÷åñêîãî óñòðîéñòâà, îñíîâàííîãî íà âàêóóì-

íîé ðàäèîëàìïå è ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ãåíåðàöèè ïåðåìåííîãî òîêà

[Eccles and Vincent 1920]. ×àñòîòà êîëåáàíèé òîêà îïðåäåëÿëàñü ïàðà-

ìåòðàìè ñõåìû, íàïðèìåð, åìêîñòüþ. Â ñâîèõ ýêñïåðèìåíòàõ, Ýêêëåñ

è Âèíñåíò ñâÿçàëè äâà ãåíåðàòîðà ñî ñëåãêà ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè è

ïðîäåìîíñòðèðîâàëè, ÷òî ñâÿçü âûíóæäàåò ñèñòåìû îñöèëëèðîâàòü

íà îáùåé ÷àñòîòå.

Íåñêîëüêèìè ãîäàìè ïîçæå Ýäâàðä Ýïïëòîí (ðèñ. 1.4) è Áàëòà-

çàð Âàí-äåð-Ïîëü (ðèñ. 1.5) ïîâòîðèëè è ðàñøèðèëè ýêñïåðèìåíòû

Ýêêëåñà è Âèíñåíòà è ñäåëàëè ïåðâûé øàã â ðàçâèòèè òåîðèè ýòîãî

ýôôåêòà [Appleton 1922; van der Pol 1927]. Ðàññìîòðåâ ïðîñòåéøèé

ñëó÷àé, îíè ïîêàçàëè, ÷òî ÷àñòîòà ãåíåðàòîðà ìîæåò áûòü çàõâà÷åíà,

èëè ñèíõðîíèçîâàíà, ñëàáûì âíåøíèì ñèãíàëîì íåñêîëüêî äðóãîé

÷àñòîòû. Ýòè èññëåäîâàíèÿ èìåëè îãðîìíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå,

òàê êàê òðèîäíûå ãåíåðàòîðû ñòàëè áàçîâûì ýëåìåíòîì ñèñòåì ðà-

äèîñâÿçè. ßâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè èñïîëüçîâàëîñü äëÿ ñòàáèëèçàöèè

÷àñòîòû ìîùíîãî ãåíåðàòîðà ñ ïîìîùüþ ìàëîìîùíîãî, íî çàòî î÷åíü

òî÷íîãî.

Òåîðåòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå Ýïïëòîíà è Âàí-äåð-Ïîëÿ áûëî ðàñ-

øèðåíî è îáîñíîâàíî ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáà-

íèé À. À. Àíäðîíîâûì è À. À. Âèòòîì (ðèñ. 1.6). Â äâóõ ðàáîòàõ

[Àíäðîíîâ è Âèòò 1930b,a] îíè ïðîâåëè äåòàëüíûé àíàëèç çàäà÷è î

çàõâàòûâàíèè.

Ñèíõðîíèçàöèÿ â æèâûõ ñèñòåìàõ òàêæå èçâåñòíà óæå íåñêîëüêî

ñòîëåòèé. Â 1729 Æàí-Æàê Äîðòó äå Ìýðàí, ôðàíöóçñêèé àñòðîíîì

è ìàòåìàòèê, ïîçäíåå � ñåêðåòàðü Êîðîëåâñêîé Àêàäåìèè íàóê â

Ïàðèæå, ñîîáùèë î ðåçóëüòàòàõ ñâîèõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ôàñîëüþ.

Îí çàìåòèë, ÷òî ëèñòüÿ ýòîãî ðàñòåíèÿ ïîäíèìàþòñÿ è îïóñêàþòñÿ

â ñîîòâåòñòâèè ñî ñìåíîé äíÿ è íî÷è. Ñäåëàâ ýòî íàáëþäåíèå, äå

Ìýðàí ïîìåñòèë ôàñîëü â òåìíóþ êîìíàòó è îáíàðóæèë, ÷òî äâè-

æåíèå ëèñòüåâ ïðîäîëæàåòñÿ è áåç èçìåíåíèÿ îñâåùåííîñòè îêðó-

æàþùåé ñðåäû. Ñ òåõ ïîð ïîäîáíûå è çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûå

ýêñïåðèìåíòû áûëè ïîâòîðåíû â ðàçíûõ ëàáîðàòîðèÿõ, è òåïåðü óæå

õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âñå áèîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû, îò ïðîñòåéøèõ è

äî âûñîêîîðãàíèçîâàííûõ, èìåþò âíóòðåííèå áèîëîãè÷åñêèå ÷àñû,

ñíàáæàþùèå ñâîåãî ¾âëàäåëüöà¿ èíôîðìàöèåé î ñìåíå äíÿ è íî÷è.

Ðàçãàäêà óñòðîéñòâà òàêèõ ÷àñîâ äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ çàõâàòûâàþ-

ùåé ïðîáëåìîé, íî óæå òâåðäî óñòàíîâëåíî, ÷òî îíè ìîãóò ïîäñòðà-
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èâàòü ñâîè öèðêàäíûå ðèòìû (îò circa = ïðèìåðíî è dies = äåíü) êî

âíåøíèì ñèãíàëàì: åñëè òàêàÿ ñèñòåìà ïîëíîñòüþ èçîëèðîâàíà îò

îêðóæàþùåé ñðåäû è ñîäåðæèòñÿ â íåèçìåííûõ óñëîâèÿõ (ïîñòîÿí-

íûå îñâåùåííîñòü, òåìïåðàòóðà, äàâëåíèå, ïàðàìåòðû ýëåêòðîìàã-

íèòíûõ ïîëåé è ò.ä.), òî èõ âíóòðåííèé öèêë ìîæåò ñóùåñòâåííî

îòëè÷àòüñÿ îò ñóòî÷íîãî. Â åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ áèîëîãè÷åñêèå ÷à-

ñû ïîäñòðàèâàþò ñâîè ðèòìû â ñîîòâåòñòâèè ñ 24-÷àñîâûì ïåðèîäîì

çåìíûõ ñóòîê.

Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî èñòîðè÷åñêîãî ïðèìåðà ïðîöèòèðóåì åøå

îäíîãî ãîëëàíäöà, âðà÷à Ýíãåëüáåðòà Êýìïôåðà [Kaempfer 1727],1

ïèñàâøåãî ïîñëå ñâîåãî ïóòåøåñòâèÿ â Ñèàì â 1680 ãîäó:

Ñâåòëÿ÷êè : : : ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äðóãîå çðåëèùå, êîòîðîå
âîçíèêàåò íà íåêîòîðîì äåðåâå, êàê ñâåðêàþùåå îáëàêî, ïðè

1 Öèòàòà âîñïðîèçâåäåíà ïî [Buck and Buck 1968].

Ðèñ. 1.6. Àëåêñàíäð Àëåêñàíäðîâè÷ Àíäðîíîâ (1901�1952, ëåâîå ôî-

òî) è Àëåêñàíäð Àäîëüôîâè÷ Âèòò (1902�1938, ïðàâîå ôîòî) ó÷èëèñü

âìåñòå â Ìîñêîâñêîì Óíèâåðñèòåòå è íà÷àëè íàó÷íóþ äåÿòåëüíîñòü â

îáëàñòè òåîðèè êîëåáàíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì Ë. È. Ìàíäåëüøòàìà. Èõ

ïðîäîëæàâøååñÿ îêîëî äåñÿòè ëåò ïëîäîòâîðíîå ñîòðóäíè÷åñòâî ïðè-

âåëî ê ïîÿâëåíèþ ðÿäà îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò â òåîðèè íåëèíåéíûõ

êîëåáàíèé, ïîäûòîæåííûõ â íàïèñàííîé ñîâìåñòíî ñ Ñ. Ý. Õàéêèíûì

ìîíîãðàôèè ¾Òåîðèÿ êîëåáàíèé¿ [Àíäðîíîâ è äð. 1937]. Ñîâìåñòíàÿ

íàó÷íàÿ ðàáîòà ïðåðâàëàñü â ðåçóëüòàòå àðåñòà è ãèáåëè À. À. Âèòòà â

ñòàëèíñêîì ÃÓËÀÃå.
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òåõ óäèâèòåëüíûõ îáñòîÿòåëüñòâàõ, ÷òî öåëûé ðîé ýòèõ íàñå-
êîìûõ, çàâëàäåâ îäíèì äåðåâîì è ðàñïðîñòðàíèâøèñü ïî åãî
âåòâÿì, âðåìÿ îò âðåìåíè ïðåêðàùàþò ñâîå ñâå÷åíèå è ìî-
ìåíòîì ïîçæå çàñòàâëÿþò åãî ïîÿâèòüñÿ âíîâü ñ âûñî÷àéøåé
ðåãóëÿðíîñòüþ è òî÷íîñòüþ : : :

Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ýòî ïåðâîå îïóáëèêîâàííîå íàáëþäåíèå

ñèíõðîíèçàöèè â áîëüøîé ïîïóëÿöèè êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì.

Ìû çàêàí÷èâàåì íàø èñòîðè÷åñêèé ýêñêóðñ äâàäöàòûìè ãîäàìè

ïðîøëîãî âåêà. Ñ òåõ ïîð ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ ÿâëåíèé ñèíõðîíè-

çàöèè áûëî îáíàðóæåíî è îïèñàíî â ëèòåðàòóðå (íåêîòîðûå èç íèõ

èçëîæåíû â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ) è, ÷òî åùå áîëåå âàæíî, ïîñòåïåííî

ñòàëî ÿñíî, ÷òî ðàçëè÷íûå ÿâëåíèÿ, íà ïåðâûé âçãëÿä íå èìåþùèå

íè÷åãî îáùåãî, ïîä÷èíÿþòñÿ íåêèì óíèâåðñàëüíûì çàêîíàì. Ìíîæå-

ñòâî èññëåäîâàíèé, âûïîëíåííûõ ìàòåìàòèêàìè, èíæåíåðàìè, ôèçè-

êàìè è ñïåöèàëèñòàìè èç äðóãèõ îáëàñòåé, ïðèâåëè ê ïîíèìàíèþ

òîãî, ÷òî, ñêàæåì, ñîãëàñîâàííîñòü çâó÷àíèÿ îðãàííûõ òðóá èëè æå

ñòðåêîòàíèÿ ñâåð÷êîâ íå ñëó÷àéíà, à ìîæåò áûòü îïèñàíà åäèíîé

òåîðèåé. Â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû íàìåðåâàåìñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ýòè è

ìíîæåñòâî äðóãèõ, êàæóùèõñÿ ðàçëè÷íûìè, ýôôåêòîâ èìåþò îáùèå

õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè è ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû â ðàìêàõ åäèíîãî

ïîäõîäà.

1.2 Ñèíõðîíèçàöèÿ: êðàòêîå îïèñàíèå
ÿâëåíèÿ

Ìû ïîêàçàëè íà íåñêîëüêèõ ââîäíûõ ïðèìåðàõ (è ìû ïðîèëëþñòðè-

ðóåì ýòî äàëüíåéøèìè ïðèìåðàìè íèæå), ÷òî ñèíõðîíèçàöèÿ âñòðå-

÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè, â òåõíèêå è â ñîöèàëüíîì ïîâå-

äåíèè. Ìû íå ñîáèðàåìñÿ ôîðìóëèðîâàòü ñåé÷àñ êàêîå-ëèáî ñòðîãîå

îïðåäåëåíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ. Ïðåæäå, ÷åì ìû äåòàëüíî, õîòÿ è áåç

ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, îáñóäèì ýòî ïîíÿòèå â ÷àñòè I

è ïðåæäå, ÷åì ìû ïðèâåäåì òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå â ÷àñòÿõ II è III,

ìû äàäèì çäåñü ïðîñòîå êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ýòîãî ýôôåêòà; ýòîò

ðàçäåë ìîæåò áûòü ïðîïóùåí ÷èòàòåëåì ñî çíàíèåì îñíîâ ôèçèêè è

íåëèíåéíîé äèíàìèêè. Èñïîëüçóÿ íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ,

ìû îáúÿñíèì, ÷òî òàêîå ñèíõðîíèçàöèÿ, è âûäåëèì îáùèå ñâîéñòâà

ñèñòåì, äîïóñêàþùèõ ýòîò ýôôåêò. Òåì íå ìåíåå, îòâåò íà âîïðîñ �

ïî÷åìó òàê ïðîèñõîäèò? � áóäåò îòëîæåí äî ãëàâû 2.
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1.2.1 ×òî òàêîå ñèíõðîíèçàöèÿ?

Ìû ïîíèìàåì ñèíõðîíèçàöèþ êàê ïîäñòðîéêó ðèòìîâ îñöèëëè-

ðóþùèõ îáúåêòîâ çà ñ÷åò ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó

íèìè. Çà èñêëþ÷åíèì ðåäêèõ ñëó÷àåâ, êîãäà áóäåò ÿâíî ñêàçàíî äðó-

ãîå, ýòà êîíöåïöèÿ èñïîëüçóåòñÿ âî âñåé êíèãå. ×òîáû êà÷åñòâåííî

îáúÿñíèòü ýòó êîíöåïöèþ, ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà ÷åòûðåõ ñëåäóþùèõ

âîïðîñàõ.

×òî òàêîå îñöèëëèðóþùèé îáúåêò?

×òî ìû ïîíèìàåì ïîä ñëîâîì ¾ðèòì¿?

×òî òàêîå âçàèìîäåéñòâèå îñöèëëèðóþùèõ ñèñòåì?

×òî òàêîå ïîäñòðîéêà ðèòìîâ?

Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîé îáùåé êîíöåïöèè âîçüìåì êëàññè÷åñêèé ïðè-

ìåð � ìàÿòíèêîâûå ÷àñû.

Àâòîêîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà: ìîäåëü åñòåñòâåííîãî
îñöèëëÿòîðà

Ðàññìîòðèì, êàê ðàáîòàþò ÷àñû. Èõ ìåõàíèçì ïðåîáðàçóåò ïîòåíöè-

àëüíóþ ýíåðãèþ ïîäíÿòîãî ãðóçà (èëè ñæàòîé ïðóæèíû, èëè ýëåê-

òðè÷åñêîé áàòàðåè) â êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå ìàÿòíèêà. Â ñâîþ î÷å-

ðåäü, ýòè êîëåáàíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ âî âðàùåíèå ñòðåëîê íà öèôåð-

áëàòàõ (ðèñ. 1.7a). Íàì íå èíòåðåñíû ÷àñòíîñòè óñòðîéñòâà ìåõàíèç-

ìà; âàæíî òîëüêî, ÷òî îí ÷åðïàåò ýíåðãèþ èç íåêîòîðîãî èñòî÷íèêà è

ïîääåðæèâàåò ïîñòîÿííûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà, êîòîðûå ïðîäîëæà-

þòñÿ áåç êàêèõ-ëèáî èçìåíåíèé, ïîêà íå èññÿêíåò ïðèòîê ýíåðãèè.

Ñëåäóþùåå âàæíîå ñâîéñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôîðìà êîëåáàòåëü-

íîãî äâèæåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííèìè ïàðàìåòðàìè

÷àñîâ è íå çàâèñèò îò òîãî, êàê èìåííî ìàÿòíèê áûë ïðèâåäåí â

äâèæåíèå. Áîëåå òîãî, åñëè äâèæåíèå ìàÿòíèêà ñëåãêà âîçìóòèòü,

òî ïîñëå íåêîòîðîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ìàÿòíèê âîññòàíîâèò âíó-

òðåííå ïðèñóùèé åìó ðèòì.

Òàêèå ñâîéñòâà òèïè÷íû íå òîëüêî äëÿ ÷àñîâ, íî è äëÿ ìíîãèõ

äðóãèõ êîëåáàòåëüíûõ îáúåêòîâ ñàìîé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Íàáîð

ýòèõ ñâîéñòâ îïðåäåëÿåò îòâåò íà ïåðâûé èç ñôîðìóëèðîâàííûõ

âûøå âîïðîñîâ. Â ôèçèêå òàêèå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû íàçûâàþò

àâòîêîëåáàòåëüíûìè; íèæå ìû äåòàëüíî îáñóäèì èõ ñâîéñòâà. Äà-

ëåå ìû ÷àñòî áóäåì îïóñêàòü ñëîâî ¾àâòîêîëåáàòåëüíàÿ¿; ïî óìîë÷à-

íèþ ìû îïèñûâàåì òîëüêî ñèñòåìû èç ýòîãî êëàññà. Ïîäâîäÿ èòîãè,

ñôîðìóëèðóåì êðàòêî ñâîéñòâà àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì.
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Òàêîé îñöèëëÿòîð ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîé ñèñòåìîé. Îí ñîäåðæèò

âíóòðåííèé èñòî÷íèê ýíåðãèè, êîòîðàÿ òðàíñôîðìèðóåòñÿ â

êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå. Áóäó÷è èçîëèðîâàííûì, îñöèëëÿòîð

ïðîäîëæàåò ãåíåðèðîâàòü îäèí è òîò æå ðèòì, ïîêà íå èññÿê-

íåò èñòî÷íèê ýíåðãèè. Ìàòåìàòè÷åñêè òàêîé îñöèëëÿòîð îïè-

ñûâàåòñÿ àâòîíîìíîé (ò.å. áåç ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè)

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Ôîðìà àâòîêîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû è íå

çàâèñèò îò òîãî, êàê ñèñòåìà áûëà ¾âêëþ÷åíà¿, ò.å. îò ïåðåõîäà

ê ñòàöèîíàðíûì êîëåáàíèÿì.

Àâòîêîëåáàíèÿ óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê (ïî êðàéíåé ìåðå

ìàëûì) âîçìóùåíèÿì: áóäó÷è âîçìóùåííûìè, êîëåáàíèÿ âñêîðå

âîññòàíàâëèâàþò ñâîþ èñõîäíóþ ôîðìó.

Ïðèìåðàìè àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ýëåêòðîííûå àâ-

òîãåíåðàòîðû, ëàçåðû, ñðåäû, â êîòîðûõ èäóò ðåàêöèÿ Áåëîóñîâà-

Æàáîòèíñêîãî èëè äðóãèå êîëåáàòåëüíûå õèìè÷åñêèå ðåàêöèè, âîäè-

òåëè ðèòìà (ïåéñìåêåðû) ñåðäöà ÷åëîâåêà (íàïðèìåð, ñèíîàòðèàëü-

íûé óçåë) èëè êàðäèîñòèìóëÿòîðû, èñïîëüçóåìûå ïðè êàðäèîëîãè÷å-

ñêèõ ïàòîëîãèÿõ, è ìíîãèå äðóãèå åñòåñòâåííûå èëè èñêóññòâåííûå

ñèñòåìû. Êàê ìû óâèäèì äàëåå, çàìå÷àòåëüíûì îáùèì ñâîéñòâîì

òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èõ ñïîñîáíîñòü ê ñèíõðîíèçàöèè.
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(a) (b)

ÐÅÒÉÏÄ T

Ðèñ. 1.7. (a) Ïðèìåð àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû � ìàÿòíèêîâûå ÷àñû.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ïîäíÿòîãî ãðóçà ïðåîáðàçóåòñÿ â êîëåáàíèÿ

ìàÿòíèêà è, â êîíå÷íîì èòîãå, ïðèâîäèò ê âðàùåíèþ ñòðåëîê. (b)

Äâèæåíèå ìàÿòíèêà � ïåðèîäè÷åñêîå, ò.å. åãî óãîë � ïî îòíîøåíèþ

ê âåðòèêàëè èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ñ ïåðèîäîì T .
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Õàðàêòåðèñòèêè ðèòìà: ïåðèîä è ÷àñòîòà

Àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû ìîãóò äåìîíñòðèðîâàòü ðèòìû ñàìîé

ðàçíîé ôîðìû, îò ïðîñòûõ, áëèçêèõ ê ñèíóñîèäå, ñèãíàëîâ äî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè êîðîòêèõ èìïóëüñîâ. Îõàðàêòåðèçóåì òàêèå ðèòìû

êîëè÷åñòâåííî, èñïîëüçóÿ íàø ÷àñòíûé ïðèìåð � ìàÿòíèêîâûå ÷àñû.

Êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà � ïåðèîäè÷åñêèå (ðèñ. 1.7b), è ïåðèîä T åñòü

ãëàâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ÷àñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, âðàùàþùèé ñòðåëêè

ìåõàíèçì íà ñàìîì äåëå ïîäñ÷èòûâàåò ÷èñëî êîëåáàíèé ìàÿòíèêà,

òàê ÷òî åãî ïåðèîä ñîñòàâëÿåò ìèíèìàëüíóþ åäèíèöó îòñ÷åòà âðåìå-

íè.

×àñòî áûâàåò óäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü ðèòì ÷èñëîì êîëåáàíèé â

åäèíèöó âðåìåíè èëè æå ÷àñòîòîé êîëåáàíèé

f =
1

T
:

Ïðè òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå êîëåáàíèé áîëåå óäîáíîé ÷àñòî áûâàåò

óãëîâàÿ ÷àñòîòà ! = 2�f = 2�=T ; íèæå ìû ÷àñòî îïóñêàåì ñëîâî

¾óãëîâàÿ¿ è íàçûâàåì åå ïðîñòî ÷àñòîòà. Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî

÷àñòîòà ìîæåò èçìåíÿòüñÿ çà ñ÷åò âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà îñöèë-

ëÿòîð èëè æå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãîé ñèñòåìîé. ×òîáû èçáåæàòü

íåîäíîçíà÷íîñòè, ìû íàçûâåì ÷àñòîòó àâòîíîìíîé (èçîëèðîâàííîé)

ñèñòåìû àâòîíîìíîé ÷àñòîòîé.

Ñâÿçü ìåæäó êîëåáàòåëüíûìè îáúåêòàìè

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ó íàñ åñòü íå îäíè ÷àñû, à äâîå. Äàæå

åñëè îíè îäíîãî è òîãî æå òèïà è ñäåëàíû îäíèì ïðîèçâîäèòåëåì, òî

îíè òîëüêî êàæóòñÿ èäåíòè÷íûìè, íî ýòî íå òàê. Êàêèå-ëèáî ïàðà-

ìåòðû ìåõàíèçìà âñåãäà ðàçëè÷àþòñÿ, ïóñòü âñåãî ëèøü íà äåñÿòóþ

äîëþ ïðîöåíòà, íî ýòî ìåëü÷àéøåå ðàçëè÷èå ïðèâîäèò ê ðàçëè÷èþ

â ïåðèîäàõ êîëåáàíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè äâîå ÷àñîâ áóäóò ïîêà-

çûâàòü íåìíîãî ðàçëè÷íîå âðåìÿ, è, åñëè ìû ïîñìîòðèì íà íèõ â

êàêîé-íèáóäü ìîìåíò âðåìåíè, òî ñêîðåå âñåãî óâèäèì, ÷òî ìàÿòíèêè

íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ ïîëîæåíèÿõ (ðèñ. 1.8).

Ïðåäñòàâèì òåïåðü, ÷òî ýòè äâîå íåèäåíòè÷íûõ ÷àñîâ íå íåçàâèñè-

ìû, à ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþò. Ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ðàçëè÷íûå ôîð-

ìû âçàèìîäåéñòâèÿ, èëè ñâÿçè, ìåæäó äâóìÿ îñöèëëÿòîðàìè. Ïóñòü

äâîå ÷àñîâ çàêðåïëåíû íà îáùåì ïîäâåñå, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå

àáñîëþòíî æåñòêàÿ áàëêà (ðèñ. 1.9), êàê ýòî è áûëî â ïåðâîíà÷àëü-

íîì íàáëþäåíèè Ãþéãåíñà. Áàëêà ìîæåò èçãèáàòüñÿ, èëè îíà ìîæåò

ñëåãêà âèáðèðîâàòü, äâèãàÿñü ñïðàâà íàëåâî, ýòî íå î÷åíü âàæíî.
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Äåéñòâèòåëüíî âàæíî òîëüêî òî, ÷òî äâèæåíèå êàæäîãî ìàÿòíèêà

ïåðåäàåòñÿ ÷åðåç ñòðóêòóðû ïîäâåñà ê äðóãîìó ìàÿòíèêó, è â ðå-

çóëüòàòå ÷àñû ¾÷óâñòâóþò¿ äðóã äðóãà: îíè âçàèìîäåéñòâóþò ÷åðåç

âèáðàöèþ îáùåãî ïîäâåñà. Ýòà âèáðàöèÿ ìîæåò áûòü ïðàêòè÷åñêè

íåçàìåòíà; äëÿ òîãî, ÷òîáû åå îáíàðóæèòü è âèçóàëèçîâàòü, ìîãóò

ïîòðåáîâàòüñÿ âûñîêîòî÷íûå ìåõàíè÷åñêèå èçìåðåíèÿ. Òåì íå ìåíåå,

íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âèáðàöèÿ î÷åíü ñëàáà, îíà ìîæåò èçìåíèòü ðèòì

îáîèõ ÷àñîâ!
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(a) (b)

ÐÅÒÉÏÄ T

×ÒÅÍÑ

ÐÅÒÉÏÄ T

Ðèñ. 1.8. Äâîå àíàëîãè÷íûõ ìàÿòíèêîâûõ ÷àñîâ (a) íå ìîãóò áûòü

èäåàëüíî èäåíòè÷íûìè; èç-çà ìåëü÷àéøåãî ðàçáðîñà â ïàðàìåòðàõ îíè

èìåþò ñëåãêà ðàçëè÷íûå ïåðèîäû (çäåñü T2 > T1) (b). Ñëåäîâàòåëüíî,

åñëè ìû âçãëÿíåì íà íèõ â íåêèé ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, òî âî-

îáùå ãîâîðÿ îáíàðóæèì ìàÿòíèêè â ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèÿõ: �1 6= �2.

1

2α

α

Ðèñ. 1.9. Äâîå ìàÿòíèêîâûõ ÷àñîâ, ñâÿçàííûõ ÷åðåç îáùèé ïîäâåñ.

Áàëêà, ê êîòîðîé ïîäâåøåíû ÷àñû, íå æåñòêàÿ, à ìîæåò ñëåãêà âè-

áðèðîâàòü, êàê ïîêàçàíî ñòðåëêàìè ââåðõó ðèñóíêà. Ýòà âèáðàöèÿ âû-

çûâàåòñÿ äâèæåíèåì îáîèõ ìàÿòíèêîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî äâîå ÷àñîâ

¾÷óâñòâóþò¿ ïðèñóòñòâèå äðóã äðóãà.
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Ïîäñòðîéêà ðèòìîâ: çàõâàò ôàç è ÷àñòîò

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äàæå ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò

ñèíõðîíèçîâàòü äâîå ÷àñîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äâîå íåèäåíòè÷íûõ ÷à-

ñîâ, êîòîðûå, âçÿòûå ïî îòäåëüíîñòè, èìåþò ðàçëè÷íûå ïåðèîäû, ïðè

íàëè÷èè ñâÿçè ïîäñòðàèâàþò ñâîè ðèòìû è íà÷èíàþò äåìîíñòðèðî-

âàòü êîëåáàíèÿ ñ îáùèì ïåðèîäîì. Ýòî ÿâëåíèå ÷àñòî è íàçûâàþò â

òåðìèíàõ ñîâïàäåíèÿ ÷àñòîò èõ çàõâàòîì:2 åñëè äâà íåèäåíòè÷íûõ

îñöèëëÿòîðà èìåþùèõ ñâîè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû f1 è f2 ñâÿçûâàþò-

ñÿ, òî îíè ìîãóò íà÷àòü îñöèëëèðîâàòü ñ îáùåé ÷àñòîòîé. Ïðîèçîéäåò

ýòî èëè íåò, ò.å. ñèíõðîíèçóþòñÿ ëè îíè, çàâèñèò îò äâóõ ôàêòîðîâ.

1. Ñèëà ñâÿçè
Ýòîò ïàðàìåòð õàðàêòåðèçóåò, íàñêîëüêî ñëàáî èëè ñèëüíî âçàèìî-

äåéñòâèå. Â ýêñïåðèìåíòå íå âñåãäà ÿñíî, êàê èçìåðèòü ýòó âåëè÷èíó.

Â îïèñàííîì âûøå ýêñïåðèìåíòå îíà ñëîæíûì îáðàçîì çàâèñèò îò

ñïîñîáíîñòè áàëêè (ïîäâåñà) äâèãàòüñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áàëêà

àáñîëþòíî æåñòêàÿ, òî äâèæåíèå ìàÿòíèêîâ íå ïåðåäàåòñÿ ÷åðåç

îïîðó, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñû íå ìîãóò âîçäåéñòâîâàòü äðóã íà äðóãà.

Åñëè ÷àñû íå âçàèìîäåéñòâóþò, òî ñèëà ñâÿçè ðàâíà íóëþ. Åñëè áàëêà

íå æåñòêàÿ, à ìîæåò ñãèáàòüñÿ èëè ïðîäîëüíî âèáðèðîâàòü, òî èìååò

ìåñòî âçàèìîäåéñòâèå.

2. Ðàññòðîéêà ïî ÷àñòîòå
Ðàññòðîéêà ÷àñòîò �f = f1 � f2 õàðàêòåðèçóåò, íàñêîëüêî ðàç-

ëè÷íû îñöèëëÿòîðû. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñèëå ñâÿçè, â ýêñïåðè-

ìåíòàõ ñ ÷àñàìè ðàññòðîéêà ìîæåò áûòü ëåãêî èçìåðåíà èëè èçìåíå-

íà. Äåéñòâèòåëüíî, ÷àñòîòó ÷àñîâ ìîæíî ïîäñòðîèòü, ìåíÿÿ äëèíó

ìàÿòíèêà.3 Èñïîëüçóÿ ýòî, ìû ìîæåì âûÿñíèòü, êàê ðåçóëüòàò âçà-

èìîäåéñòâèÿ (ò.å. âîçíèêíîâåíèå ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ) çàâèñèò îò

ðàññòðîéêè ÷àñòîò. Ïðåäñòàâèì ñåáå ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Ñíà-

÷àëà ïîìåñòèì ÷àñû â ðàçíûå êîìíàòû è èçìåðèì èõ ÷àñòîòû f1 è

f2. Ñäåëàâ ýòî, ïîìåñòèì ÷àñû íà îáùèé ïîäâåñ è èçìåðèì ÷àñòî-

òû F1 è F2 ñâÿçàííûõ ñèñòåì (÷àñîâ). Ìû ìîæåì âûïîëíèòü òàêèå

èçìåðåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ðàññòðîéêè è ïîëó÷èòü çàâè-

ñèìîñòü �F = F1 � F2 îò �f . Íàðèñîâàâ ýòó çàâèñèìîñòü, ìû ïîëó-

÷èì êðèâóþ, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 1.10. Îíà òèïè÷íà äëÿ âçàèìîäåé-

2 Â àíãëèéñêîì ýòîìó ñîîòâåòñòâóþò ñëîâà ¾entrainment¿ è ¾locking¿ (ñì.

òåðìèíîëîãè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ â ðàçäåëå 1.3.1).
3 Ìåõàíè÷åñêèå ÷àñû îáû÷íî èìåþò ìåõàíèçì, ïîçâîëÿþùèé ýòî äåëàòü.

Òàêàÿ ïîäñòðîéêà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû óñêîðèòü ÷àñû, åñëè îíè

îòñòàþò, èëè çàìåäëèòü èõ, åñëè îíè ñïåøàò.
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ñòâóþùèõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, íåçàâèñèìî îò èõ ïðèðîäû

(ìåõàíè÷åñêîé, õèìè÷åñêîé, ýëåêòðîííîé, è ò.ä.). Ïðîàíàëèçèðîâàâ

ýòó êðèâóþ, ìû âèäèì, ÷òî, åñëè ðàññîãëàñîâàííîñòü àâòîíîìíûõ

ñèñòåì íå î÷åíü âåëèêà, òî ÷àñòîòû äâóõ ÷àñîâ (äâóõ ñèñòåì) ñòàíî-

âÿòñÿ ðàâíûìè, èëè çàõâà÷åííûìè, ò.å. íàñòóïàåò ñèíõðîíèçàöèÿ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ÷àñòîòû f1;2 è F1;2 äîëæíû èçìåðÿòüñÿ äëÿ îäíîãî

è òîãî æå îáúåêòà, íî â ðàçíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óñëîâèÿõ: f1;2
õàðàêòåðèçóþò ñâîáîäíûå (íåñâÿçàííûå, èëè àâòîíîìíûå) îñöèëëÿ-

òîðû, â òî âðåìÿ êàê ÷àñòîòû F1;2 ïîëó÷åíû â ïðèñóòñòâèè ñâÿçè.

Â îáùåì ñëó÷àå ìû îæèäàåì, ÷òî øèðèíà îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ñèëû ñâÿçè.

Áîëåå äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ñèíõðîííûõ ñîñòîÿíèé ïîêàçûâà-

åò, ÷òî ñèíõðîíèçàöèÿ äâóõ ÷àñîâ ìîæåò âîçíèêíóòü â ðàçëè÷íûõ

ôîðìàõ. Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî äâà ìàÿòíèêà êà÷àþòñÿ ñõîäíûì

îáðàçîì: íàïðèìåð, îíè îáà äâèæóòñÿ íàëåâî, ïî÷òè îäíîâðåìåííî

äîñòèãàþò êðàéíåãî ëåâîãî ïîëîæåíèÿ è íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ íà-

ïðàâî, ïî÷òè îäíîâðåìåííî ïåðåñåêàþò âåðòèêàëü, è òàê äàëåå. Â

ýòîì ñëó÷àå ïîëîæåíèÿ ìàÿòíèêîâ èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè êàê ïî-

êàçàíî íà ðèñ. 1.11a. Òàêæå âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé îáà

ìàÿòíèêà âñåãäà äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ: êî-

ãäà ïåðâûé ìàÿòíèê äîñòèãàåò, ñêàæåì, êðàéíåãî ëåâîãî ïîëîæåíèÿ,

âòîðîé äîñòèãàåò êðàéíåãî ïðàâîãî; êîãäà îíè ïåðåñåêàþò âåðòèêàëü,

îíè äâèæóòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ (ðèñ. 1.11b). ×òîáû

îïèñàòü ýòè äâà ÿâíî ðàçëè÷íûõ ðåæèìà, ââåäåì êëþ÷åâîå ïîíÿòèå

òåîðèè ñèíõðîíèçàöèè, à èìåííî ïîíÿòèå ôàçû îñöèëëÿòîðà.

∆ F

ÓÉÎÈÒÏÎÉÚÁÃÉÉ
ÏÂÌÁÓÔØ

f∆

Ðèñ. 1.10. Ãðàôèê ¾ðàçíîñòü íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò � ðàññòðîéêà¿ äëÿ
íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ñèëû ñâÿçè. Ðàçíîñòü ÷àñòîò �F äâóõ ñâÿ-

çàííûõ îñöèëëÿòîðîâ èçîáðàæåíà êàê ôóíêöèÿ ðàññòðîéêè (ðàññîãëà-

ñîâàíèÿ ÷àñòîò) �f íåñâÿçàííûõ ñèñòåì. Â îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå

ðàññòðîåê ÷àñòîòû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ èäåíòè÷íû (�F = 0), ÷òî

óêàçûâàåò íà ñèíõðîíèçàöèþ.
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Ìû ïîíèìàåì ôàçó êàê âåëè÷èíó, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà äî-

ëå ïåðèîäà è âîçðàñòàåò íà 2� â òå÷åíèå îäíîãî öèêëà êîëåáàíèé
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×ÒÅÍÑ

1,21,2α α
(a) (b)

×ÒÅÍÑ

Ðèñ. 1.11. Âîçìîæíûå ñèíõðîííûå ðåæèìû äâóõ ïî÷òè èäåíòè÷íûõ

îñöèëëÿòîðîâ: îíè ìîãóò áûòü ñèíõðîíèçîâàíû ïî÷òè â ôàçå (a), ò.å. ñ

ðàçíîñòüþ ôàç �2 � �1 � 0, èëè â ïðîòèâîôàçå (b), êîãäà �2 � �1 � �.

0

4π

2π

×ÒÅÍÑ

ÐÒÏÃÅÓÓ

×ÒÅÍÑ

ÐÅÒÉÏÄ T

ÆÁÚÁ

Ðèñ. 1.12. Îïðåäåëåíèå ôàçû. Ôàçà ïåðèîäè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ ðàñòåò
ðàâíîìåðíî âî âðåìåíè è óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2� ñ êàæäûì ïåðèîäîì.
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(ðèñ. 1.12). Ôàçà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå ïåðèîäè÷åñêîãî

îñöèëëÿòîðà; êàê è âðåìÿ, îíà ïàðàìåòðèçóåò ñèãíàë âíóòðè îäíîãî

öèêëà. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ôàçà íå äàåò íîâîé èíôîðìàöèè î ñèñòåìå,

íî åå ïðåèìóùåñòâà ñòàíîâÿòñÿ î÷åâèäíûìè, åñëè ìû ðàññìîòðèì

ðàçíîñòü ôàç4 äâóõ ÷àñîâ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ðàçëè÷èòü äâà

ðàçíûõ ñèíõðîííûõ ðåæèìà.

Åñëè äâà ìàÿòíèêà äâèæóòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè è ïî÷òè îä-

íîâðåìåííî äîñòèãàþò, ñêàæåì, êðàéíåãî ïðàâîãî ïîëîæåíèÿ, òî èõ

ôàçû �1 è �2 áëèçêè è òàêîé ðåæèì íàçûâàåòñÿ ñèíôàçíîé ñèíõðî-

íèçàöèåé (ðèñ. 1.11a). Åñëè ìû âçãëÿíåì íà äâèæåíèå ìàÿòíèêîâ ñ

áîëüøåé òî÷íîñòüþ (âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ

äîâîëüíî ñëîæíîå îáîðóäîâàíèå), òî ìû ñìîæåì âûÿâèòü, ÷òî ýòè

äâèæåíèÿ íå â òî÷íîñòè îäíîâðåìåííû. ×àñû, êîòîðûå èçíà÷àëüíî

øëè ÷óòü áûñòðåå, îêàçûâàþòñÿ íåìíîãî âïåðåäè äðóãèõ, òàê ÷òî

îáû÷íî ãîâîðÿò îôàçîâîì ñäâèãå ìåæäó äâóìÿ êîëåáàíèÿìè. Ýòîò

ôàçîâûé ñäâèã ìîæåò áûòü î÷åíü ìàë, â ñëó÷àå äâóõ ÷àñîâ îí ìîæåò

áûòü íåâèäèì íåâîîðóæåííûì ãëàçîì, íî îí âñåãäà ïðèñóòñòâóåò,

åñëè äâå ñèñòåìû èçíà÷àëüíî èìåëè ðàçíûå ïåðèîäû êîëåáàíèé, èëè

æå ðàçíûå ÷àñòîòû.

Åñëè ìàÿòíèêè äâóõ ñèíõðîíèçîâàííûõ ÷àñîâ äâèæóòñÿ â ïðîòè-

âîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, òî ãîâîðÿò î ñèíõðîíèçàöèè â ïðîòè-

âîôàçå (ðèñ. 1.11b). Èìåííî òàêîå ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå íàáëþäàë

è îïèñàë Õðèñòèààí Ãþéãåíñ. Íåäàâíåå ïîâòîðåíèå ýòîãî ýêñïåðè-

ìåíòà, âûïîëíåííîå È. È. Áëåõìàíîì ñ ñîòðóäíèêàìè, à òàêæå òåî-

ðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âîçìîæíû êàê ñèí- òàê è

ïðîòèâîôàçíûå ñèíõðîííûå ðåæèìû [Áëåõìàí 1981], â çàâèñèìîñòè

îò òîãî, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ÷àñû (ñì. äåòàëè â ðàçäåëå 4.1.1).

Îïÿòü-òàêè, êîëåáàíèÿ äâóõ ìàÿòíèêîâ ñäâèíóòû íå òî÷íî íà ïî-

ëîâèíó ïåðèîäà � îíè íå â òî÷íîñòè â ïðîòèâîôàçå, à ñóùåñòâóåò

äîïîëíèòåëüíûé ìàëûé ôàçîâûé ñäâèã.

Âîçíèêíîâåíèå îïðåäåëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôàçàìè äâóõ

ñèíõðîíèçîâàííûõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ÷àñòî íàçûâàþò çà-

õâàò ôàç. Çäåñü ìû îïèñàëè åãî ïðîñòåéøóþ ôîðìó; â ñëåäóþùèõ

ãëàâàõ ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé.

Íàø ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò ñ ÷àñàìè äåìîíñòðèðóåò îñíîâíîé

4 Ôàçó ìîæíî ââåñòè äâóìÿ ðàçëè÷íûìè, õîòÿ è ñâÿçàííûìè ñïîñîáàìè.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ñáðàñûâàåòñÿ â íîëü â íà÷àëå êàæäîãî öèêëà,

è òåì ñàìûì ðàññìàòðèâàòü åå íà èíòåðâàëå îò 0 äî 2�; àëüòåðíàòèâíî,

ìîæíî âñå âðåìÿ ñóììèðîâàòü íàáåã ôàçû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ÷èòàòü, ÷òî

îíà ðàñòåò äî áåñêîíå÷íîñòè. Ýòè äâà îïðåäåëåíèÿ ïî÷òè ýêâèâàëåíòíû,

ïîñêîëüêó îáû÷íî âàæíà òîëüêî ðàçíîñòü ôàç.



Æ

��
��
��
��
��
k36 Ãëàâà 1. Ââåäåíèå

ïðèçíàê ñèíõðîíèçàöèè: áóäó÷è ñâÿçàííûìè, äâà îñöèëëÿòîðà ñ èç-

íà÷àëüíî ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè è íåçàâèñèìûìè ôàçàìè ïîäñòðà-

èâàþò ñâîè ðèòìû è íà÷èíàþò îñöèëëèðîâàòü íà îáùåé ÷àñòîòå; ýòî

òàêæå ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå îïðåäåëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôà-

çàìè äâóõ ñèñòåì. Ìû õîòèì ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòî òî÷íîå ðàâåíñòâî

÷àñòîò âûïîëíÿåòñÿ â íåêîòîðîì äèàïàçîíå èçíà÷àëüíîé ðàññòðîéêè

ïî ÷àñòîòå (à íå â îäíîé òî÷êå, êàê áûëî áû ïðè ñëó÷àéíîì ñîâïàäå-

íèè).

1.2.2 ×òî íå ÿâëÿåòñÿ ñèíõðîíèçàöèåé?

Òîëüêî ÷òî ñôîðìóëèðîâàííîå îïðåäåëåíèå ñèíõðîíèçàöèè ñîäåðæèò

íåñêîëüêî îãðàíè÷åíèé. Ïîä÷åðêíåì ýòè îãðàíè÷åíèÿ, ïðîèëëþñòðè-

ðîâàâ ïîíÿòèå ñèíõðîíèçàöèè íåñêîëüêèìè êîíòðïðèìåðàìè.

Íå áûâàåò ñèíõðîíèçàöèè áåç êîëåáàíèé â àâòîíîìíîé
ñèñòåìå

×òîáû ïîëó÷èòü íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà, ïîìåñòèì ðÿ-

äîì ýëåêòðîìàãíèò, ïèòàåìûé ïåðåìåííûì òîêîì ñ ÷àñòîòîé f . Ñîîò-

âåòñòâåííî, íà ìàÿòíèê äåéñòâóåò ïåðåìåííàÿ ìàãíèòíàÿ ñèëà. Ýòè

êîëåáàíèÿ çàìåòíû, òîëüêî åñëè ÷àñòîòà ìàãíèòíîé ñèëû f áëèçêà

ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå f0, èíà÷å æå îíè ïðåíåáðåæèìî ìàëû; ýòî

õîðîøî èçâåñòíîå ÿâëåíèå ðåçîíàíñà. Ïîñëå íåêîòîðîãî ïåðåõîäíîãî

ïðîöåññà ìàÿòíèê êîëåáëåòñÿ ñ ÷àñòîòîé ìàãíèòíîãî ïîëÿ f . Åñëè

áû ýòà ÷àñòîòà èçìåíèëàñü, òî è ÷àñòîòà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà òîæå

áû èçìåíèëàñü. Êàæåòñÿ, ÷òî ýòî è åñòü îïèñàííîå âûøå ÿâëåíèå

çàõâàòà, íî ýòî íå òàê! Ýòîò ñëó÷àé íå ìîæåò áûòü íàçâàí ñèí-

õðîíèçàöèåé, òàê êàê îäíà èç äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì �

N
S

Ðèñ. 1.13. Ðåçîíàíñ � ýòî íå ñèíõðîíèçàöèÿ! Ìàãíèòíûé ìàÿòíèê êî-

ëåáëåòñÿ â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ñ ÷àñòîòîé ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà. Ýòî

ïðèìåð âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû, íå èìåþùåé ñîáñòâåííîãî

ðèòìà: åñëè ìàÿòíèê çàêðûò ýêðàíîì îò ýëåêòðîìàãíèòà, òî êîëåáàíèÿ

çàòóõàþò.
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ìàÿòíèê � íå èìååò ñîáñòâåííîãî ðèòìà. Åñëè ìû íàðóøèì ñâÿçü

ìåæäó ñèñòåìàìè, íàïðèìåð, ïîìåñòèì ìåòàëëè÷åñêóþ ïëàñòèíó ìå-

æäó ýëåêòðîìàãíèòîì è ìàÿòíèêîì, òî ïîñëå íåêîòîðîãî ïåðåõîäíîãî

ïðîöåññà ìàÿòíèê îñòàíîâèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ

ãîâîðèòü î ïîäñòðîéêå ðèòìîâ.

Ïðåæäå âñåãî, ìû õîòèì ïîä÷åðêíóòü ðàçíèöó ìåæäó ñèíõðîíèçà-

öèåé è äðóãèì õîðîøî èçâåñòíûì ÿâëåíèåì â êîëåáàòåëüíûõ ñèñòå-

ìàõ � ðåçîíàíñîì. Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ñèñòåìó, êîòîðàÿ

íåìíîãî ïîõîæà íà ÷àñû, òàê êàê åå êîëåáàòåëüíûé ýëåìåíò � òîæå

ìàÿòíèê. Ïóñòü ýòîò ìàÿòíèê ñâîáîäíî âðàùàåòñÿ íà ãîðèçîíòàëü-

íîì âàëó è èìååò ìàãíèò íà ñâîáîäíîì êîíöå (ðèñ. 1.13). Ìàÿòíèê

� íå àâòîêîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà è íå ìîæåò îñöèëëèðîâàòü íåïðå-

ðûâíî: åñëè åãî òîëêíóòü, òî îí íà÷íåò êà÷àòüñÿ, íî ýòè ñâîáîäíûå

êîëåáàíèÿ çàòóõíóò èç-çà ñèë òðåíèÿ. ×àñòîòà f0 ñâîáîäíûõ êîëåáà-

íèé îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé ìàÿòíèêà è, ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ,

íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû.

Ñèíõðîííîå èçìåíåíèå äâóõ ïåðåìåííûõ � ýòî íå âñåãäà
ñèíõðîíèçàöèÿ

Íàøå ïîíèìàíèå ñèíõðîíèçàöèè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íàáëþäàåìûé

îáúåêò ìîæåò áûòü ðàçäåëåí íà íåñêîëüêî ïîäñèñòåì, êîòîðûå ìî-

ãóò, ïóñòü è íå â êîíêðåòíîì ýêñïåðèìåíòå, à, ïî-êðàéíåé ìåðå, â

ïðèíöèïå, ãåíåðèðîâàòü íåçàâèñèìûå ñèãíàëû. Òàêèì îáðàçîì ìû

èñêëþ÷àåì ñëó÷àè, êîãäà äâå êîëåáàòåëüíûå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ

ïðîñòî äâóìÿ ðàçíûìè êîîðäèíàòàìè îäíîé è òîé æå ñèñòåìû. Ðàñ-

ñìîòðèì, íàïðèìåð, ñêîðîñòü è ñìåùåíèå ìàÿòíèêà ÷àñîâ; î÷åâèäíî,

÷òî ýòè ïåðåìåííûå îñöèëëèðóþò ñ îáùåé ÷àñòîòîé è îïðåäåëåííûì

ñäâèãîì ôàç, íî âåäü è íå ìîæåò æå áûòü ñêîðîñòè áåç ñìåùåíèÿ,

è íàîáîðîò. Êîíå÷íî, â òàêîì òðèâèàëüíîì ïðèìåðå î÷åâèäíî, ÷òî

ñèíõðîíèçàöèÿ çäåñü íè ïðè ÷åì, íî â íåêîòîðûõ ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ

ìîæåò áûòü ñîâåðøåííî íåî÷åâèäíî, ê îäíîé èëè ê ðàçíûì ñèñòåìàì

îòíîñÿòñÿ íàáëþäàåìûå ñèãíàëû.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ïðèìåðîì èç äèíàìèêè ïîïóëÿöèé. Èçìåíå-

íèå ÷èñëåííîñòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ âèäîâ � ýòî øèðîêî èçâåñòíîå

â ýêîëîãèè ÿâëåíèå; õîðîøèì ïðèìåðîì ìîãóò áûòü êîëåáàíèÿ â

ñèñòåìå ¾çàéöû � ðûñè¿ (ðèñ. 1.14). ×èñëî æèâîòíûõ-õèùíèêîâ è

èõ æåðòâ èçìåíÿåòñÿ ñ îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì T � 10 ëåò, òàê

÷òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíè èçìåíÿþòñÿ ñèíõðîííî, ñ íåêîòîðûì

ñäâèãîì ôàç. Ýòîò ãðàôèê íàïîìèíàåò ðèñ. 1.11, íî òåì íå ìåíåå ìû

íå ìîæåì â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèòü î ñèíõðîíèçàöèè, òàê êàê ýêîëîãè-
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÷åñêàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà äâà îñöèëëÿòîðà. Åñëè

áû çàéöû è ðûñè áûëè áû èçîëèðîâàíû äðóã îò äðóãà, òî íå áûëî

áû íèêàêèõ êîëåáàíèé âîîáùå: õèùíèêè áû ïðîñòî âûìåðëè, à ÷èñëî

æåðòâ îãðàíè÷èâàëîñü áû êîëè÷åñòâîì äîñòóïíîé èì ïèùè è äðóãè-

ìè ôàêòîðàìè. Çàéöû è ðûñè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâà êîìïîíåíòà

îäíîé íåäåëèìîé ñèñòåìû. Òàê êàê ìû íå ìîæåì ðàññìàòðèâàòü èõ

êàê äâå ïîäñèñòåìû ñ ñîáñòâåííûìè ðèòìàìè, òî ìû è íå ìîæåì

ãîâîðèòü î ñèíõðîíèçàöèè. Íàïðîòèâ, î÷åíü èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü

âîçìîæíîñòü ñèíõðîíèçàöèè (è îíà, äåéñòâèòåëüíî, åñòü) äâóõ èëè

ìíîãèõ ïîïóëÿöèé çàéöû � ðûñè, çàñåëÿþùèõ ñîñåäíèå ðåãèîíû è

ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé, íàïðèìåð, çà ñ÷åò ëîêàëü-

íîé ìèãðàöèè æèâîòíûõ.

Ñëèøêîì ñèëüíàÿ ñâÿçü äåëàåò ñèñòåìó åäèíîé

Â çàêëþ÷åíèå, ìû îáúÿñíèì, ÷òî ìû ïîíèìàåì ïîä ñëàáîé ñâÿçüþ;

äëÿ ýòîãî îïÿòü èñïîëüçóåì íàø ¾âèðòóàëüíûé¿ ýêñïåðèìåíò. Îä-

íîâðåìåííî (ìîæíî òàêæå ñêàçàòü ¾ñèíõðîííî¿) ìû åùå ðàç ïðî-

èëëþñòðèðóåì ðàçíèöó ìåæäó òåðìèíàìè ¾ñèíõðîííîå äâèæåíèå¿ è

¾ñèíõðîíèçàöèÿ¿. Âîçüìåì îïÿòü äâîå ÷àñîâ è ìåõàíè÷åñêè ñîåäèíèì

èõ ìàÿòíèêè æåñòêîé ñâÿçüþ (ðèñ. 1.15). Î÷åâèäíî, ÷òî ÷àñû èëè

îñòàíîâÿòñÿ, èëè æå èõ ìàÿòíèêè áóäóò äâèãàòüñÿ ñèíõðîííî. Ìû

áû íå õîòåëè íàçûâàòü ýòîò òðèâèàëüíûé ýôôåêò ñèíõðîíèçàöèåé:

1850 1870 1890 1910 1930
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150
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Ðèñ. 1.14. Êëàññè÷åñêèé íàáîð äàííûõ (âçÿòûé èç [Odum 1953]) äëÿ

ñèñòåìû õèùíèê � æåðòâà: çàïèñè êàíàäñêîé ìåõîâîé êîìïàíèè Ãóä-

çîíîâà çàëèâà î ÷èñëå äîáûòûõ ðûñåé è çàéöåâ áîëåå ÷åì çà ñòîëåòèå.

Ïîíÿòèå ñèíõðîíèçàöèè â äàííîì ñëó÷àå íåïðèìåíèìî, ò.ê. ðûñè è

çàéöû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåäåëèìóþ ñèñòåìó.
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ñâÿçü íå ñëàáà, îíà íàêëàäûâàåò ñëèøêîì ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà

äâèæåíèå äâóõ ñèñòåì, è, ñëåäîâàòåëüíî, åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü

âñþ ñèñòåìó êàê íåäåëèìóþ.

Èòàê, âîçìîæíîñòü ðàçäåëåíèÿ îäíîé áîëüøîé ñèñòåìû íà

íåñêîëüêî îñöèëëèðóþùèõ ïîäñèñòåì ìîæåò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà.

Îáû÷íî äîâîëüíî ñëîæíî, åñëè âîîáùå âîçìîæíî, ñòðîãî îïðåäåëèòü,

êàêóþ ñâÿçü ìîæíî ñ÷èòàòü ñëàáîé, ãäå ëåæèò ãðàíèöà ìåæäó ñëà-

áûì è ñèëüíûì è, ñîîòâåòñòâåííî, äîëæíû ëè ìû ðàññìàòðèâàòü

ïðîáëåìó ñèíõðîíèçàöèè èëè æå èçó÷àòü íîâóþ, åäèíóþ, ñèñòåìó.

Â äîâîëüíî ðàñïëûâ÷àòîé ôîðìóëèðîâêå ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî

ââåäåíèå ñâÿçè íå äîëæíî êà÷åñòâåííî èçìåíÿòü ïîâåäåíèå êàæäîé

èç âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì è íå äîëæíî ëèøàòü ñèñòåìó åå èí-

äèâèäóàëüíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè îäíà ñèñòåìà ïåðåñòàåò îñöèëëè-

ðîâàòü, òî ýòî íå äîëæíî ìåøàòü âòîðîé ñèñòåìå ïîääåðæèâàòü åå

ñîáñòâåííûé ðèòì.

Ïîäâîäÿ èòîãè, ñêàæåì, ÷òî, åñëè â êàêîì-ëèáî ýêñïåðèìåíòå ìû

íàáëþäàåì äâå ïåðåìåííûå, êîòîðûå êàæóòñÿ èçìåíÿþùèìèñÿ ñèí-

õðîííî, òî ýòî íå îáÿçàòåëüíî îçíà÷àåò, ÷òî ìû íàáëþäàåì ñèíõðî-

íèçàöèþ. ×òîáû íàçâàòü ÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèåé, ìû äîëæíû áûòü

óâåðåíû â òîì, ÷òî:

ìû àíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå äâóõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, ò.å.

ñèñòåì, ñïîñîáíûõ ãåíåðèðîâàòü ñîáñòâåííûå ðèòìû;

ñèñòåìû ïîäñòðàèâàþò ñâîè ðèòìû çà ñ÷åò ñëàáîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ;

ïîäñòðîéêà ðèòìîâ ïðîèñõîäèò â íåêîòîðîì äèàïàçîíå ðàññòðî-

åê ìåæäó ñèñòåìàìè; â ÷àñòíîñòè, åñëè ÷àñòîòà îäíîãî èç îñ-

Ðèñ. 1.15. Ïðèìåð òîãî, ÷òî íå ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ñëàáàÿ

ñâÿçü.
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öèëëÿòîðîâ ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ, òî âòîðàÿ ñèñòåìà ñëåäóåò çà

ýòèì èçìåíåíèåì.

Ñîîòâåòñòâåííî, îäíîãî íàáëþäåíèÿ íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñäåëàòü

âûâîä î íàëè÷èè ñèíõðîíèçàöèè. Ñèíõðîíèçàöèÿ � ýòî ñëîæíûé

äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ, à íå ñîñòîÿíèå.

1.3 Ñèíõðîíèçàöèÿ: îáçîð ðàçëè÷íûõ
ñëó÷àåâ

Ìû óæå óïîìÿíóëè ìíîãî ïðèìåðîâ êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ ðàç-

ëè÷íûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, îò ïðîñòûõ ìåõàíè÷åñêèõ èëè ýëåê-

òðè÷åñêèõ óñòðîéñòâ äî æèâûõ îðãàíèçìîâ. Òåïåðü ìû õîòèì ïåðå-

÷èñëèòü ðàçëè÷íûå ôîðìû ñèíõðîíèçàöèè. Ïðè ýòîì ìû íå áóäåì

îáðàùàòü âíèìàíèå íè íà ïðèðîäó êîëåáàíèé (ò.å. ãåíåðèðóþòñÿ ëè

îíè ýëåêòðîííûì óñòðîéñòâîì èëè æèâîé êëåòêîé), íè íà ïðèðîäó

ñâÿçè (ò.å. îñóùåñòâëÿåòñÿ ëè îíà çà ñ÷åò ìåõàíè÷åñêîãî ñîåäèíå-

íèÿ èëè äèôôóçèè ðåàãåíòîâ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè), à îñòàíîâèìñÿ

íà îáùèõ ñâîéñòâàõ: ÿâëÿþòñÿ ëè êîëåáàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèìè èëè

íåðåãóëÿðíûìè; ÿâëÿåòñÿ ëè ñâÿçü âçàèìíîé èëè îäíîíàïðàâëåííîé

è ò.ä. Ýòî íå áóäåò ïîëíîé è ñòðîãîé êëàññèôèêàöèåé, à ïðîñòî êðàò-

êèì îáñóæäåíèåì îñíîâíûõ ïðîáëåì òåîðèè ñèíõðîíèçàöèè, êîòîðûå

ðàññìàòðèâàþòñÿ â äàííîé êíèãå.

Îñíîâíîé ïðèìåð ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà � äâîå âçàèìîäåéñòâóþ-

ùèõ ÷àñîâ � èëëþñòðèðóåò âàæíûé ñëó÷àé, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ âçà-

èìíîé ñèíõðîíèçàöèåé (ñì. òàêæå ãëàâû 4 è 8). Äåéñòâèòåëüíî,

ýòè äâà îáúåêòà â ðàâíîé ñòåïåíè âîçäåéñòâóþò äðóã íà äðóãà è

âçàèìíî ïîäñòðàèâàþò ñâîè ðèòìû. Ìîæåò, îäíàêî, ñëó÷èòüñÿ, ÷òî

îñöèëëÿòîð ïîäâåðæåí âîçäåéñòâèþ, êîòîðîå ñîâåðøåííî íå çàâèñèò

îò êîëåáàíèé ýòîãî îñöèëëÿòîðà. Ìû íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ òàêîãî

ñëó÷àÿ, à çàòåì ïåðåéäåì ê áîëåå ñëîæíûì çàäà÷àì.

Ñèíõðîíèçàöèÿ âíåøíåé ñèëîé (ãëàâû 3 è 7)

Ñèíõðîíèçàöèÿ áûëà îòêðûòà Ãþéãåíñîì êàê ïîáî÷íûé ðåçóëüòàò

åãî óñèëèé ïî ñîçäàíèþ âûñîêîòî÷íûõ ÷àñîâ. Â íàøè äíè ýòîò ýô-

ôåêò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òî÷íîãî è íåäîðîãîãî èçìåðåíèÿ âðåìåíè ñ

ïîìîùüþ ðàäèîóïðàâëÿåìûõ ÷àñîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåäàâàåìûé ïî

ðàäèî ñëàáûé ñèãíàë îò öåíòðàëüíûõ âûñîêîòî÷íûõ ÷àñîâ åæåìè-

íóòíî ïîäñòðàèâàåò ðèòì äðóãèõ ÷àñîâ, òåì ñàìûì çàõâàòûâàÿ èõ
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è äåëàÿ èçëèøíèì óëó÷øåíèå èõ êà÷åñòâà. Ïîä÷åðêíåì ñóùåñòâåí-

íóþ ðàçíèöó ìåæäó ðàäèîóïðàâëÿåìûìè ÷àñàìè è ¾âîêçàëüíûìè

÷àñàìè¿. Ïåðâûå ÿâëÿþòñÿ àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìîé è ïîýòîìó

ñïîñîáíû ïîêàçûâàòü âðåìÿ (ïóñòü è íå î÷åíü òî÷íî) äàæå â îò-

ñóòñòâèå ñèíõðîíèçèðóþùèõ ðàäèîñèãíàëîâ. Âîêçàëüíûå æå ÷àñû,

íàîáîðîò, � ýòî îáû÷íàÿ ïàññèâíàÿ ñèñòåìà, óïðàâëÿåìàÿ ýëåêòðè-

÷åñêèì ñèãíàëîì; îíè íå áóäóò ôóíêöèîíèðîâàòü, åñëè ñèãíàë èñ-

÷åçíåò. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, âîêçàëüíûå ÷àñû åñòü íå ÷òî èíîå êàê

îäíè (öåíòðàëüíûå) ÷àñû ñî ìíîãèìè óäàëåííûìè öèôåðáëàòàìè;

ñëåäîâàòåëüíî, ïîíÿòèå ñèíõðîíèçàöèè çäåñü íåïðèìåíèìî.

Ïîõîæàÿ ñõåìà ñèíõðîíèçàöèè áûëà ¾ðåàëèçîâàíà¿ ïðèðîäîé äëÿ

ïîäñòðîéêè áèîëîãè÷åñêèõ ÷àñîâ, êîòîðûå ðåãóëèðóþò ñóòî÷íûå

(öèðêàäíûå) è ñåçîííûå ðèòìû æèâûõ ñèñòåì, îò áàêòåðèè äî ÷å-

ëîâåêà. Äëÿ áîëüøèíñòâà ëþäåé âíóòðåííèé ïåðèîä ýòèõ ÷àñîâ îò-

ëè÷àåòñÿ îò 24 ÷àñîâ, íî îí çàõâàòûâàåòñÿ ñèãíàëàìè îêðóæàþùåé

ñðåäû, íàïðèìåð, îñâåùåííîñòüþ, èìåþùåé ïåðèîä âðàùåíèÿ Çåìëè.

Î÷åâèäíî, ÷òî âîçäåéñòâèå â ýòîì ñëó÷àå � îäíîñòîðîííåå: ÷åëîâå÷å-

ñòâî íå âëèÿåò íà âðàùåíèå ïëàíåò (ïîêà); òàêèì îáðàçîì, ýòî åùå

îäèí ïðèìåð ñèíõðîíèçàöèè âíåøíåé ñèëîé. Â îáû÷íûõ óñëîâèÿõ

ýòà ñèëà äîñòàòî÷íà ñèëüíà, ÷òîáû îáåñïå÷èòü èäåàëüíûé çàõâàò;

äëÿ òîãî, ÷òîáû äåñèíõðîíèçîâàòü áèîëîãè÷åñêèå ÷àñû, íàäî îòïðà-

âèòüñÿ ëèáî â ïîëÿðíûå îáëàñòè, ëèáî â ïåùåðó. Èíòåðåñíî, ÷òî õîòÿ

îáû÷íî ïåðèîä àêòèâíîñòè ÷åëîâåêà â òî÷íîñòè çàõâà÷åí âðàùåíèåì

Çåìëè, ôàçîâûé ñäâèã ìåæäó âíóòðåííèìè ÷àñàìè è âíåøíåé ñèëîé

èçìåíÿåòñÿ îò èíäèâèäà ê èíäèâèäó: íåêîòîðûå ëþäè îòíîñÿò ñåáÿ ê

¾æàâîðîíêàì¿, â òî âðåìÿ êàê äðóãèå íàçûâàþò ñåáÿ ¾ñîâàìè¿. Âîç-

ìóùåíèå ïðèâû÷íîãî ôàçîâîãî ñäâèãà ñèëüíî íàðóøàåò íîðìàëüíóþ

àêòèâíîñòü. Êàæäûé äåíü ìíîãèå ëþäè îñóùåñòâëÿþò ïîäîáíûé ýêñ-

ïåðèìåíò, áûñòðî ìåíÿÿ äîëãîòó ìåñòà (íàïðèìåð, ïåðåñåêàÿ Àòëàí-

òèêó) è èñïûòûâàÿ ñáîé ñóòî÷íîãî ðèòìà. Èì ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ

äî íåñêîëüêèõ äíåé äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ íóæíîãî ôàçîâîãî ñîîòíî-

øåíèÿ ñ âíåøíåé ñèëîé; íà ÿçûêå íåëèíåéíîé äèíàìèêè ãîâîðÿò î

ðàçëè÷íîé äëèíå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ê óñòîé÷èâîìó ñèíõðîííîìó

ñîñòîÿíèþ.

Àíñàìáëè îñöèëëÿòîðîâ è êîëåáàòåëüíûå ñðåäû (ãëàâû 4,
11 è 12)

Âî ìíîãèõ åñòåñòâåííûõ ñèòóàöèÿõ âçàèìîäåéñòâóþò áîëåå äâóõ îáú-

åêòîâ. Åñëè äâà îñöèëëÿòîðà ñïîñîáíû ê ïîäñòðîéêå ðèòìîâ, òî ìîæ-

íî îæèäàòü òàêîé ñïîñîáíîñòè è îò áîëüøîãî ÷èñëà ñèñòåì. Îäèí
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ïðèìåð áûë óæå óïîìÿíóò â ðàçäåëå 1.1: áîëüøàÿ ïîïóëÿöèÿ ñâå-

òëÿ÷êîâ ìîæåò èçëó÷àòü âñïûøêè ñâåòà ñèíõðîííî; òàêóþ ñèñòåìó

ìû íàçûâàåì àíñàìáëåì âçàèìíî ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ. Î÷åíü

ïîõîæåå ÿâëåíèå, ñàìîîðãàíèçàöèÿ àïëîäèðóþùåé ïóáëèêè, íàáëþ-

äàëîñü, âåðîÿòíî, êàæäûì èç ÷èòàòåëåé ýòîé êíèãè, íàïðèìåð, â

òåàòðå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè àóäèòîðèÿ äîñòàòî÷íî âåëèêà, òî ÷àñòî

ìîæíî óñëûøàòü äîâîëüíî áûñòðûé (íåñêîëüêî ïåðèîäîâ êîëåáàíèé)

ïåðåõîä îò øóìîâûõ ê ðèòìè÷åñêèì, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì, àïëîäèñ-

ìåíòàìè. Ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà áîëüøèíñòâî ïóáëèêè àïëîäèðóåò â

óíèñîí, ò.å. ñèíõðîííî.

Ñâåòëÿ÷îê ¾îáùàåòñÿ¿ ïîñðåäñòâîì ñâåòîâûõ èìïóëüñîâ ñî âñåìè

îñòàëüíûìè íàñåêîìûìè â ïîïóëÿöèè, à ÷åëîâåê â òåàòðå ñëûøèò

âñåõ îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ àóäèòîðèè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü

î ãëîáàëüíîé (êàæäûé ñ êàæäûì) ñâÿçè. Áûâàþò è äðóãèå ñèòóà-

öèè, êîãäà îñöèëëÿòîðû óïîðÿäî÷åíû â öåïî÷êè èëè ðåøåòêè, ãäå

êàæäûé ýëåìåíò âçàèìîäåéñòâóåò ñ íåñêîëüêèìè ñîñåäÿìè. Òàêèå

ñòðóêòóðû òèïè÷íû äëÿ ñîçäàííûõ ÷åëîâåêîì ñèñòåì, íàïðèìåð,

äëÿ ðåøåòîê ëàçåðîâ èëè öåïî÷åê êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà, íî ìîãóò

òàêæå âñòðå÷àòüñÿ è â ïðèðîäå. Òàê, ãëàäêàÿ ìóñêóëàòóðà êèøå÷-

íèêà ìëåêîïèòàþùèõ ìîæåò áûòü ñ ýëåêòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

ðàññìîòðåíà êàê öåïî÷êà ñëàáî ñâÿçàííûõ ïåéñìåêåðîâ, èìåþùèõ

ñâîè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû. Èõ àêòèâíîñòü ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ

ìóñêóëàòóðû. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîñåäíèå èñòî÷íèêè

àêòèâíîñòè ÷àñòî ïîäñòðàèâàþò ñâîè ÷àñòîòû è ôîðìèðóþò ñèíõðîí-

íûå êëàñòåðû.

Äîñòàòî÷íî ÷àñòî ìû íå ìîæåì âûäåëèòü îòäåëüíûé êîëåáàòåëü-

íûé ýëåìåíò âíóòðè åñòåñòâåííîãî îáúåêòà. Âìåñòî ýòîãî ìû äîëæíû

ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó êàê íåïðåðûâíóþ êîëåáàòåëüíóþ ñðåäó, êàê â

ñëó÷àå õèìè÷åñêîé ðåàêöèè Áåëîóñîâà � Æàáîòèíñêîãî. Îíà ìîæåò

ïðîòåêàòü, íàïðèìåð, â òîíêîé ìåìáðàíå, çàæàòîé, êàê ñëîé áóòåð-

áðîäà, ìåæäó äâóìÿ ðåçåðâóàðàìè ðåàãåíòîâ. Êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ

èçìåíÿþòñÿ ëîêàëüíî, à êîëëåêòèâíûå êîëåáàíèÿ, èìåþùèå îáùóþ

÷àñòîòó, ìîãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ñèíõðîíèçàöèÿ â ñðåäå.

Ôàçîâàÿ è ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ
îñöèëëÿòîðîâ (ãëàâû 5, 10 è ÷àñòü III)

Â íàøè äíè øèðîêî èçâåñòíî, ÷òî àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû, íà-

ïðèìåð, íåëèíåéíûå ýëåêòðîííûå öåïè, ìîãóò ãåíåðèðîâàòü äîâîëü-

íî ñëîæíûå, õàîòè÷åñêèå ñèãíàëû. Ìíîãèå åñòåñòâåííûå ñèñòåìû

òàêæå äåìîíñòðèðóþò ñëîæíîå ïîâåäåíèå. Íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ
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ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè íàëè÷èè ñâÿçè òàêèå ñèñòåìû òàêæå ìîãóò ñèí-

õðîíèçîâàòüñÿ. Êîíå÷íî æå, â ýòîì ñëó÷àå íàì íåîáõîäèìî óòî÷íèòü

ïîíÿòèå ñèíõðîíèçàöèè, ïîòîìó ÷òî ñîâåðøåííî íå î÷åâèäíî, êàê

õàðàêòåðèçîâàòü ðèòì õàîòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Çäåñü íàì ïîìî-

æåò òî, ÷òî èíîãäà õàîòè÷åñêèå ñèãíàëû îòíîñèòåëüíî ïðîñòû, êàê,

íàïðèìåð, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1.16. Òàêîé ñèãíàë � ¾ïî÷òè ïåðèî-

äè÷åñêèé¿; ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îí ñîñòîèò èç ïîõîæèõ öèêëîâ ñ

èçìåíÿþùåéñÿ àìïëèòóäîé è ïåðèîäîì (êîòîðûé ìîæåò áûòü ãðóáî

îïðåäåëåí êàê èíòåðâàë ìåæäó ñîñåäíèìè ìàêñèìóìàìè). Âûáðàâ

áîëüøîé èíòåðâàë âðåìåíè � , ìû ìîæåì ñîñ÷èòàòü ÷èñëî öèêëîâ â

ýòîì èíòåðâàëå N
�
, âû÷èñëèòü ñðåäíþþ ÷àñòîòó

hfi =
N
�

�

è âçÿòü åå â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè õàîòè÷åñêîãî êîëåáàòåëüíîãî

ïðîöåññà.

Ñ ïîìîùüþ ñðåäíèõ ÷àñòîò ìû ìîæåì îïèñàòü êîëëåêòèâíîå ïî-

âåäåíèå âçàèìîäåéñòâóþùèõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì òî÷íî òàê æå, êàê è

ïåðèîäè÷åñêèõ. Åñëè ñâÿçü äîñòàòî÷íî âåëèêà (íàïðèìåð, äëÿ ðåçè-
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Ðèñ. 1.16. Ïðèìåð õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ïîëó÷åííûõ ìîäåëèðîâàíè-
åì ñèñòåìû Ð¼ññëåðà (îíà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ìîäåëè

îáîáùåííîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè) [R�ossler 1976]. (Ñèñòåìà Ð¼ññëåðà,

òàê æå êàê è äðóãèå äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè, îáñóæäàåìûå â äàííîé

êíèãå (íàïðèìåð, ìîäåëè Ëîðåíöà è Âàí-äåð-Ïîëÿ), îáû÷íî çàïèñû-

âàåòñÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå. Ïîýòîìó íà ðèñ. 1.15, 1.16 è ìíîãèõ äðó-

ãèõ ðèñóíêàõ â êíèãå êàê âðåìÿ, òàê è çàâèñÿùàÿ îò íåãî ïåðåìåí-

íàÿ áåçðàçìåðíû.) Èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ñîñåäíèìè ìàêñèìóìàìè

íåðåãóëÿðíî ìåíÿåòñÿ îò öèêëà ê öèêëó, Ti 6= Ti+1 6= Ti+2, òàêæå êàê

è âûñîòà ìàêñèìóìîâ (àìïëèòóäà). Õîòÿ âàðèàáåëüíîñòü Ti â äàííîì

êîíêðåòíîì ñëó÷àå åäâà âèäíà, â îáùåì ñëó÷àå îíà ìîæåò áûòü äîâîëü-

íî áîëüøîé; ïîýòîìó ìû õàðàêòåðèçóåì ðèòì óñðåäíåííîé âåëè÷èíîé

� ñðåäíåé ÷àñòîòîé.
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ñòèâíî ñâÿçàííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîïðîòèâëå-

íèå äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî ìàëî), ñðåäíèå ÷àñòîòû äâóõ îñöèëëÿ-

òîðîâ ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü, êàê

íà ðèñ. 1.10. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñîâïàäåíèå ñðåäíèõ ÷àñòîò íå îçíà-

÷àåò, ÷òî ñèãíàëû òàêæå ñîâïàäàþò. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëàáàÿ ñâÿçü

íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà õàîòè÷åñêóþ ïðèðîäó îáîèõ îñöèëëÿòîðîâ;

èõ àìïëèòóäû îñòàþòñÿ íåðåãóëÿðíûìè è íåêîððåëèðîâàííûìè, â òî

âðåìÿ êàê ÷àñòîòû ïîäñòðàèâàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìû ìîæåì

ãîâîðèòü î ôàçîâîì ñäâèãå ìåæäó ñèãíàëàìè (ñì. ðèñ. 1.17c è ñð. åãî

0 50 100
×ÒÅÍÑ

−20

0

20

x 1,x
2

−20 0 20
x1

−20

0

20

x 2

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Ðèñ. 1.17. Íà (a) ïîêàçàíû äâà õàîòè÷åñêèõ ñèãíàëà x1, x2, ãåíåðè-

ðóåìûõ íåñâÿçàííûìè íåèäåíòè÷íûìè ñèñòåìàìè. Íà èçîáðàæåííîì

èíòåðâàëå âðåìåíè îíè èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, 21 è 22 ìàêñèìóìà.

Ââåäåíèå ñâÿçè ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè ïîäñòðàèâàåò èõ ÷àñòîòû, õîòÿ

àìïëèòóäû îñòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè (c). Çàâèñèìîñòü x1 îò x2 (d) äå-

ìîíñòðèðóåò òåïåðü êîëüöåâóþ ñòðóêòóðó, òèïè÷íóþ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ

ñèãíàëîâ ñ îäèíàêîâûìè ÷àñòîòàìè è ïîñòîÿííûì ôàçîâûì ñäâèãîì

(ñð. ñ (b), ãäå íèêàêîé ñòðóêòóðû íå âèäíî). Ñèëüíàÿ ñâÿçü äåëàåò

ñèãíàëû ïî÷òè èäåíòè÷íûìè ((e) è (f)).
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ñ ðèñ. 1.11a). Òàêîé ðåæèì íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèåé

õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì.

Î÷åíü ñèëüíàÿ ñâÿçü ñòðåìèòñÿ ñäåëàòü ñîñòîÿíèÿ îáîèõ îñöèëëÿ-

òîðîâ èäåíòè÷íûìè. Îíà âëèÿåò íå òîëüêî íà ñðåäíèå ÷àñòîòû, íî

òàêæå è íà õàîòè÷åñêèå àìïëèòóäû. Â ðåçóëüòàòå, ñèãíàëû ñîâïàäà-

þò (èëè ïî÷òè ñîâïàäàþò) è íàñòóïàåò ðåæèì ïîëíîé ñèíõðîíè-

çàöèè (ðèñ. 1.17e,f).

ßâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè ìîæåò òàêæå íàáëþäàòüñÿ â áîëüøèõ àí-

ñàìáëÿõ âçàèìíî ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì è â ñôîðìèðîâàí-

íûõ èìè ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóðàõ. Ýòè ýôôåêòû òàêæå îáñó-

æäàþòñÿ â êíèãå.

×òî åùå åñòü â êíèãå

Ðåëàêñàöèîííûå îñöèëëÿòîðû (ðàçäåëû 2.4.2, 3.3 è 8.3)
Äîñòàòî÷íî ÷àñòî ôîðìà êîëåáàíèé âåñüìà äàëåêà îò ñèíóñîèäàëü-

íîé. Ìíîãèå îñöèëëÿòîðû äåìîíñòðèðóþò ÷åðåäîâàíèå ýïîõ ¾ìîë-

÷àíèÿ¿ è áûñòðîé àêòèâíîñòè; ïðèìåðàìè ìîãóò áûòü ñîêðàùåíèÿ

ñåðäöà è ãåíåðàöèÿ ïîòåíöèàëîâ äåéñòâèÿ íåéðîíàìè (ñïàéêèíã �

îò àíãëèéñêîãî spiking). Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ðåëàêñàöèîí-

íûìè îñöèëëÿòîðàìè, è ïîïóëÿðíîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ îñöèë-

ëÿòîð ¾íàêîïëåíèå � ñáðîñ¿ (ïî-àíãëèéñêè integrate-and-fire).

Ïîíèìàíèå ñèíõðîíèçàöèè òàêèõ ñèñòåì âàæíî, íàïðèìåð, â êîíòåê-

ñòå èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ àíñàìáëåé íåéðîíîâ èëè â êàðäèîëîãèè

(âçàèìîäåéñòâèå ïåðâè÷íîãî è âòîðè÷íîãî ïåéñìåêåðîâ ñåðäöà).

Ðîòàòîðû (ðàçäåëû 4.1.8 è 7.4)
Ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû ñ âðàùàþùèìèñÿ ýëåìåíòàìè ïðåäñòàâëÿþò

îñîáûé êëàññ îáúåêòîâ, ñïîñîáíûõ ê ñèíõðîíèçàöèè. Ýëåêòðè÷åñêèì

àíàëîãîì ðîòàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ñâåðõïðîâîäÿùèå êîíòàêòû Äæîçåô-

ñîíà. Ñèíõðîíèçàöèÿ òàêèõ ñèñòåì èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èíæåíåð-

íûõ ïðèëîæåíèÿõ.

Øóì (ðàçäåë 3.4, ãëàâà 9)
Ïåðèîäè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû � ýòî èäåàëèçèðîâàííûå ìîäåëè åñòå-

ñòâåííûõ ñèñòåì. Ðåàëüíûå ñèñòåìû íå ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ èäåàëüíî

èçîëèðîâàííûìè îò îêðóæàþùåé ñðåäû è, ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà

ïîäâåðæåíû íåðåãóëÿðíûì âîçìóùåíèÿì. Êðîìå òîãî, âíóòðåííèå

ïàðàìåòðû îñöèëëèðóþùèõ îáúåêòîâ ñëåãêà èçìåíÿþòñÿ, íàïðèìåð

èç-çà òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé. Ïîýòîìó, ÷òîáû îñòàâàòüñÿ áëèçêèìè ê

ðåàëüíîñòè, ìû äîëæíû èçó÷àòü ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè â ïðèñóò-

ñòâèè øóìà.
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Âûÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè ïî äàííûì (ãëàâà 6)

Îòäåëüíî ñòîÿùåé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëå-

äîâàíèå îñöèëëÿòîðîâ, êîòîðûå, âîçìîæíî, ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé.

Âåñüìà ÷àñòî, îñîáåííî â áèîëîãè÷åñêèõ è ãåîôèçè÷åñêèõ ïðèëîæå-

íèÿõ, èçìåðÿåìûå ñèãíàëû èìåþò ãîðàçäî áîëåå ñëîæíóþ ôîðìó,

÷åì ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ìàÿòíèêà ÷àñîâ, è ïðîñòî íàáëþäå-

íèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íî: ÷òîáû âûÿâèòü ñèíõðîíèçàöèþ,

òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû àíàëèçà äàííûõ. Áîëåå òîãî, ÷àñòî

ìû íå èìååì äîñòóïà ê ïàðàìåòðàì ñèñòåì è ñâÿçè, à ìîæåì òîëü-

êî íàáëþäàòü êîëåáàíèÿ. Íàïðèìåð, ÷åëîâå÷åñêèé îðãàíèçì ñîäåð-

æèò íåñêîëüêî îñöèëëÿòîðîâ, òàêèõ êàê ðèòìè÷åñêè ñîêðàùàþùååñÿ

ñåðäöå è ñèñòåìà äûõàíèÿ. Â îòëè÷èå îò îïèñàííîãî ìûñëåííîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà ñ ÷àñàìè, ïîäñòðàèâàòü ýòè ñèñòåìû èëè ñâÿçü ìåæäó íè-

ìè íåâîçìîæíî (èëè, ïî-êðàéíåé ìåðå, î÷åíü ñëîæíî). Åäèíñòâåííûé

ñïîñîá îáíàðóæèòü âçàèìîäåéñòâèå � ýòî àíàëèçèðîâàòü êîëåáàíèÿ,

çàðåãèñòðèðîâàííûå â åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ.

1.3.1 Òåðìèíîëîãè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì îïðåäåëèòü ñëîâàðü òåîðèè ñèíõðîíèçàöèè.

Äåéñòâèòåëüíî, òîëêîâàíèå òàêèõ îñíîâíûõ òåðìèíîâ êàê ñèíõðîíè-

çàöèÿ è çàõâàò ðàçëè÷àåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ñïåöèàëèçàöèè, èíäè-

âèäóàëüíûõ òî÷åê çðåíèÿ è âêóñà èññëåäîâàòåëÿ. ×òîáû èçáåæàòü

íåîäíîçíà÷íîñòè, ìû îáãîâîðèì çäåñü êàê ìû ïîíèìàåì ýòè òåðìè-

íû.

Ìû ïîä÷åðêèâàåì, ÷òî ìû íå ïðåäëàãàåì êàêîãî-ëèáî îáùåãî îïðå-

äåëåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè, êîòîðîå âêëþ÷àëî áû âñå ýôôåêòû âî âçàè-

ìîäåéñòâóþùèõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåìàõ. Ìû ïîíèìàåì ñèíõðîíèçà-

öèþ êàê ïîäñòðîéêó ðèòìîâ çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ, è ìû óòî÷íÿåì

ýòî ïîíÿòèå â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè

çàøóìëåííûõ èëè õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Â îáùåì ñëó÷àå ìû íå

îãðàíè÷èâàåì ÿâëåíèå ïîëíûì ñîâïàäåíèåì ñèãíàëîâ, êàê ýòî èíîãäà

äåëàåòñÿ.

Ìû íå ïðåäïîëàãàåì ðàçëè÷íîãî çíà÷åíèÿ àíãëèéñêèõ òåðìèíîâ

locking è entrainment; â êà÷åñòâå ðóññêîãî ýêâèâàëåíòà ìû èñïîëü-

çóåì ñëîâî çàõâàò. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû ïîíèìàåì çàõâàò ôàç íå

êàê ðàâåíñòâî ôàç, à â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå, äîïóñêàÿ òàêæå ïî-

ñòîÿííûé ôàçîâûé ñäâèã è (ìàëûå) ôëóêòóàöèè ðàçíîñòè ôàç. Òàê,

ìû ãîâîðèì, ÷òî ôàçû �1 è �2 çàõâà÷åíû â îòíîøåíèè n : m, åñëè

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî jn�1 �m�2j < constant.
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Ïðè ðàññìîòðåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ìû ðàç-

ëè÷àåì íåñêîëüêî ñòàäèé ñèíõðîíèçàöèè. Â ýòîì êîíòåêñòå òåðìèí

ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ (phase synchronization) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáî-

çíà÷åíèÿ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðè êîòîðîì óñòàíàâëèâàåòñÿ òîëüêî ñî-

îòíîøåíèå ìåæäó ôàçàìè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì, â òî âðåìÿ

êàê àìïëèòóäû îñòàþòñÿ õàîòè÷åñêèìè è ìîãóò áûòü ïðàêòè÷åñêè

íåêîððåëèðîâàííûìè. Ýòî ñîñòîÿíèå, êàê è â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ

êîëåáàíèé, ìîæåò áûòü îïèñàíî â òåðìèíàõ çàõâàòà ôàç è ÷àñòîò, è

ñëîâà ¾ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ¿ èñïîëüçóþòñÿ ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû

îòëè÷èòü ýòîò ðåæèì îò ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè, êîãäà õàîòè÷åñêèå

ïðîöåññû ñòàíîâÿòñÿ èäåíòè÷íûìè. Ïîñëåäíåå ñîñòîÿíèå íàçûâàþò

òàêæå èäåíòè÷íîé (complete, full, identical) ñèíõðîíèçàöèåé.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ¾îñöèëëÿòîð¿, åñëè íå ñêàçàíî ÿâíî èíà÷å, îçíà-

÷àåò àâòîêîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó. (Â àíãëèéñêîì èñïîëüçóþòñÿ ïðè-

ëàãàòåëüíûå self-sustained, self-oscillatory èëè autonomous). Ïðåäåëü-

íûì öèêëîì ìû, â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíûì îáúåêòîì íàøåãî èíòå-

ðåñà, íàçûâàåì òîëüêî àòòðàêòîð àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, íî íå

ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêè äåéñòâóþùåé ñèëîé.

1.4 Îñíîâíàÿ áèáëèîãðàôèÿ

Çäåñü ìû ïðèâîäèì ññûëêè ëèøü íà íåêîòîðûå êíèãè è îáçîðû. Ýòîò

ñïèñîê, êîíå÷íî, íå ïîëîí, ïîòîìó ÷òî îïèñàíèå ÿâëåíèÿ ñèíõðîíè-

çàöèè ìîæåò áûòü íàéäåíî âî ìíîãèõ ìîíîãðàôèÿõ è ó÷åáíèêàõ.

Åäèíñòâåííûå êíèãè, öåëèêîì ïîñâÿùåííûå ïðîáëåìàì ñèíõðîíè-

çàöèè, � ýòî êíèãè È. È. Áëåõìàíà [1971; 1981]; îíè â ïåðâóþ î÷åðåäü

ðàññìàòðèâàþò ìåõàíè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû, â ÷àñòíîñòè, ìàÿòíèêî-

âûå ÷àñû, ñèñòåìû ñ âðàùàþùèìèñÿ ýëåìåíòàìè, òåõíîëîãè÷åñêîå

îáîðóäîâàíèå, íî òàêæå íåêîòîðûå ýëåêòðîííûå è êâàíòîâûå ãåíå-

ðàòîðû, õèìè÷åñêèå è áèîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû.

Êðàòêîå è ïîïóëÿðíîå ââåäåíèå â ïðîáëåìó ìîæåò áûòü íàéäåíî

â [Strogatz and Stewart 1993]. Ââåäåíèå â òåîðèþ ñèíõðîíèçàöèè, èë-

ëþñòðèðîâàííîå ðàçíîîáðàçíûìè áèîëîãè÷åñêèìè ïðèìåðàìè äàíî â

[Winfree 1980; Ãëàññ è Ìýêè 1988; Glass 2001].

Òåîðèÿ ñèíõðîíèçàöèè àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ãàðìîíè÷åñêîé

ñèëîé â ïðèñóòñòâèè øóìà áûëà ðàçðàáîòàíà Ð. Ë. Ñòðàòîíîâè÷åì

[1963]. Âëèÿíèå øóìà íà âçàèìíóþ ñèíõðîíèçàöèþ äâóõ îñöèëëÿòî-

ðîâ, ñèíõðîíèçàöèÿ ñèëîé ñ ôëóêòóèðóþùèìè ïàðàìåòðàìè è äðóãèå

ïðîáëåìû áûëè îïèñàíû À. Í. Ìàëàõîâûì [1968].

Ðàçëè÷íûå àñïåêòû ñèíõðîíèçàöèè èññëåäîâàíû â ìîíîãðàôèè

Ï. Ñ. Ëàíäà [1980]: ñèíõðîíèçàöèÿ àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû âíåø-
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íåé ñèëîé, âçàèìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ äâóõ, òðåõ è ìíîãèõ îñöèëëÿòî-

ðîâ, âëèÿíèå øóìà íà ñèíõðîíèçàöèþ è çàõâàò îñöèëëÿòîðà óçêîïî-

ëîñíûì øóìîì, ñèíõðîíèçàöèÿ ðåëàêñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ.

È. Êóðàìîòî [Kuramoto 1984] ðàçðàáîòàë ìåòîä ôàçîâîãî ïðèáëè-

æåíèÿ, êîòîðûé äîïóñêàåò óíèâåðñàëüíîå îïèñàíèå ñëàáî ñâÿçàííûõ

îñöèëëÿòîðîâ. Â åãî êíèãå òàêæå ïðèâîäÿòñÿ îïèñàíèÿ ñèíõðîíèçà-

öèè â áîëüøèõ àíñàìáëÿõ è ñèíõðîíèçàöèè ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì

(ñðåä). Íåêîòîðûå àñïåêòû ñèíõðîíèçàöèè ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïðå-

äåëåííûõ ñèñòåì, ôîðìèðîâàíèå ñèíõðîííûõ êëàñòåðîâ çà ñ÷åò âëè-

ÿíèÿ ôëóêòóàöèé, ñèíõðîíèçàöèÿ ãëîáàëüíî (êàæäûé ñ êàæäûì)

ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ îáñóæäåíû â ìîíîãðàôèÿõ [Ðîìàíîâñêèé

è äð. 1975, 1984]; îñíîâíîå âíèìàíèå â íèõ óäåëåíî õèìè÷åñêèì è

áèîëîãè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì. Ýôôåêòû ñèíõðîíèçàöèè â ëàçåðàõ

îïèñàíû â êíèãå [Siegman 1986].

Ñèíõðîíèçàöèè õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ïîñâÿùåíû ãëàâû â êíèãàõ

Íåéìàðêà è Ëàíäà [1987] è Àíèùåíêî [1995]. Óïîìÿíåì òàêæå ñáîð-

íèê ñòàòåé è îáçîðîâ [Schuster (ed.) 1999], à òàêæå ñïåöèàëüíûå

æóðíàëüíûå âûïóñêè [Pecora (ed.) 1997; Kurths (ed.) 2000].

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü âòîðîé è òðåòüåé ÷àñòåé ýòîé

êíèãè çíàêîì ñ îñíîâàìè íåëèíåéíîé íàóêè. Åñëè ýòî íå òàê, òî â êà-

÷åñòâå ââîäíîãî ÷òåíèÿ ïî òåîðèè êîëåáàíèé è íåëèíåéíîé äèíàìèêå

ìû ðåêîìåíäóåì ñëåäóþùèå êíèãè: [Àíäðîíîâ è äð. 1937; Òåîäîð÷èê

1952; Áîãîëþáîâ è Ìèòðîïîëüñêèé 1961; Õàÿñè 1964; Íàéôý 1979;

Guckenheimer and Holmes 1986; Áóòåíèí è äð. 1987; Ðàáèíîâè÷ è

Òðóáåöêîâ 1989; Glendinning 1994; Strogatz 1994; Ëàíäà 1996]. Â ÷àñò-

íîñòè, êíèãè [Ðàáèíîâè÷ è Òðóáåöêîâ 1989; Ëàíäà 1996] ñîäåðæàò

ãëàâû, îñâåùàþùèå îñíîâíûå ïðîáëåìû òåîðèè ñèíõðîíèçàöèè.

×èòàòåëü, æåëàþùèé áîëüøå óçíàòü î õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ,

èìååò áîãàòûé âûáîð, îò êíèã äëÿ ïåðâîãî ÷òåíèÿ [Ìóí 1987; Peitgen

et al. 1992; Tufillaro et al. 1992; Lorenz 1993; Hilborn 1994; Strogatz

1994; Baker and Gollub 1996; Êóçíåöîâ 2001] è äî êíèã, ðàññ÷èòàííûõ

íà ñïåöèàëèñòîâ [Guckenheimer and Holmes 1986; Íåéìàðê è Ëàí-

äà 1987; Øóñòåð 1988; Wiggins 1988; Devaney 1989; Wiggins 1990;

Lichtenberg and Lieberman 1992; Ott 1992; Argyris et al. 1994; Alligood

et al. 1997].



Ãëàâà 2

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ:
àâòîêîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà
è åå ôàçà

Â ýòîé ãëàâå ìû óòî÷íÿåì ïîíÿòèå àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, êðàò-

êî îáñóæäåííîå âî ââåäåíèè. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî òàêèå ñèñòåìû

øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â ïðèðîäå è òåõíèêå, è ââîäèì èõ óíè-

âåðñàëüíîå îïèñàíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è èõ óíèâåðñàëüíûé

îáðàç � ïðåäåëüíûé öèêë. Äàëåå ìû îáñóæäàåì ïîíÿòèå è ñâîéñòâà

ôàçû � ïåðåìåííîé, èãðàþùåé ïåðâîñòåïåííóþ ðîëü â îáúÿñíåíèè

ÿâëåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè. Â çàêëþ÷åíèå, ìû ðàññìàòðèâàåì íåñêîëüêî

ïðîñòûõ ïðèìåðîâ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, à òàêæå êîíòðïðèìå-

ðû. Òàêèì îáðàçîì ìû ïðîèëëþñòðèðóåì òå ñâîéñòâà àâòîêîëåáàíèé,

êîòîðûå îòëè÷àþò èõ îò âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé è êîëåáàíèé â

êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõ; â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû ïîêàæåì, ÷òî

èìåííî ýòè ñâîéñòâà îáúÿñíÿþò âîçíèêíîâåíèå ñèíõðîíèçàöèè. Íàøå

èçëîæåíèå íå áóäåò ïîëíûì è ñèñòåìàòè÷åñêèì ââåäåíèåì â òåîðèþ

àâòîêîëåáàíèé: ìû îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà îñíîâíûõ àñïåêòàõ, âàæ-

íûõ äëÿ ïîíèìàíèÿ ñèíõðîíèçàöèè.

Ïîíÿòèå àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì áûëî ââåäåíî À. À. Àí-

äðîíîâûì è À. À. Âèòòîì [Àíäðîíîâ è äð. 1937]. Õîòÿ óæå Ðýëåé

ðàçëè÷àë ñàìîïîääåðæèâàåìûå è âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ è À. Ïó-

àíêàðå ââåë ïîíÿòèå ïðåäåëüíîãî öèêëà, èìåííî Àíäðîíîâ è Âèòò

ñâåëè âìåñòå ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ôèçè÷åñêèå èäåè.

Àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì áîëåå øèðî-

êîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîñëåäíåå ïîíÿòèå îçíà÷àåò,

÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì äåòåðìèíèðîâàííûå äâèæåíèÿ, ò.å., åñëè ìû
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çíàåì ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, òî ìû ìî-

æåì îäíîçíà÷íî ïðåäñêàçàòü åå ñîñòîÿíèå â áóäóùåì. Äèíàìè÷åñêèå

ñèñòåìû � ýòî èäåàëèçèðîâàííûå ìîäåëè, êîòîðûå íå ó÷èòûâàþò

åñòåñòâåííûå ôëóêòóàöèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû è äðóãèå èñòî÷íèêè

øóìà, íåèçáåæíîãî â îáúåêòàõ ðåàëüíîãî ìèðà, à òàêæå êâàíòîâóþ

íåîïðåäåëåííîñòü ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì. Â 30-ûõ ãîäàõ 20-ãî

âåêà áûëè èçâåñòíû òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ. Â íàøè

äíè øèðîêî èçâåñòíû òàêæå íåðåãóëÿðíûå, õàîòè÷åñêèå àâòîêîëå-

áàòåëüíûå ñèñòåìû; èõ ðàññìîòðåíèå ìû îòëîæèì äî ãëàâû 5.

2.1 Àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû:
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
åñòåñòâåííûõ îñöèëëÿòîðîâ

2.1.1 Àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû òèïè÷íû â
ïðèðîäå

×òî îáùåãî ó òàêèõ ðàçíûõ îñöèëëÿòîðîâ êàê ãåíåðàòîð ðàäèî÷à-

ñòîòû íà ýëåêòðîííîé ëàìïå, ìàÿòíèêîâûå ÷àñû, ñâåòëÿ÷îê, èñïóñ-

êàþùèé èìïóëüñû ñâåòà, ñîêðàùàþùååñÿ ñåðäöå ÷åëîâåêà è ìíîãèå

äðóãèå ñèñòåìû? Îñíîâíîå óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ñîñòîèò â òîì,

÷òî âñå ýòî � àêòèâíûå ñèñòåìû, è, åñëè èõ èçîëèðîâàòü îò îêðó-

æàþùåé ñðåäû, òî îíè áóäóò ïðîäîëæàòü ãåíåðèðîâàòü êîëåáàíèÿ â

ñâîåì ñîáñòâåííîì ðèòìå. Ýòîò ðèòì ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîé-

ñòâàìè ñàìîé ñèñòåìû; îí ïîääåðæèâàåòñÿ áëàãîäàðÿ âíóòðåííåìó

èñòî÷íèêó ýíåðãèè, êîòîðûé êîìïåíñèðóåò äèññèïàöèþ â ñèñòåìå.

Òàêèå îñöèëëÿòîðû íàçûâàþòñÿ àâòîíîìíûìè è îïèñûâàþòñÿ êëàñ-

ñîì íåëèíåéíûõ ìîäåëåé, èçâåñòíûõ â ôèçèêå è íåëèíåéíîé äèíàìè-

êå êàê àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû.1

Äîâîëüíî ÷àñòî ìû ìîæåì ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà àâ-

òîêîëåáàòåëüíîé, åñëè ìû èçîëèðóåì åå îò îêðóæàþùåé ñðåäû è

óáåäèìñÿ, ÷òî îíà ïðîäîëæàåò îñöèëëèðîâàòü. Òàê, ìîæíî èçîëè-

ðîâàòü ñâåòëÿ÷êà (èëè ñâåð÷êà) îò äðóãèõ íàñåêîìûõ, ïîìåñòèâ åãî

â óñëîâèÿ ñ ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðîé, îñâåùåííîñòüþ è ò.ä., è óâè-

äåòü, ÷òî, äàæå â îäèíî÷åñòâå, îí âñå ðàâíî ðèòìè÷åñêè èñïóñêàåò

1 Â ðàäèîôèçèêå, ýëåêòðî- è ðàäèîòåõíèêå òåðìèí ¾ãåíåðàòîð¿ òðàäèöè-

îííî èñïîëüçóåòñÿ êàê ñèíîíèì àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. Â äàëüíåé-

øåì, åñëè íå ñêàçàíî ÿâíî èíà÷å, ìû èñïîëüçóåì ñëîâî ¾îñöèëëÿòîð¿

êàê êîðîòêóþ çàìåíó ñëîâàì ¾àâòîêîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà¿. Ñì. òàêæå

òåðìèíîëîãè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ â ðàçäåëå 1.3.1.
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âñïûøêè (êîðîòêèå çâóêè). Ìîæíî èçîëèðîâàòü ðàñòåíèå, æèâîòíîå

èëè ÷åëîâåêà-äîáðîâîëüöà è óñòàíîâèòü, ÷òî îíè ïî-ïðåæíåìó äå-

ìîíñòðèðóþò ðèòìû ñóòî÷íîé àêòèâíîñòè. Ïîäîáíûå ýêñïåðèìåíòû,

ïðîâåäåííûå ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè ïîñëå äå Ìýðàíà2, ÷åòêî ïî-

êàçàëè, ÷òî öèðêàäíûå ðèòìû ñóùåñòâóþò è â îòñóòñòâèå âíåøíèõ

âîçìóùåíèé ñóòî÷íîé ïåðèîäè÷íîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ðèòìû

ãåíåðèðóþòñÿ àêòèâíîé àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìîé � áèîëîãè÷å-

ñêèìè ÷àñàìè � è ýòèì îòëè÷àþòñÿ îò äðóãîãî ïðîöåññà ñ òîé æå

ïåðèîäè÷íîñòüþ � ïðèëèâíûõ âîëí. Ïðèëèâû âûçâàíû ñóòî÷íûìè

èçìåíåíèÿìè ãðàâèòàöèîííûõ ñèë èç-çà Ëóíû. Õîòÿ ìû è íå ìîæåì

èçîëèðîâàòü îêåàí îò ýòîãî âîçäåéñòâèÿ, ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ

ïðèëèâíûõ âîëí õîðîøî èçâåñòåí, è ìû çíàåì, ÷òî îêåàí � ýòî íå

àâòîêîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà; ýòè êîëåáàíèÿ èñ÷åçëè áû â îòñóòñòâèå

ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû, ò.å. åñëè áû íå áûëî Ëóíû.

Íèæå ìû áåç äàëüíåéøåãî îáñóæäåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíî-

ãèå åñòåñòâåííûå ðèòìû, íàïðèìåð, ôèçèîëîãè÷åñêèå, êàê àâòîêîëå-

áàíèÿ. Îñíîâàíèåì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñèñòåìû, ãåíåðèðóþ-

ùèå ýòè ðèòìû, � íåïðåìåííî äèññèïàòèâíûå, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðî-

äîëæèòåëüíûå ðèòìè÷åñêèå ïðîöåññû â íèõ ìîãóò ïîääåðæèâàòüñÿ

òîëüêî çà ñ÷åò íåêîòîðîãî èñòî÷íèêà ýíåðãèè. Òîãäà, åñëè ÿñíî, ÷òî

ýòè ñèñòåìû àâòîíîìíûå, òî ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî îíè àâòîêîëåáà-

òåëüíûå.

2.1.2 Ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç ïåðèîäè÷åñêèõ
àâòîêîëåáàíèé: ïðåäåëüíûé öèêë

Óíèâåðñàëüíîå ÿâëåíèå àâòîêîëåáàíèé äîïóñêàåò åäèíîå îïèñàíèå,

êîòîðîå ìû âêðàòöå èçëàãàåì íèæå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàáëþ-

äàåì îñöèëëÿòîð, ãåíåðèðóþùèé íà âûõîäå ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ;

îáîçíà÷èì çíà÷åíèå ýòîãî ïðîöåññà x(t). Â ÷àñòíîñòè, x(t) ìîæåò

èìåòü ñìûñë óãëîâîãî îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà ÷àñîâ, èëè ýëåêòðè÷å-

ñêîãî òîêà ÷åðåç ñîïðîòèâëåíèå ãåíåðàòîðà íà ýëåêòðîííîé ëàìïå,

èëè èíòåíñèâíîñòè ñâåòà â ëàçåðàõ, èëè ëþáîé äðóãîé êîëåáàòåëüíîé

âåëè÷èíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû õîòèì îïèñàòü ñîñòîÿíèå îñöèëëÿ-

òîðà â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè. Çíàíèÿ x äëÿ ýòîãî íåäîñòàòî÷íî:

äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òîãî æå x ïðîöåññ ìîæåò êàê âîçðàñòàòü, òàê

è óáûâàòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ñîñòîÿíèå

2 Ñì. èñòîðè÷åñêîå ââåäåíèå â ðàçäåëå 1.1.
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ñèñòåìû, íàì íåîáõîäèìî áîëüøåå ÷èñëî ïåðåìåííûõ.3 Äîâîëüíî ÷à-

ñòî äâóõ ïåðåìåííûõ, x è y, áûâàåò äîñòàòî÷íî, è ìû îãðàíè÷èìñÿ

ñåé÷àñ ýòèì ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì. Äëÿ ìàÿòíèêîâûõ ÷àñîâ ýòèìè

ïåðåìåííûìè ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò

âåðòèêàëè è óãëîâàÿ ñêîðîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ïîâåäåíèå ñèñòåìû

ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ îïèñàíî ýâîëþöèåé âî âðåìåíè äâóõ âåëè÷èí

(x; y) (ðèñ. 2.1). Ýòè ïåðåìåííûå íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè â ôà-

çîâîì ïðîñòðàíñòâå (ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé) è çàâèñèìîñòü y(t)

îò x(t) íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïîðòðåòîì ñèñòåìû; òî÷êà ñ êîîðäèíà-

òàìè (x; y) ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé òî÷êîé. Åñëè êîëåáàíèÿ ïåðè-

îäè÷åñêèå, ò.å. îíè ïîâòîðÿþòñÿ ÷åðåç ïåðèîä T , x(t) ñîîòâåòñòâóåò

çàìêíóòîé êðèâîé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, íàçûâàåìîé ïðåäåëüíûì

öèêëîì (ðèñ. 2.2).

3 ×èñëî íåîáõîäèìûõ ïåðåìåííûõ çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ñèñòåìû è íàçû-

âàåòñÿ åå ðàçìåðíîñòüþ.

x x

y
×ÒÅÍÑ

1 2

3 3 3

2 21 1

Ðèñ. 2.1. Ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïðåäñòàâëåíû çàìêíóòîé êðèâîé â

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû: ýêâèâàëåíòíûå ñîñòîÿíèÿ x(t) è x(t+

T ) (îáîçíà÷åííûå öèôðàìè íà çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè) ñîîòâåòñòâóþò

îäíîé è òîé æå òî÷êå íà ýòîé êðèâîé (îáîçíà÷åííîé îäíîé è òîé æå

öèôðîé). Íàîáîðîò, ñîñòîÿíèÿ ñ îäèíàêîâûì x(t) ðàçëè÷àþòñÿ, åñëè

ïðèíÿòü â ðàññìîòðåíèå âòîðóþ êîîðäèíàòó.

y

x

x(a) (b)

×ÒÅÍÑ
Ðèñ. 2.2. (a) Çàìêíóòàÿ êðèâàÿ (æèðíàÿ ëèíèÿ) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè
ïðèòÿãèâàåò âñå òðàåêòîðèè èç ñâîåé îêðåñòíîñòè è ïîýòîìó íàçûâà-

åòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì. Òå æå òðàåêòîðèè ïîêàçàíû â (b) êàê

çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè.
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×òîáû ïîíÿòü ïðîèñõîæäåíèå òåðìèíà ¾ïðåäåëüíûé öèêë¿, ïî-

ïðîáóåì âûÿâèòü, ÷åì îí îòëè÷àåòñÿ îò âñåõ äðóãèõ òðàåêòîðèé íà

ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîé öåëè ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé

â îêðåñòíîñòè öèêëà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèçîéäåò,

åñëè òî÷êó ñòîëêíóòü ñ ïðåäåëüíîãî öèêëà. Äëÿ èñõîäíîé ôèçè÷å-

ñêîé (èëè ìåõàíè÷åñêîé, áèîëîãè÷åñêîé è ò.ä.) ñèñòåìû ýòî áóäåò

îçíà÷àòü, ÷òî ìû êàêèì-ëèáî îáðàçîì âîçìóòèëè åå ïåðèîäè÷åñêîå

äâèæåíèå. Ìû ïðèøëè ê âàæíîìó ñâîéñòâó àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñè-

ñòåì: ïîñëå âîçìóùåíèÿ èõ êîëåáàíèé îíè âîññòàíàâëèâàþò îðè-

ãèíàëüíûé ðèòì, ò.å. ôàçîâàÿ òî÷êà âîçâðàùàåòñÿ íà ïðåäåëüíûé

öèêë. Ýòî ñâîéñòâî òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî àâòîêîëåáàíèÿ íå çàâèñÿò

îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé (ïî êðàéíåé ìåðå, â íåêîòîðîé îáëàñòè) èëè

îò òîãî, êàê èìåííî âîçíèêëî äâèæåíèå â ñèñòåìå. Â ïðåäñòàâëåíèè

íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìû èçíà÷àëüíî

ïîìåùàåì ôàçîâóþ òî÷êó êóäà-íèáóäü íà ïëîñêîñòü. Ìû âèäèì èç

ðèñ. 2.2, ÷òî âñå òðàåêòîðèè ñòðåìÿòñÿ ê öèêëó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå

íåêîòîðîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà â ñèñòåìå óñòàíàâëèâàþòñÿ ñòàöèî-

íàðíûå êîëåáàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèþ ôàçîâîé òî÷êè âäîëü

ïðåäåëüíîãî öèêëà.4

Èòàê, ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ìû âûäåëÿåì ýòó êðèâóþ èç âñåõ äðó-

ãèõ, â òîì, ÷òî îíà ïðèòÿãèâàåò ôàçîâûå òðàåêòîðèè;5 èç-çà ýòî-

ãî ñâîéñòâà îíà íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïðåäåëüíûé öèêë � ýòî ïðîñòîé àòòðàêòîð, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü

ñòðàííûì (õàîòè÷åñêèì) àòòðàêòîðàì, êîòîðûå âñòðåòÿòñÿ íàì

äàëåå.6

Ïîäâîäÿ èòîãè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî àâòîêîëåáàíèÿ ìîãóò áûòü

îïèñàíû ñ ïîìîùüþ èõ îáðàçà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå � ïðåäåëüíîãî

öèêëà. Ôîðìà öèêëà, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ôîðìà êîëåáàíèé ïîëíî-

4 Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðåäåëüíûé öèêë ìîæåò áûòü íå ïëîñêèì, òàê ÷òî äëÿ

îïèñàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ôàçîâîå

ïðîñòðàíñòâî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Òåì íå ìåíåå, âåñüìà ÷àñòî ýòî ïðî-

ñòðàíñòâî ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ò.å. äâóõ ïåðåìåí-

íûõ äîñòàòî÷íî. Àíàëèç ïåðåõîäíîãî ïîâåäåíèÿ, íàïðèìåð, âîçìóùåíèÿ

äâèæåíèÿ ïî ïðåäåëüíîìó öèêëó, ìîæåò òðåáîâàòü ìíîãèõ èëè äàæå áåñ-

êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Òàê êàê îñíîâíûå ñâîéñòâà àâòîêîëåáàíèé

ìîãóò áûòü àäåêâàòíî ïðîèëëþñòðèðîâàíû â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, òî

ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ýòèì ñëó÷àåì.
5 Ïî êðàéíåé ìåðå èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè.
6 Ñèñòåìà ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî àòòðàêòîðà, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò

ñâîþ îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ, íàïðèìåð, íåñêîëüêî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ èëè

ïðåäåëüíûé öèêë è óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Ðàçíûå îáëàñòè

ïðèòÿæåíèÿ ðàçäåëåíû îòòàëêèâàþùèìè ìíîæåñòâàìè (êðèâûìè èëè ïî-

âåðõíîñòÿìè) � ðåïåëëåðàìè.
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ñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííèìè ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû. Åñëè êîëå-

áàíèÿ áëèçêè ïî ôîðìå ê ñèíóñîèäå, òî òàêîé îñöèëëÿòîð íàçûâàþò

êâàçèëèíåéíûì (êâàçèãàðìîíè÷åñêèì). Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäåëüíûé

öèêë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí îêðóæíîñòüþ. Ñèëüíîíåëèíåéíûå ñè-

ñòåìû äåìîíñòðèðóþò êîëåáàíèÿ ñëîæíîé ôîðìû; â äàëüíåéøåì ìû

ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

2.2 Ôàçà: îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà

Ïîíÿòèå ôàçû èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â òåîðèè ñèíõðîíèçàöèè, ïî-

ýòîìó ìû õîòèì äåòàëüíî åãî îáñóäèòü. Ìû íà÷èíàåì ñ ïðîñòîãî

ñëó÷àÿ êâàçèëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ ïîíÿòèå ôàçû

(è àìïëèòóäû) ìîæåò áûòü ëåãêî ïðîèëëþñòðèðîâàíî. Ýòîò ïðèìåð

îáúÿñíÿåò îñíîâíûå ñâîéñòâà ôàçû, íåçàâèñèìûå îò ôîðìû ïðåäåëü-

íîãî öèêëà. Ìû çàâåðøàåì ýòîò ðàçäåë äåìîíñòðàöèåé òîãî, êàê ôàçà

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öèêëà.

2.2.1 Ôàçà è àìïëèòóäà êâàçèëèíåéíîãî
îñöèëëÿòîðà

Ïðåäåëüíûé öèêë êâàçèëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà áëèçîê ê îêðóæíî-

ñòè, à ñàìè êîëåáàíèÿ ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ñèíóñîèäàëüíûìè, x(t) =

A sin(!0t+�0). Çäåñü !0 îçíà÷àåò óãëîâóþ ÷àñòîòó, êîòîðàÿ ñîîòíî-

ñèòñÿ ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé êàê !0 = 2�=T ; åå ñëåäóåò îòëè÷àòü îò

÷àñòîòû êîëåáàíèé f0 = 1=T . Èíòåíñèâíîñòü êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ

èõ àìïëèòóäîé A, à âåëè÷èíà �(t) = !0t + �0 íàçûâàåòñÿ ôàçîé

(ñì. ðèñ. 1.12).

Ïðåæäå âñåãî ìû õîòèì ïîä÷åðêíóòü, ÷òî òåðìèí ¾ôàçà¿ èìååò â

ôèçèêå è íåëèíåéíîé äèíàìèêå íåñêîëüêî çíà÷åíèé. Òàê, íàïðèìåð,

ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ ïîíÿòèåì ¾ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà¿. Êîîðäè-

íàòû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ÷àñòî îáîçíà÷àþò ¾ôàçîâîé òî÷êîé¿, è

ýâîëþöèÿ ñèñòåìû âî âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ äâèæåíèåì ýòîé òî÷êè.

Çäåñü, òàêæå êàê è â âûðàæåíèè ¾ôàçîâûé ïåðåõîä¿, çíà÷åíèå ñëîâà

¾ôàçà¿ àáñîëþòíî îòëè÷àåòñÿ îò òîãî, ÷òî ìû ïîíèìàåì ïîä ñëîâàìè

¾ôàçà êîëåáàíèé¿. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî â ýòîé êíèãå òî÷íûé ñìûñë

áóäåò âñåãäà ïîíÿòåí èç êîíòåêñòà.

Ôàçà êîëåáàíèé �(t) íàðàñòàåò áåç îãðàíè÷åíèÿ, íî, òàê êàê ñè-

íóñ � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, sin� = sin(� + 2�), òî äâå ôàçû,

îòëè÷àþùèåñÿ íà 2�, ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå ôèçè÷åñêîìó

ñîñòîÿíèþ. Èíîãäà äëÿ óäîáñòâà ìû ðàññìàòðèâàåì öèêëè÷åñêóþ
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ôàçó, îïðåäåëåííóþ íà îêðóæíîñòè, ò.å. èçìåíÿþùóþñÿ îò 0 äî 2�;

ìû èñïîëüçóåì òå æå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ è íàäååìñÿ, ÷òî

ýòî íå çàòðóäíèò ïîíèìàíèÿ.

Ìû åùå íå îáñóäèëè ÷ëåí �0, êîòîðûé ìîæíî ñ÷èòàòü íà÷àëü-

íîé ôàçîé. Ìû óæå çíàåì, ÷òî, êîãäà àâòîêîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà

¾âêëþ÷àåòñÿ¿, ïîñëå íåêîòîðîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà îíà âûõîäèò

íà ïðåäåëüíûé öèêë íåçàâèñèìî îò ñâîåãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé. Íà÷àëüíàÿ æå ôàçà �0, íàîáîðîò, çàâèñèò îò ïåðåõîäà ê

îêîí÷àòåëüíîìó ñîñòîÿíèþ, è ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, ò.å. âñå çíà-

÷åíèÿ �0 ýêâèâàëåíòíû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü òîëüêî óñòàíîâèâøèåñÿ, ñòàöèîíàðíûå, êîëåáàíèÿ, òî ìû âñåãäà

ìîæåì èçìåíèòü íà÷àëüíóþ ôàçó, âûáðàâ êàêóþ-ëèáî äðóãóþ òî÷êó

îòñ÷åòà âðåìåíè t = 0 äëÿ íàáëþäåíèé.

Ïîíÿòèÿ ôàçû è àìïëèòóäû ìîãóò áûòü ëåãêî èíòåðïðåòèðîâà-

íû, åñëè ìû âîñïîëüçóåìñÿ èçîáðàæåíèåì ïðåäåëüíîãî öèêëà íà

ðèñ. 2.3a; îíè åñòü íå ÷òî èíîå êàê ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè íà

ôàçîâîé ïëîñêîñòè.7 Ýòà òî÷êà âðàùàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ !0, òàê ÷òî çà îäèí ïåðèîä T êîëåáàíèé

îíà ñîâåðøàåò îäèí îáîðîò è ôàçà �(t) âîçðàñòàåò íà 2�.

7 Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäåëüíûé öèêë êâàçèëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà áëèçîê ê

îêðóæíîñòè.

ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ

×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ

φ

0

(b)
(t)

x

y

A

φ

(a)

Ðèñ. 2.3. (a) Ñòàöèîíàðíûå àâòîêîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ âðàùåíèåì

ôàçîâîé òî÷êè ïî ïðåäåëüíîìó öèêëó. Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ýòîé

òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò ôàçå �(t) è àìïëèòóäå A êîëåáàíèé. (b) Âî âðà-

ùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò ñòàöèîíàðíûì êîëåáàíèÿì ñîîòâåòñòâó-

åò ïîêîÿùàÿñÿ òî÷êà, ïîêàçàííàÿ ÷åðíûì êðóæêîì. Åñëè îòêëîíèòü

òî÷êó îò ïðåäåëüíîãî öèêëà, òî âîçìóùåíèÿ àìïëèòóäû çàòóõàþò, â

òî âðåìÿ êàê âîçìóùåíèÿ ôàçû îñòàþòñÿ; âîçìóùåííîå ñîñòîÿíèå è

ñîñòîÿíèå ïîñëå çàòóõàíèÿ âîçìóùåíèÿ ïîêàçàíû ñåðûìè êðóæêàìè.
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2.2.2 Àìïëèòóäà óñòîé÷èâà, ôàçà ñâîáîäíà

Ïðèñòóïèì ê îáñóæäåíèþ âàæíåéøåãî âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè ôà-

çîâîé òî÷êè íà ïðåäåëüíîì öèêëå. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàñ èíòåðåñóåò,

÷òî áóäåò ñ êîëåáàíèÿìè, åñëè ìû ñëåãêà âîçìóòèì äâèæåíèå.

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì òåïåðü àíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå îñöèëëÿòîðà

â ñèñòåìå êîîðäèíàò, âðàùàþùåéñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ñ òàêîé

æå óãëîâîé ñêîðîñòüþ !0, ÷òî è ôàçîâàÿ òî÷êà â èñõîäíûõ êîîðäèíà-

òàõ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ â íîâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ôàçîâàÿ

òî÷êà îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé, ò.å. ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþò ïîêîÿùåéñÿ òî÷êå, èìåþùåé êîîðäèíàòû �(t)� !0t = �0 è A

(ðèñ. 2.3b).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êîëåáàíèÿ âîçìóùåíû. Ìû ìîæåì îïè-

ñàòü ýòî ñìåùåíèåì òî÷êè ñ ïðåäåëüíîãî öèêëà (ðèñ. 2.3b). Êàê áóäåò

ýâîëþöèîíèðîâàòü òàêîå âîçìóùåíèå? Êàê ìû óæå çíàåì, âîçìóùå-

ÆÁÚÁ
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(b)

(c)

(a)

A ÁÍÐÌÉÔÕÄÁ

����������������������������

0 2π
φ−ω0

Ðèñ. 2.4. Óñòîé÷èâîñòü òî÷êè íà ïðåäåëüíîì öèêëå, ïðîèëëþñòðèðî-

âàííàÿ äèíàìèêîé ëåãêîé ÷àñòèöû â âÿçêîé æèäêîñòè. (a) Â íàïðàâëå-

íèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê öèêëó, òî÷êà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè óñòîé÷è-

âîãî ðàâíîâåñèÿ: âîçìóùåíèÿ àìïëèòóäû áûñòðî çàòóõàþò, ñòðåìÿñü ê

óñòîé÷èâîìó çíà÷åíèþ A. (b) Âîçìóùåíèÿ âäîëü öèêëà, ò.å. ïî ôàçå,

íå âîçðàñòàþò è íå óáûâàþò. Ïîñòîÿííûé ðîñò ôàçû ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí ñêîëüæåíèåì ÷àñòèöû âíèç ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè. Äâå òà-

êèå ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå íåâîçìóùåííîé è âîçìóùåííîé ôàçàì

(ñèìâîëû � è Æ), ñêîëüçÿò ñ ïîñòîÿííîé çàäåðæêîé äðóã îòíîñèòåëüíî

äðóãà. (c) Âî âðàùàþùåéñÿ (ñî ñêîðîñòüþ !0) ñèñòåìå îòñ÷åòà ôàçà

ïîñòîÿííà (ñì. òàêæå îáñóæäåíèå â ðàçäåëå 3.1). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò

÷àñòèöå íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, ò.å. íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè

áåçðàçëè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íàïîìèíàåò, ÷òî ôàçà �

ýòî 2�-ïåðèîäè÷íàÿ ïåðåìåííàÿ.
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íèå àìïëèòóäû çàòóõàåò (ñì. ðèñ. 2.2b). ×òî êàñàåòñÿ ôàçû, òî åå

âîçìóùåíèå íå âîçðàñòàåò è íå óáûâàåò: äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. âñå

çíà÷åíèÿ �0 ýêâèâàëåíòíû, òî, åñëè íà÷àëüíàÿ ôàçà áûëà èçìåíåíà

ñ �0 íà �1, òî îíà ñîõðàíÿåò ýòî çíà÷åíèå äî òåõ ïîð, ïîêà ñèñòåìà

íå áóäåò âíîâü ïîäâåðãíóòà âîçìóùåíèþ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì óñòîé÷èâîñòü àâòîêîëåáàíèé ñ ïîìîùüþ àíàëî-

ãèè ìåæäó äâèæåíèåì ôàçîâîé òî÷êè è äâèæåíèåì ëåãêîé ÷àñòèöû

â âÿçêîé ñðåäå. Ïðè äåéñòâèè ñèëû íà òàêóþ ÷àñòèöó îíà äâèæåòñÿ

ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Åñëè äåéñòâèå ïðåêðàùàåòñÿ, òî ÷àñòèöà

îñòàíàâëèâàåòñÿ è ñîõðàíÿåò ñâîå ïîëîæåíèå.8 Äèíàìèêà àìïëèòóäû

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ÷àñòèöåé â U-îáðàçíîì ïîòåíöèàëå (ðèñ.

2.4a). Ìèíèìóì ïîòåíöèàëà ñîîòâåòñòâóåò àìïëèòóäå A íåâîçìóùåí-

íûõ êîëåáàíèé, òàê ÷òî ïî îòíîøåíèþ ê ðàäèàëüíûì âîçìóùåíèÿì

òî÷êà íà ïðåäåëüíîì öèêëå íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè óñòîé÷èâîãî ðàâ-

íîâåñèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü èçìåíåíèå ôàçû, ò.å. ñìåùåíèå òîëüêî âäîëü

öèêëà. Êàêîãî-ëèáî ïðåäïî÷òèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ôàçû íå ñóùå-

ñòâóåò, ïîýòîìó åå äèíàìèêà ìîæåò áûòü ïðîèëëþñòðèðîâàíà ÷àñòè-

öåé íà ïëîñêîñòè (ðèñ. 2.4b,c). Òàêàÿ ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè

áåçðàçëè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Îíà îñòàåòñÿ â ïîêîå, ïîêà âîçìóùàþùàÿ

ñèëà íå ïåðåäâèíåò åå â íîâîå ïîëîæåíèå. Î÷åíü âàæíî, ÷òî ÷àñòèöà

ìîæåò áûòü ñäâèíóòà áåñêîíå÷íî ìàëîé ñèëîé, íî, êîíå÷íî, â ýòîì

ñëó÷àå è ñêîðîñòü áóäåò áåñêîíå÷íî ìàëà. Îñíîâíîå ñëåäñòâèå ýòîãî

ôàêòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôàçà ìîæåò áûòü î÷åíü ëåãêî ïîäñòðîåíà

âíåøíèì âîçäåéñòâèåì, è, â ðåçóëüòàòå, îñöèëëÿòîð ìîæåò áûòü

ñèíõðîíèçîâàí!

2.2.3 Îáùèé ñëó÷àé: ïðåäåëüíûé öèêë
ïðîèçâîëüíîé ôîðìû

Îáñóäèì òåïåðü, êàê ôàçà ìîæåò áûòü ââåäåíà äëÿ ïðåäåëüíîãî

öèêëà ïðîèçâîëüíîé, â îáùåì ñëó÷àå íåêðóãëîé ôîðìû (ðèñ. 2.5).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå èìååò ïåðèîä T . Íà÷è-

íàÿ ïðè t = t0 ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè íà öèêëå, îïðåäåëèì ôàçó êàê

âåëè÷èíó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ äîëå ïåðèîäà

�(t) = �0 + 2�
t� t0

T
: (2.1)

8 Åñëè ìàññà ÷àñòèöû ïðåíåáðåæèìî ìàëà, òî ïîñòîÿííàÿ ñèëà âûçûâàåò

ïîñòîÿííóþ ñêîðîñòü, à íå ïîñòîÿííîå óñêîðåíèå. Òàêàÿ äèíàìèêà ÷àñòî

íàçûâàåòñÿ ïåðåäåìïôèðîâàííîé.
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Òîãäà ôàçà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè äâèæåíèè ôàçîâîé òî÷êè ïî

òðàåêòîðèè, è êàæäûé îáîðîò òî÷êè âîêðóã öèêëà ñîîòâåòñòâóåò

0 φ0+π/2 φ0+π φ0+3π/2 φ0+2πφ

t+T ×ÒÅÍÑ

ÆÁÚÁ

t

Ðèñ. 2.5. Îïðåäåëåíèå ôàçû àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ñ ïðåäåëü-

íûì öèêëîì ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Ôàçà ïàðàìåòðèçóåò äâèæåíèå òî÷-

êè âäîëü öèêëà è ìîæåò ïîíèìàòüñÿ êàê äîëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé T .

Ôàçà � öèêëè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ: çíà÷åíèÿ � è �+2�k � ýêâèâàëåíòíû.

Íà÷àëüíàÿ ôàçà �0 (ïîêàçàíà îòðåçêîì æèðíîé ëèíèè, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíûì ê öèêëó) ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðîèçâîëüíî. Îòìåòèì, ÷òî

äâèæåíèå òî÷êè âäîëü öèêëà â îáùåì ñëó÷àå íåðàâíîìåðíî.

Ðèñ. 2.6. Ñõîæäåíèå è ðàçáåãàíèå òðàåêòîðèé õàðàêòåðèçóþòñÿ ëÿïó-
íîâñêèìè ïîêàçàòåëÿìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì îáëàêî

íà÷àëüíûõ óñëîâèé âîêðóã íåêîòîðîé òî÷êè íà ïðåäåëüíîì öèêëå (ñå-

ðûé êðóã). Ýòîò ôàçîâûé îáúåì óìåíüøàåòñÿ ñ ýâîëþöèåé, ïðèîáðå-

òàÿ ýëëèïòè÷åñêóþ ôîðìó. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíîìó ëÿïó-

íîâñêîìó ïîêàçàòåëþ â ïîïåðå÷íîì ê öèêëó íàïðàâëåíèè è íóëåâîìó

ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ â êàñàòåëüíîì íàïðàâëåíèè.
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ïðèðîñòó ôàçû 2�. Ïîä àìïëèòóäîé ìîæíî ïîíèìàòü ïåðåìåííóþ,

êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèÿ òðàåêòîðèè â íàïðàâëåíèè, ïåð-

ïåíäèêóëÿðíîì ê öèêëó. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äâèæåíèå òî÷êè âäîëü

öèêëà ìîæåò áûòü íåðàâíîìåðíûì. Áîëåå òîãî, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ,

÷òî èíòåðâàëû îòíîñèòåëüíî ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ ïåðåìåæàþòñÿ ñ

áûñòðûìè ïðûæêàìè òî÷êè âäîëü öèêëà. Ñèñòåìû ñ òàêèìè öèêëàìè

íàçûâàþòñÿ ðåëàêñàöèîííûìè îñöèëëÿòîðàìè; îíè ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ â ðàçäåëå 2.4.2. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî, õîòÿ äâèæåíèå òî÷êè

ïî ôàçîâîé ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü íåðàâíîìåðíûì, ðîñò ôàçû âî

âðåìåíè âñåãäà ðàâíîìåðåí.

Îñîáî îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà, îïèñàííûå íàìè äëÿ êâàçèëèíåé-

íîãî îñöèëëÿòîðà, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ëþáûõ ïåðèîäè÷å-

ñêèõ àâòîêîëåáàíèé. Íåçàâèñèìî îò åãî ôîðìû, ïðåäåëüíûé öèêë

óñòîé÷èâ â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè, â òî âðåìÿ êàê â êàñàòåëüíîì

íàïðàâëåíèè ôàçîâàÿ òî÷êà íè óñòîé÷èâà, íè íåóñòîé÷èâà.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì äâå òðàåêòîðèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, îäíó

íåâîçìóùåííóþ è îäíó âîçìóùåííóþ, òî ìû óâèäèì, ÷òî â ðàäè-

àëüíîì íàïðàâëåíèè îíè ñõîäÿòñÿ, â òî âðåìÿ êàê â íàïðàâëåíèè

âäîëü öèêëà îíè íè ñõîäÿòñÿ, íè ðàñõîäÿòñÿ. Â òåðìèíàõ íåëèíåé-

íîé äèíàìèêè ñâîéñòâà ñáëèæåíèÿ/ðàçáåãàíèÿ áëèçêèõ òðàåêòîðèé

õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà. Ñáëèæåíèå òðàåêòîðèé

âäîëü íåêîòîðîãî íàïðàâëåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâóåò

îòðèöàòåëüíîìó ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ (ðèñ. 2.6). Àáñîëþòíîå

çíà÷åíèå ýòîãî ïîêàçàòåëÿ õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ñõîæäåíèÿ. Àíà-

ëîãè÷íî, ðàçáåãàíèå òðàåêòîðèé (ìû ñòîëêíåìñÿ ñ ýòèì ñâîéñòâîì

ïîçæå, ïðè èçó÷åíèè õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ â ðàçäåëå 5.1) õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì. Íàêîíåö, íåéòðàëüíîå

íàïðàâëåíèå (íåò ñáëèæåíèÿ è íåò ðàçáåãàíèÿ) ñîîòâåòñòâóåò íóëå-

âîìó ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ. Íàèáîëåå âàæíûé âûâîä, êîòîðûé

èñïîëüçóåòñÿ ïðè òåîðåòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè â ÷àñòè II, ñîñòîèò â

òîì, ÷òî ôàçà îñöèëëÿòîðà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïå-

ðåìåííàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íóëåâîìó ëÿïóíîâñêîìó ïîêà-

çàòåëþ.

2.3 Àâòîêîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà:
îñíîâíûå ñâîéñòâà

Àâòîêîëåáàíèÿ � ýòî íåçàòóõàþùèå óñòîé÷èâûå êîëåáàíèÿ â àâòî-

íîìíîé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñðàâíèâàåì òàêèå

ñèñòåìû ñ êîíñåðâàòèâíûìè, à òàêæå àâòîêîëåáàíèÿ ñ âûíóæäåí-
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íûìè, è ïîä÷åðêèâàåì ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè. Öåëü ýòîãî ñðàâíå-

íèÿ � ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âàæíîñòü êîíöåïöèè àâòîêîëåáàíèé äëÿ

àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ìíîãèõ ïðèðîäíûõ ÿâëåíèé, è ñèíõðîíèçàöèè

â ÷àñòíîñòè. Ìû òàêæå àðãóìåíòèðóåì, ïî÷åìó àâòîêîëåáàíèÿ âîç-

ìîæíû òîëüêî â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ.

2.3.1 Äèññèïàöèÿ, óñòîé÷èâîñòü è íåëèíåéíîñòü

Äèññèïàöèÿ

Ìàêðîñêîïè÷åñêèå åñòåñòâåííûå ñèñòåìû îòäàþò ñâîþ ýíåðãèþ. Ýòî

ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, èç-çà ìåõàíè÷åñêîãî òðåíèÿ â ïîäâåñå ìà-

ÿòíèêà, èç-çà ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, èëè æå èç-çà äðóãèõ

ìåõàíèçìîâ íåîáðàòèìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû â òåïëî.

Òàêèì îáðàçîì, èñêëþ÷àÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ïðèìåðû òèïà ïëàíåò-

íûõ ñèñòåì (ãäå äèññèïàöèåé, ïî-âèäèìîìó, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü) èëè

êîëåáàíèé ìîëåêóë (êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ çàêîíàìè êâàíòîâîé ìå-

õàíèêè), ìû âñåãäà äîëæíû ó÷èòûâàòü, ÷òî áåç ïîñòîÿííîãî ïðè-

òîêà ýíåðãèè â ñèñòåìó êîëåáàíèÿ çàòóõíóò. Ñëåäîâàòåëüíî, àâòî-

êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû äîëæíû îáëàäàòü âíóòðåííèì èñòî÷íèêîì

ýíåðãèè. Â ìàÿòíèêîâûõ ÷àñàõ êîëåáàíèÿ ïîääåðæèâàþòñÿ çà ñ÷åò

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïîäíÿòîãî ãðóçà èëè ñæàòîé ïðóæèíû. Ñî-

âðåìåííûå ÷àñû, à òàêæå ãåíåðàòîð íà ýëåêòðîííîé ëàìïå èëè äðó-

ãîé ýëåêòðîííûé ãåíåðàòîð ÷åðïàþò íåîáõîäèìóþ ýíåðãèþ èç íåêî-

òîðîãî ýëåêòðè÷åñêîãî èñòî÷íèêà ïèòàíèÿ. Ðèòìè÷íîå ñîêðàùåíèå

ñåðäå÷íîé ìûøöû èëè èçëó÷åíèå ñâåòîâûõ èìïóëüñîâ ñâåòëÿ÷êàìè

ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé â ýòèõ ñèñòåìàõ.

Óñòîé÷èâîñòü

Ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèé ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì

òàêæå îòëè÷àåò àâòîêîëåáàíèÿ îò êîëåáàíèé â êîíñåðâàòèâíûõ ñè-

ñòåìàõ. Ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ â êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõ ìîãóò

áûòü îïèñàíû ñåìåéñòâîì çàìêíóòûõ êðèâûõ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè

(ðèñ. 2.7a). Äåéñòâèòåëüíî, â ýòèõ ñèñòåìàõ íåò íè ïîòåðè, íè âîñïîë-

íåíèÿ ýíåðãèè, ïîýòîìó åñëè áû äâèæåíèå ñèñòåìû áûëî áû èçìåíåíî

íåêèì âîçìóùåíèåì, òî îíà îñòàëàñü áû â âîçìóùåííîì ñîñòîÿíèè.

Ñîîòâåòñòâåííî, èçìåíåííîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû áóäåò ñîõðàíåíî.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êîíñåðâàòèâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà íå ¾çàáû-

âàåò¿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

â òàêèõ ñèñòåìàõ çàâèñÿò îò òîãî, êàê èìåííî áûëî èíèöèèðîâàíî
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äâèæåíèå.9

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè óïîìÿíåì õîðîøî èçâåñòíóþ â äèíàìè-

êå ïîïóëÿöèé ìîäåëü Ëîòêè�Âîëüòåððà. Îíà áûëà ïðåäëîæåíà äëÿ

îáúÿñíåíèÿ êîëåáàíèé ÷èñëåííîñòè âèäîâ â ñèñòåìå õèùíèê�æåðòâà

(ïðèìåð êîëåáàíèé ÷èñëà çàéöåâ è ðûñåé ïîêàçàí íà ðèñ. 1.14).

Ýòà íåëèíåéíàÿ ìîäåëü êîíñåðâàòèâíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò

îïèñàòü óñòîé÷èâûå êîëåáàíèÿ è ñèíõðîíèçàöèþ íåñêîëüêèõ âçàè-

ìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé. Ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñ ïîìîùüþ

ìîäèôèöèðîâàííûõ ìîäåëåé Ëîòêè�Âîëüòåððà, ÿâëÿþùèõñÿ àâòîêî-

ëåáàòåëüíûìè.

Íåëèíåéíîñòü
Íåëèíåéíîñòü òàêæå ñóùåñòâåííà äëÿ ïîääåðæàíèÿ óñòîé÷èâûõ êî-

ëåáàíèé, îïèñûâàåìûõ ïðåäåëüíûì öèêëîì. Óñòîé÷èâîñòü îçíà÷àåò,

÷òî ñóùåñòâóþò òîëüêî ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ñ îïðåäåëåííîé àì-

ïëèòóäîé. Òàêîå íåâîçìîæíî â ìîäåëÿõ, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè

óðàâíåíèÿìè: åñëè ðåøåíèå x(t) ëèíåéíîé ñèñòåìû � ïåðèîäè÷åñêîå,

òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a, a � x(t) � òîæå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà, äåìîíñòðèðóþùàÿ ïåðèîäè÷åñêèå

êîëåáàíèÿ, íåîáõîäèìî ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé (ñì. ðèñ. 2.7a). Ëè-

9 Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå, ñâîéñòâà äèññèïàöèè è óñòîé÷èâîñòè îïèñû-

âàþòñÿ óìåíüøåíèåì íà÷àëüíîãî ôàçîâîãî îáúåìà. Äåéñòâèòåëüíî, âîçü-

ìåì íàáîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèé îáëàêó òî÷åê â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå. Â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå ýòî îáëàêî ñæèìàåòñÿ ñ òå÷åíèåì

âðåìåíè, è â êîíöå êîíöîâ ñòàíîâèòñÿ òî÷êîé èëè ëèíèåé (ñì. ðèñ. 2.6).

Êîíñåðâàòèâíûå ñèñòåìû ñîõðàíÿþò ôàçîâûé îáúåì è ïîýòîìó îíè íå

ìîãóò èìåòü àòòðàêòîðîâ.

(c)y

x x

y y

x

(a) (b)

Ðèñ. 2.7. (a) Ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå â êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ñåìåéñòâîì çàìêíóòûõ êðèâûõ (îíè îïèñûâàþò

êîëåáàíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè àìïëèòóäàìè è, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçà-

òåëüíî èìåþò ôîðìó îêðóæíîñòè). Ôàçîâûé ïîðòðåò êîíñåðâàòèâíîé

ëèíåéíîé ñèñòåìû âûãëÿäèò êàê íà (a); â äèññèïàòèâíîé ëèíåéíîé

ñèñòåìå âîçìîæíû, íàîáîðîò, òîëüêî íåóñòîé÷èâûå (b) è óñòîé÷èâûå

(c) äâèæåíèÿ.
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íåéíûå ñèñòåìû ñ äèññèïàöèåé (èëè ñ èñòî÷íèêîì ýíåðãèè) äîïóñ-

êàþò òîëüêî áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùèå èëè çàòóõàþùèå ðåøåíèÿ

(ðèñ. 2.7b,c), íî íå äâèæåíèÿ ïî ïðåäåëüíîìó öèêëó.

Óñòàíîâëåíèå ñòàöèîíàðíûõ àâòîêîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêè îïèñû-

âàåòñÿ êàê ïðèòÿæåíèå òðàåêòîðèè ê ïðåäåëüíîìó öèêëó. Ôèçè÷åñêè

ýòî ïðèòÿæåíèå ìîæåò áûòü ïîíÿòî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàêîâ áû

íè áûë êîíêðåòíûé ìåõàíèçì äèññèïàöèè è ïîäà÷è ýíåðãèè, ýíåðãèÿ

èç íåêîòîðîãî èñòî÷íèêà, îáû÷íî íåêîëåáàòåëüíîãî, ïðåîáðàçóåòñÿ â

êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå. Îáû÷íî, ÷åì áîëüøå àìïëèòóäà êîëåáàíèé,

òåì áîëüøå ïîòðåáëåíèå ýíåðãèè îò èñòî÷íèêà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

êîëè÷åñòâî ðàññåÿííîé ýíåðãèè òàêæå çàâèñèò îò àìïëèòóäû.10 Ýòè

çàâèñèìîñòè îïðåäåëÿþò àìïëèòóäó ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé, êàê

ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.8. Åñëè êîëåáàíèé íåò (àìïëèòóäà ðàâíà íóëþ),

òî íåò íè ïîòåðü ýíåðãèè, íè ïîòðåáëåíèÿ ýíåðãèè îò èñòî÷íèêà; ñëå-

äîâàòåëüíî, îáå ôóíêöèè äîëæíû ïðîõîäèòü ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ïåðåñå÷åíèå ýòèõ äâóõ êðèâûõ îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó A ñòàöèîíàð-

íûõ êîëåáàíèé. Â ýòîé òî÷êå ïîñòóïëåíèå ýíåðãèè â òî÷íîñòè êîì-

ïåíñèðóåò åå ïîòåðè. Îòìåòèì, ÷òî äâå êðèâûå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ

òàêèì îáðàçîì è îäíîâðåìåííî ïðîõîäèòü ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò,

10 Òàêîå ðàññìîòðåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñèñòåì ñ ôàçîâûì ïîðòðåòîì òè-

ïà ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 2.2, ãäå òðàåêòîðèÿ ïî ñïèðàëè ïðèáëèæàåòñÿ ê

ïðåäåëüíîìó öèêëó, òàê ÷òî ìîæíî ãîâîðèòü î êîëåáàíèÿõ ñ ìåäëåííî

ìåíÿþùåéñÿ àìïëèòóäîé.

ÁÍÐÌÉÔÕÄÁ

ÜÎÅÒÇÉÉ

A

ÐÒÉÔÏË
ÜÎÅÒÇÉÉ

ÄÉÓÓÉÐÁÃÉÑ

Ðèñ. 2.8. Äâà ïðîòèâîäåéñòâóþùèõ ôàêòîðà � äèññèïàöèÿ è ïîòðå-

áëåíèå ýíåðãèè îò èñòî÷íèêà � îïðåäåëÿþò àìïëèòóäóA ñòàöèîíàðíûõ

êîëåáàíèé. Â ïîêàçàííîì çäåñü ïðèìåðå àìïëèòóäà óñòîé÷èâà: åñëè îíà

âîçðàñòåò â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî âîçìóùåíèÿ, òî äèññèïàöèÿ íà÷èíà-

åò äîìèíèðîâàòü íàä ïðèòîêîì ýíåðãèè, è ýòî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ

àìïëèòóäû. Àíàëîãè÷íî, ñëó÷àéíîå óìåíüøåíèå àìïëèòóäû ïðèâîäèò

ê ïðåâûøåíèþ ïðèòîêà ýíåðãèè íàä åå ïîòåðåé, è, ñëåäîâàòåëüíî, èñ-

õîäíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû A âîññòàíàâëèâàåòñÿ.
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òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñèñòåìà íåëèíåéíà, ò.å. îïèñûâàåòñÿ íåëè-

íåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

2.3.2 Aâòîíîìíûå ñèñòåìû è ñèñòåìû ïîä
äåéñòâèåì ñèëû: ôàçà âûíóæäåííûõ
êîëåáàíèé íå ñâîáîäíà!

Â ýòîì ðàçäåëå ìû õîòèì åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü ðàçëè÷èå ìåæäó àâòî-

êîëåáàíèÿìè è âûíóæäåííûìè êîëåáàíèÿìè. Êàê àâòîêîëåáàíèÿ ìà-

ÿòíèêîâûõ ÷àñîâ (ðèñ. 1.7), òàê è âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà

(ðèñ. 1.13) îïèñûâàþòñÿ çàìêíóòîé êðèâîé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå,

êîòîðàÿ ïðèòÿãèâàåò òðàåêòîðèè èç ñâîåé îêðåñòíîñòè. Òåì íå ìåíåå,

ýòè êðèâûå èìåþò âàæíîå ðàçëè÷èå: ôàçà íà ïðåäåëüíîì öèêëå

ñâîáîäíà, â òî âðåìÿ êàê ôàçà íà óñòîé÷èâîé çàìêíóòîé

êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé âûíóæäåííûì êîëåáàíèÿì, îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôàçîé âíåøíåé ñèëû. Êàê ìû ïîêàæåì

â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ, ýòî ðåøàþùåå ðàçëè÷èå îáúÿñíÿåò òîò ôàêò,

÷òî àâòîêîëåáàíèÿ ìîãóò áûòü ñèíõðîíèçîâàíû, à âûíóæäåííûå êî-

ëåáàíèÿ � íåò. Ýòî ðàçëè÷èå ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, âîçìóòèâ

ñèñòåìó (ñì. ðèñ. 2.9). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì, êîãäà ìû ãîâîðèì

¾îñöèëëÿòîð ñ ïðåäåëüíûì öèêëîì¿, òî ìû íåÿâíî èìååì â âèäó

àâòîíîìíóþ, àâòîêîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó.

Â êà÷åñòâå íàãëÿäíîãî ïðèìåðà, ðàññìîòðèì âñåì çíàêîìóþ ñè-

ñòåìó � êà÷åëè (ðèñ. 2.10a). Àëãîðèòì � êàê çàñòàâèòü èõ äâèãàòüñÿ

� èçâåñòåí êàæäîìó: ïîñëå òîãî, êàê êà÷åëè êàêèì-ëèáî îáðàçîì îò-

êëîíåíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ÷åëîâåê äîëæåí ïðèñåäàòü, êîãäà

îíè ïðèáëèæàþòñÿ ê îäíîé èç òî÷åê ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ, è

ïðèâñòàâàòü, êîãäà îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðòèêàëü. Ïåðåìåùàÿ ñâîé

öåíòð òÿæåñòè, ÷åëîâåê íàêà÷èâàåò ýíåðãèþ â ñèñòåìó; ýòà ýíåðãèÿ

êîìïåíñèðóåò ïîòåðè èç-çà ñèë òðåíèÿ è, â ðåçóëüòàòå, ïîääåðæèâàåò

ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ. ßñíî, ÷òî èñòî÷íèêîì ýíåðãèè â äàííîì

ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ìûøå÷íàÿ ýíåðãèÿ, êîëåáàòåëüíûì ýëåìåíòîì � ìà-

ÿòíèê ïåðåìåííîé äëèíû, à îáðàòíàÿ ñâÿçü îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åëîâå-

êîì, êîòîðûé ïåðåìåùàåò öåíòð òÿæåñòè (è, ñëåäîâàòåëüíî, èçìåíÿåò

äëèíó ìàÿòíèêà) â ïîäõîäÿùèé ìîìåíò âðåìåíè. Íàèáîëåå âàæíî

çäåñü òî, ÷òî ýòè äâèæåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ íå â ñîîòâåòñòâèè ñ

êàêèì-ëèáî çàäàííûì ïåðèîäè÷åñêèì ðèòìîì, à â ñîîòâåòñòâèè ñ ïî-

ëîæåíèåì êà÷åëåé. (Äåéñòâèòåëüíî, ïåðèîä ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ìà-

ÿòíèêà èçìåíÿåòñÿ ñ àìïëèòóäîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîä äâèæåíèé

÷åëîâåêà òàêæå äîëæåí èçìåíÿòüñÿ ñ àìïëèòóäîé.) Ýòî ñâîéñòâî è
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îïðåäåëÿåò àâòîêîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð ñèñòåìû è åå ñóùåñòâåííîå

îòëè÷èå îò ¾ìåõàíè÷åñêèõ êà÷åëåé¿ (ðèñ. 2.10b), êîòîðûå ìîãóò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ êàê ñèñòåìà, ñîâåðøàþùàÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ

[Landa and Rosenblum 1993]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåõàíè÷åñêèå êà÷åëè

èìåþò óñòðîéñòâî, êîòîðîå ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿåò äëèíó êàíàòà.

Òîãäà, åñëè êà÷åëè õîòÿ áû ñëåãêà îòêëîíèëèñü îò âåðòèêàëè, òî

1

2

3

4 1

2

3

4

x

y y

x

(a) (b)

3

2

1

4

Ðèñ. 2.9. Ôàçà àâòîêîëåáàíèé ñâîáîäíà (a), à ôàçà ñèñòåìû, ñîâåðøà-
þùåé âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, � íåò (b). Òî÷êà ñìåùåíà ñ ïðèòÿãè-

âàþùåé òðàåêòîðèè (æèðíàÿ ëèíèÿ); ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ âîçìóùåííûõ

ñîñòîÿíèÿ ïîêàçàíû ñèìâîëàìè Æ. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ òî÷êè âîç-

âðàùàþòñÿ íà àòòðàêòîð (ñèìâîëû �). Â (a) íà÷àëüíûå è ñîîòâåòñòâó-

þùèå êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ ïîêàçàíû îäíèìè è òåìè æå öèôðàìè; â (b)

êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàþò; îäíà èç òðàåêòîðèé ïîêàçàíà ïóíêòè-

ðîì. Â àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå ôàçà ¾ïîìíèò¿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,

è ïîýòîìó ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé. Ïðè âûíóæäåííûõ êîëåáàíè-

ÿõ, íàîáîðîò, ôàçà ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ, îïðåäåëÿåìîìó

âíåøíåé ñèëîé, è íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

(a) (b)

Ðèñ. 2.10. (a) ×åëîâåê íà êà÷åëÿõ � ýòî àâòîêîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà. (b)
Ìåõàíè÷åñêèå êà÷åëè, äëèíà êîòîðûõ ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè

ñ çàäàííîé ôóíêöèåé âðåìåíè, � ýòî ïðèìåð ñèñòåìû, ñîâåðøàþùåé

âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ.
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âîçíèêàþò êîëåáàíèÿ áîëüøîé àìïëèòóäû (ýòî õîðîøî èçâåñòíûé

ýôôåêò ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ). Ïðè ýòîì ìàÿòíèê íàõî-

äèòñÿ â âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè, êîãäà êàíàò èìååò ìèíèìàëüíóþ

äëèíó, è ìàêñèìàëüíî îòêëîíåí, êîãäà êàíàò èìååò ìàêñèìàëüíóþ

äëèíó. Íà ïåðâûé âçãëÿä îáå ñèñòåìû � àâòîêîëåáàòåëüíûå è âûíó-

æäàåìûå êà÷åëè � êàæóòñÿ âåñüìà ñõîæèìè. Îáå ñèñòåìû äåìîíñòðè-

ðóþò âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé, îäíàêî ìåæäó íèìè åñòü ñóùåñòâåííîå

ðàçëè÷èå. Ýòî ðàçëè÷èå ìîæíî óâèäåòü, åñëè âîçìóòèòü äâèæåíèå

ñèñòåìû, íàïðèìåð, ïîäòîëêíóòü èëè ïðèòîðìîçèòü ìàÿòíèêè, è ïðî-

íàáëþäàòü çà èõ ïîëîæåíèÿìè ÷åðåç äîñòàòî÷íî áîëüøîå âðåìÿ. Ìû

óâèäèì, ÷òî ìàÿòíèê ìåõàíè÷åñêèõ êà÷åëåé íàõîäèòñÿ â òîì æå ïî-

ëîæåíèè, â êîòîðîì îí áûë áû â îòñóòñòâèå âîçìóùåíèÿ, â òî âðåìÿ

êàê àâòîêîëåáàòåëüíûå êà÷åëè ìîãóò áûòü íàéäåíû â ïðîèçâîëüíîì

ïîëîæåíèè, çàâèñÿùåì îò âîçìóùåíèÿ (ñð. ñ ðèñ. 2.9). Äðóãèìè ñëî-

âàìè, ôàçà îáû÷íûõ êà÷åëåé ñâîáîäíà, à ôàçà ìåõàíè÷åñêèõ êà÷åëåé

îïðåäåëÿåòñÿ ôàçîé âíåøíåé ñèëû. Ïîýòîìó, õîòÿ êîëåáàíèÿ îáåèõ

ñèñòåì îïèñûâàþòñÿ çàìêíóòîé êðèâîé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè,11 ìû

èñïîëüçóåì òåðìèí ¾ïðåäåëüíûé öèêë¿ òîëüêî â êîíòåêñòå îïèñàíèÿ

àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, òàêèõ, êàê îáû÷íûå êà÷åëè ñî ñòîÿùèì

÷åëîâåêîì.

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî èìåííî ýòî ñâîéñòâî ôàçû � áûòü ñâîáîä-

íîé � è îïðåäåëÿåò ñïîñîáíîñòü àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ê ñèíõðî-

íèçàöèè. Ñðàâíåíèå äâóõ êà÷åëåé èëëþñòðèðóåò âàæíîñòü ïîíÿòèÿ

àâòîêîëåáàíèé. Ïðàâèëüíî îïðåäåëèâ ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ êî-

ëåáàíèé, ìû ìîæåì ïðåäñêàçàòü, âîçìîæíà ñèíõðîíèçàöèÿ èëè íåò.

Òàê, äâîå àâòîêîëåáàòåëüíûõ êà÷åëåé, ïîäâåøåííûõ ê îáùåé áàëêå,

ò.å. ñëàáî ñâÿçàííûõ, ìîãóò ñèíõðîíèçîâàòüñÿ, åñëè èõ ïàðàìåòðû

áëèçêè. Íàïðîòèâ, êà÷åëè, ðàñêà÷èâàåìûå ïåðèîäè÷åñêèìè ñèëàìè,

íå ñèíõðîíèçóþòñÿ.

2.4 Àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû:
äîïîëíèòåëüíûå ïðèìåðû è
îáñóæäåíèå

Ýòîò ðàçäåë ñîäåðæèò ðàñøèðåííîå îáñóæäåíèå àâòîêîëåáàòåëüíûõ

ñèñòåì. Îí ìîæåò áûòü ïðîïóùåí ÷èòàòåëåì, çíàêîìûì ñ ýòîé òåìîé.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

11 Òî÷íåå ãîâîðÿ, çàìêíóòàÿ êðèâàÿ âûíóæäàåìîé ñèñòåìû åñòü ïîäõîäÿùàÿ

ïðîåêöèÿ òðåõìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ýòîé ñèñòåìû, ãäå âðåìÿ

ÿâëÿåòñÿ òðåòüåé êîîðäèíàòîé.
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ìîäåëè, îïèñàííûå â ðàçäåëå 2.4.2, òàê ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîáõî-

äèìûì âåðíóòüñÿ ê ýòîìó ðàçäåëó ïîçæå.

2.4.1 Òèïè÷íàÿ àâòîêîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà ñ
êîíòóðîì îáðàòíîé ñâÿçè

Ýëåêòðîííûå ãåíåðàòîðû ÿâëÿþòñÿ òðàäèöèîííûì îáúåêòîì èññëå-

äîâàíèÿ ÿâëåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè. Áîëåå òîãî, èìåííî âîçíèêíîâåíèå

ðàäèîñâÿçè è ýëåêòðîíèêè ñòèìóëèðîâàëî áóðíîå ðàçâèòèå â èçó÷å-

íèè ñèíõðîíèçàöèè. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç

óñèëèòåëÿ, äèíàìèêà è ìèêðîôîíà (ðèñ. 2.11). Øèðîêî èçâåñòíî,

÷òî åñëè ïîäíåñòè ìèêðîôîí áëèçêî ê äèíàìèêó, òî â ñèñòåìå ìîãóò

âîçáóäèòüñÿ àâòîêîëåáàíèÿ, êîòîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ ãðîìêèì çâóêîì

îïðåäåëåííîé ÷àñòîòû. Ýòà ñèñòåìà ñîäåðæèò âñå êîìïîíåíòû, ïðè-

ñóùèå ýëåêòðîííûì ãåíåðàòîðàì: óñèëèòåëü, êîëåáàòåëüíûé êîíòóð,

öåïü îáðàòíîé ñâÿçè è èñòî÷íèê ýíåðãèè. Ïðîèçâîëüíûé ìàëûé øóì,

çàðåãèñòðèðîâàííûé ìèêðîôîíîì, óñèëèâàåòñÿ è ïåðåäàåòñÿ äèíà-

ìèêîì, âîçâðàùàåòñÿ íà âõîä óñèëèòåëÿ ÷åðåç ìèêðîôîí è óñèëè-

âàåòñÿ ñíîâà. Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà èç-çà íåëèíåéíîñòè

óñèëèòåëÿ íå íàñòóïèò íàñûùåíèå.

Âíóòðåííèé êîíòóð îáðàòíîé ñâÿçè è äðóãèå òèïè÷íûå êîìïîíåí-

òû àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû íå âñåãäà ìîãóò áûòü ëåãêî èäåíòè-

ôèöèðîâàíû â êîíêðåòíîé ñèñòåìå. Íåêîòîðûå íåäåëèìûå ôèçè÷å-

ñêèå ïîäñèñòåìû ñîâìåùàþò, íàïðèìåð ôóíêöèè, óñèëèòåëÿ è îñ-

öèëëÿòîðà. Òåì íå ìåíåå, ìåõàíèçìû àâòîêîëåáàíèé óíèâåðñàëüíû

è îäèíàêîâû äëÿ ñòîëü ðàçëè÷íûõ ñèñòåì êàê ýëåêòðîííûå ãåíåðà-
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ÍÉËÒÏÆÏÎ

ÄÉÎÁÍÉË

Ðèñ. 2.11. Óñèëèòåëü, äèíàìèê è ìèêðîôîí ñîñòàâëÿþò àâòîêîëåáà-

òåëüíóþ ñèñòåìó. Åñëè ìèêðîôîí íàõîäèòñÿ áëèçêî ê äèíàìèêó, ò.å.

îáðàòíàÿ ñâÿçü äîñòàòî÷íî ñèëüíà, òî ìàëåéøåå âîçìóùåíèå ìîæåò

ïðèâåñòè ê íåæåëàåìîìó âîçáóæäåíèþ àâòîêîëåáàíèé.
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òîðû è êëåòî÷íûå áèîëîãè÷åñêèå ÷àñû, ãåíåðèðóþùèå öèðêàäíûå

ðèòìû. Íåäàâíî áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè ÷àñû òàêæå èìåþò öåïü

îáðàòíîé ñâÿçè â êîòîðîé ðèòìè÷åñêàÿ ýêñïðåññèÿ ãåíîâ Clock ïðèâî-

äèò ê êîëåáàíèÿì êîíöåíòðàöèè ðèáîíóêëåèíîâîé êèñëîòû è áåëêîâ

[Andretic et al. 1999; Glossop et al. 1999; Moore 1999]. Êîíòóð îáðàòíîé

ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ýëåìåíòîì ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Íàëè÷èå

â ýòîì êîíòóðå âðåìåíí�îãî çàïàçäûâàíèÿ ÷àñòî ïðèâîäèò ê âîçáó-

æäåíèþ àâòîêîëåáàíèé. Ìíîãî÷èñëåííûå èíòåðåñíûå ïðèìåðû òàêèõ

êîëåáàíèé â ôèçèîëîãè÷åñêèõ è áèîëîãè÷åñêèõ ïðèìåðàõ ìîãóò áûòü

íàéäåíû â êíèãàõ [Winfree 1980; Ãëàññ è Ìýêè 1988].

2.4.2 Ðåëàêñàöèîííûå àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû çíàêîìèì ÷èòàòåëÿ ñ îñîáûì êëàññîì àâòîêîëå-

áàòåëüíûõ ñèñòåì, êîòîðûå, íà÷èíàÿ ñ ðàííèõ ðàáîò Âàí-äåð-Ïîëÿ

[van der Pol 1926], èçâåñòíû êàê ðåëàêñàöèîííûå àâòîêîëåáà-

òåëüíûå ñèñòåìû. Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿ-

åòñÿ íàëè÷èå äâóõ ìàñøòàáîâ âðåìåíè: â êàæäîì öèêëå êîëåáàíèé

åñòü èíòåðâàëû ìåäëåííîãî è áûñòðîãî äâèæåíèé. Ôîðìà òàêèõ êî-

ëåáàíèé ïîýòîìó î÷åíü äàëåêà îò ñèíóñîèäàëüíîé; îíà ñêîðåå íàïî-

ìèíàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ.12

12 Îòìåòèì, ÷òî èíîãäà ôîðìà êîëåáàíèé ìîæåò ìåíÿòüñÿ ñ èçìåíåíèåì

ïàðàìåòðîâ îñöèëëÿòîðà, òàê ÷òî îäèí è òîò æå ãåíåðàòîð ìîæåò áûòü

ðåëàêñàöèîííûì èëè êâàçèëèíåéíûì, â çàâèñèìîñòè, íàïðèìåð, îò ñîïðî-

òèâëåíèÿ â êîíòóðå.

ÓÂÒÏÓÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ

(a) (b)

ÐÏÒÏÇ ÐÏÒÏÇ

Ðèñ. 2.12. Ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåëàêñàöèîííîãî îñöèëëÿòîðà íàêî-

ïëåíèå � ñáðîñ. (a) Âîäà ìåäëåííî íàïîëíÿåò ñîñóä, ïîêà åå óðîâåíü

íå äîñòèãíåò ïîðîãîâîãî; ýòà ÷àñòü êîëåáàòåëüíîãî öèêëà ìîæåò áûòü

îáîçíà÷åíà êàê ¾íàêîïëåíèå¿. (b) Âîäà âûòåêàåò ÷åðåç ñèôîí è åå

óðîâåíü â ñîñóäå áûñòðî ïîíèæàåòñÿ: îñöèëëÿòîð ¾ñòðåëÿåò¿.
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Ìû íà÷íåì íàøå ðàññìîòðåíèå ðåëàêñàöèîííûõ àâòîêîëåáàíèé ñ

ïðîñòåéøåé ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè [Ïàíîâêî è Ãóáàíîâà 1964], ñõåìà

êîòîðîé ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.12. Îñíîâíîé ýëåìåíò ýòîé ñèñòåìû �

ñîñóä, ìåäëåííî çàïîëíÿåìûé âîäîé. Êîãäà óðîâåíü âîäû äîñòèãàåò

ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, ñîñóä áûñòðî îïîðîæíÿåòñÿ, è íà÷èíàåòñÿ íî-

âûé öèêë êîëåáàíèé; ýíåðãèÿ íàñîñà, îáåñïå÷èâàþùåãî ïîñòîÿííóþ

ïîäà÷ó âîäû, ïðåîáðàçóåòñÿ â êîëåáàíèÿ óðîâíÿ âîäû â ñîñóäå. Òàê

êàê â òå÷åíèå êàæäîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé âîäà ìåäëåííî íàêàïëè-

âàåòñÿ, à çàòåì ïî÷òè ìãíîâåííî óäàëÿåòñÿ èç ñîñóäà, òàêèå ñèñòåìû

÷àñòî íàçûâàþò îñöèëëÿòîðàìè òèïà íàêîïëåíèå � ñáðîñ. Åñëè ìû

ïîñòðîèì ãðàôèê çàâèñèìîñòè óðîâíÿ âîäû â ñîñóäå è ïîòîêà ÷åðåç

ñèôîí îò âðåìåíè (ðèñ. 2.13), òî èíòåðâàëû ìåäëåííûõ è áûñòðûõ

äâèæåíèé áóäóò õîðîøî âèäíû.13

Îïèñàííûé îñöèëëÿòîð � ýòî, êîíå÷íî æå, ìîäåëü�èãðóøêà, íî

îíà îáëàäàåò îñíîâíûìè ÷åðòàìè ðåàëüíûõ ñèñòåì. Ýëåêòðîííûå

ãåíåðàòîðû, èçó÷åííûå Âàí-äåð-Ïîëåì â 1920-õ ãîäàõ [van der Pol

1926], ôóíêöèîíèðóþò î÷åíü ïîõîæèì îáðàçîì. Òàêîé ãåíåðàòîð ñî-

13 Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êðàí ëèøü ñëåãêà îòêðûò, òàê ÷òî îòíîøåíèå èí-

òåðâàëîâ íàêîïëåíèÿ è ñáðîñà, t1=t2, âåëèêî. Êàê áóäåò ïðîèëëþñòðèðîâà-

íî äàëåå, èìåííî òàêîé ðåæèì ÷àñòî èíòåðåñåí â ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ.
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(b)
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(a)

Ðèñ. 2.13. Âðåìåíí�àÿ ýâîëþöèÿ ìåõàíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà òèïà ¾íà-
êîïëåíèå � ñáðîñ¿, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 2.12. Âîäà íàêàïëèâàåòñÿ äî òåõ

ïîð, ïîêà íå äîñòèãíåò ïîðîãîâîãî óðîâíÿ, ïîêàçàííîãî ïóíêòèðíîé

ëèíèåé (a), ïîñëå ÷åãî óðîâåíü âîäû áûñòðî ñïàäàåò äî íóëÿ. Ýòî

ñîîòâåòñòâóåò èìïóëüñó íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè ïîòîêà âîäû ÷åðåç

ñèôîí îò âðåìåíè (b).
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ñòîèò èç áàòàðåè, êîíäåíñàòîðà, ñîïðîòèâëåíèÿ è íåîíîâîé ëàìïû

(ðèñ. 2.14). Âíà÷àëå êîíäåíñàòîð ìåäëåííî çàðÿæàåòñÿ; õàðàêòåðíîå

âðåìÿ ýòîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ åìêîñòüþ è ñîïðîòèâëåíèåì. Ðîñò

íàïðÿæåíèÿ íà êîíäåíñàòîðå àíàëîãè÷åí ïîâûøåíèþ óðîâíÿ âîäû

â íàøåé ìîäåëè�èãðóøêå. Êîãäà íàïðÿæåíèå äîñòèãàåò íåêîòîðîãî

êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ, â ëàìïå âîçíèêàåò ãàçîâûé ðàçðÿä è îíà íà-

÷èíàåò ïðîâîäèòü ýëåêòðè÷åñêèé òîê, ÷òî ñîïðîâîæäàåòñÿ ñâå÷åíè-

åì. Â ðåçóëüòàòå, êîíäåíñàòîð áûñòðî ðàçðÿæàåòñÿ ÷åðåç ëàìïó, åãî

íàïðÿæåíèå ïàäàåò, è ãàçîâûé ðàçðÿä ïðåêðàùàåòñÿ. Ëàìïà âíîâü

ñòàíîâèòñÿ íåïðîâîäÿùåé, è ýòîò ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ ñíîâà è ñíîâà.

Êàê è ïîòîê âîäû èç ñîñóäà, ýëåêòðè÷åñêèé òîê ÷åðåç íåîíîâóþ ëàì-

ïó âîçíèêàåò â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîðîòêèõ èìïóëüñîâ (è, ñî-

îòâåòñòâåííî, êîðîòêèõ âñïûøåê ñâåòà), â òî âðåìÿ êàê íàïðÿæåíèå

èìååò ïèëîîáðàçíóþ ôîðìó. Ãåíåðàòîðû òàêîãî òèïà èñïîëüçóþòñÿ

â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ îñöèëëîãðàôîâ, òåëåâèçîðîâ è êîìïüþòåð-

íûõ äèñïëååâ. Äåéñòâèòåëüíî, ýëåêòðîííûé ëó÷, ôîðìèðóþùèé èçî-

áðàæåíèå íà ýêðàíå, äîëæåí äâèãàòüñÿ ãîðèçîíòàëüíî ñ ïîñòîÿííîé

ñêîðîñòüþ è çàòåì ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî âîçâðàùàòüñÿ; ýòî ðåàëè-

çóåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì ïèëîîáðàçíîãî íàïðÿæåíèÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ

äâèæåíèåì ëó÷à.

Îáùåå ñâîéñòâî ðåëàêñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ � ìåäëåííîå âîç-

ðàñòàíèå (ëèíåéíîå èëè íåò) íåêîòîðîé âåëè÷èíû è åå ñáðîñ ïðè äî-

ñòèæåíèè ïîðîãà � íàáëþäàåòñÿ âî ìíîãèõ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Òàê, íàïðèìåð, ìåõàíèçì, âåñüìà ïîõîæèé íà ãåíåðàöèþ èìïóëüñîâ

ðåëàêñàöèîííûì ãåíåðàòîðîì Âàí-äåð-Ïîëÿ, ìîæåò áûòü âûÿâëåí
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Ðèñ. 2.14. Ñõåìà ðåëàêñàöèîííîãî ãåíåðàòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ (a). Íà-

ïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå âîçðàñòàåò, ïîêà íå äîñòèãíåò ïîðîãîâîãî

çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðîì ëàìïà ñòàíîâèòñÿ ïðîâîäÿùåé. Ïîñëå ýòîãî

êîíäåíñàòîð áûñòðî ðàçðÿæàåòñÿ, ëàìïà âñïûõèâàåò, è íàáëþäàåòñÿ

êîðîòêèé èìïóëüñ òîêà ÷åðåç ëàìïó. Êàæäûé öèêë êîëåáàíèé ñîñòîèò,

òàêèì îáðàçîì, èç ýïîõ íàêîïëåíèÿ è ñáðîñà (b).
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â íåéðîíàõ, ñïîíòàííî ãåíåðèðóþùèõ ïîòåíöèàëû äåéñòâèÿ: åñëè

ê êëåòêå ïîäâåñòè ýëåêòðè÷åñêèé òîê, òî ïîòåíöèàë (íàïðÿæåíèå

ìåæäó òî÷êàìè âíóòðè è âíå êëåòêè) îáû÷íî èçìåíÿåòñÿ ìåäëåí-

íî, íî âðåìÿ îò âðåìåíè îí èçìåíÿåòñÿ î÷åíü áûñòðî, â ðåçóëüòàòå

÷åãî ãåíåðèðóåòñÿ êîðîòêèé, äëèòåëüíîñòüþ ïîðÿäêà 2 ìñ ïîòåíöèàë

äåéñòâèÿ � ñïàéê (spike, ðèñ. 2.15). Ñïàéêè ãåíåðèðóþòñÿ â ìîìåíò

âðåìåíè, êîãäà êëåòî÷íûé ïîòåíöèàë äîñòèãàåò ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ

��50 ìÂ; êëåòêà ïðè ýòîì ðàçðÿæàåòñÿ. Ïîñëå ðàçðÿäà êëåòî÷íûé

ïîòåíöèàë ñáðàñûâàåòñÿ äî ïðèìåðíî �70 ìÂ. Ãåíåðàöèÿ ñïàéêîâ

ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò åìêîñòè êëåòî÷íîé ìåìáðàíû è íåëèíåéíîé çà-

âèñèìîñòè åå ïðîâîäèìîñòè îò íàïðÿæåíèÿ. Åñëè ê êëåòêå ïîäâåäåí

ïîñòîÿííûé òîê, òî ïîòåíöèàëû äåéñòâèÿ ãåíåðèðóþòñÿ ðåãóëÿðíî.

Ìåäëåííîå èçìåíåíèå òîêà èçìåíÿåò ÷àñòîòó ãåíåðàöèè íåéðîíà, òî÷-

íî òàê æå êàê ÷àñòîòà êîëåáàíèé óðîâíÿ âîäû â ìîäåëè íà ðèñ. 2.12

ìîæåò áûòü ïîäñòðîåíà ñ ïîìîùüþ êðàíà. Òàê ðàáîòàþò ñåíñîðíûå

íåéðîíû: èíòåíñèâíîñòü ñòèìóëà êîäèðóåòñÿ ÷àñòîòîé ãåíåðàöèè ïî-

òåíöèàëîâ äåéñòâèÿ. Ïîíèìàíèå ìåõàíèçìîâ âçàèìîäåéñòâèÿ â íåé-

ðîííûõ àíñàìáëÿõ, êîòîðûå ÷àñòî ìîäåëèðóþòñÿ àíñàìáëåì îñöèë-

ëÿòîðîâ òèïà íàêîïëåíèå�ñáðîñ, î÷åíü âàæíî äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷-

íûõ ïðîáëåì íåéðîáèîëîãèè, íàïðèìåð, äëÿ ïðîáëåìû ñâÿçûâàíèÿ

(binding).14

Äðóãîé âàæíûé ïðèìåð � ýòî ñîêðàùåíèÿ ñåðäöà. Èçâåñòíî, ÷òî

èçîëèðîâàííîå ñåðäöå ñîõðàíÿåò ñïîñîáíîñòü ê ðèòìè÷åñêèì ñîêðà-

14 Binding � ýòî ïðîöåññ êîìáèíèðîâàíèÿ ìîçãîì ñâÿçàííîé, íî ïðîñòðàí-

ñòâåííî ðàñïðåäåëåííîé èíôîðìàöèè, íàïðèìåð, äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðà-

çîâ.
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Ðèñ. 2.15. Âíóòðèêëåòî÷íûé ïîòåíöèàë íåéðîíà ìåäëåííî âîçðàñòà-

åò äî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ (��53 ìÂ â ïîêàçàííîì çäåñü ïðèìåðå),

à çàòåì, ïîñëå êîðîòêîãî èìïóëüñà, ñáðàñûâàåòñÿ. Ñõåìàòè÷åñêè ïî

[Hopfield 1994].
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ùåíèÿì in vitro: åñëè äåèííåðâèðîâàííîå ñåðäöå ñíàáæàåòñÿ ôèçèî-

ëîãè÷åñêèì ðàñòâîðîì, îáîãàùåííûì êèñëîðîäîì, ÷åðåç àðòåðèþ, òî

àêòèâíîñòü ïåéñìåêåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà � ñèíîàòðèàëüíîãî óçëà �

ïðîäîëæàåò âûçûâàòü ñîêðàùåíèÿ. Êîíå÷íî, òàêàÿ ñèñòåìà ñóùå-

ñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñåðäöà in vivo,15 òåì íå ìåíåå, ìû ìîæåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü îáå ñèñòåìû êàê àâòîêîëåáàòåëüíûå. Ãîâîðÿ î íîðìàëü-

íîì ñåðäå÷íîì ðèòìå ìû ðàññìàòðèâàåì âñþ ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòóþ

ñèñòåìó êàê åäèíûé îñöèëëÿòîð, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå êîí-

òóðû óïðàâëåíèÿ ñî ñòîðîíû àâòîíîìíîé íåðâíîé ñèñòåìû è âñå

ìîçãîâûå öåíòðû, ó÷àâñòâóþùèå â ðåãóëÿöèè ñåðäå÷íîãî ðèòìà. Ìû

ïîíèìàåì, ÷òî ýòà ñèñòåìà ïîäâåðæåíà âîçäåéñòâèþ äðóãèõ ôèçèî-

ëîãè÷åñêèõ ðèòìîâ, â ïåðâóþ î÷åðåäü äûõàíèÿ, è ÷òî åå íåâîçìîæíî

èçîëèðîâàòü ïîëíîñòüþ. Òåì íå ìåíåå, ÿñíî, ÷òî ýòè äðóãèå ðèòìû

íå ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé ñåðäöåáèåíèé, à ñêîðåå èãðàþò ðîëü èõ âîç-

ìóùåíèÿ. Ñåðäöå ñïîñîáíî ãåíåðèðîâàòü ñâîé ðèòì ñàìîñòîÿòåëüíî,

íåñìîòðÿ íà ýòè âîçìóùåíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü

ýòó ñèñòåìó àâòîêîëåáàòåëüíîé.

Îòìåòèì, ÷òî, åñëè ìû ðàññìîòðèì ôóíêöèîíèðîâàíèå ñåðäöà áî-

ëåå äåòàëüíî, òî îáíàðóæèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ

àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì (ïåéñìåêåðîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà),

êîòîðûå â íîðìå ñèíõðîíèçîâàíû ìåæäó ñîáîé. Ðàññìîòðåíèå íà

åùå áîëåå íèçêîì óðîâíå ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäûé ïåéñìåêåð, â ñâîþ

î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíñàìáëü ãåíåðèðóþùèõ ðèòì êëåòîê,

êîòîðûå ñèíõðîíèçóþò ñâîè ïîòåíöèàëû äåéñòâèÿ, ÷òîáû èíèöèè-

ðîâàòü ñîêðàùåíèå ñåðäöà. Òàêèì îáðàçîì, ÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè

èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ôóíêöèîíèðîâàíèè ñåðäöà, è ïîýòîìó ìû åùå

íåñêîëüêî ðàç âåðíåìñÿ ê ýòîìó âàæíîìó ïðèìåðó (ñì. ðàçäåëû 3.3.2

è 4.1.6).

15 Òàê, íàïðèìåð, ÷àñòîòà ñîêðàùåíèé ñåðäöà in vitro âûøå è âàðèàáåëü-

íîñòü èíòåðâàëîâ ìåæäó ñîêðàùåíèÿìè íèæå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà-

÷åíèÿ äëÿ ñåðäöà in vivo.



Ãëàâà 3

Ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
àâòîêîëåáàíèé âíåøíåé
ñèëîé

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîñòåéøåìó ñëó÷àþ ñèíõðîíèçàöèè: çàõâàòó

÷àñòîòû ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé âíåøíåé ñèëîé. Ýòó ñèòóà-

öèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îñîáûé ñëó÷àé âçàèìîäåéñòâèÿ ìà-

ÿòíèêîâûõ ÷àñîâ, îïèñàííîãî â ãëàâå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçü

ìåæäó ÷àñàìè � îäíîíàïðàâëåííàÿ, ò.å. îäíè ÷àñû âîçäåéñòâóþò íà

äðóãèå, íî íå íàîáîðîò. Ýòî è áóäåò ñëó÷àåì âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ,

êîòîðûé ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì íèæå. Îäíîíàïðàâëåííàÿ ñâÿçü �

ýòî íå òîëüêî óïðîùåíèå, ïîçâîëÿþùåå äàòü áîëåå ÿñíîå îïèñàíèå

ñèíõðîíèçàöèè, íî è ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíîæåñòâó ðåàëüíûõ

ñèòóàöèé. Âîçìîæíî, íàèëó÷øèì ïðèìåðîì ñëóæàò íå ìàÿòíèêîâûå,

à ñîâðåìåííûå ÷àñû, óïðàâëÿåìûå ïî ðàäèî. Âðåìÿ îò âðåìåíè èõ õîä

êîððåêòèðóåòñÿ ñèãíàëîì îò ñâåðõòî÷íûõ ÷àñîâ, è ïîýòîìó îíè ïî-

êàçûâàþò âðåìÿ ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ. Ìû óæå óïîìèíàëè ïðèìåðû

èç æèâîé ïðèðîäû: áèîëîãè÷åñêèå ÷àñû, çàäàþùèå öèðêàäíûé ðèòì

êëåòîê è îðãàíèçìîâ, óïðàâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé, âîçíèêàþ-

ùåé âñëåäñòâèå âðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã ñâîåé îñè è âîêðóã Ñîëíöà.

ßñíî, ÷òî ýòî âîçäåéñòâèå � îäíîíàïðàâëåííîå. Íèæå ìû îáñóäèì è

ðÿä äðóãèõ ïðèìåðîâ.

Íà÷íåì ìû ñ ðàññìîòðåíèÿ êâàçèëèíåéíûõ àâòîêîëåáàíèé, íà êî-

òîðûå äåéñòâóåò ñèíóñîèäàëüíàÿ ñèëà. Íà ýòîì ïðèìåðå ìû îáúÿñ-

íèì, â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ çàõâàò ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëîé, è ïîäðîáíî

ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ôàçîé è ÷àñòîòîé ñèñòåìû ïðè ïåðå-
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õîäå ê ñèíõðîíèçàöèè. Çàòåì ìû îïèøåì ìåòîä ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî

íàáëþäåíèÿ; â äàëüíåéøåì îí áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè èçó÷åíèè

ñèíõðîíèçàöèè ñèëüíî íåëèíåéíûõ ñèñòåì, çàõâàòà ÷àñòîòû ïåðèî-

äè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ, à òàêæå ñèíõðîíèçàöèè

ïîðÿäêà n : m. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì îñîáåííîñòè ñèíõðîíèçàöèè

ðåëàêñàöèîííûõ àâòîêîëåáàíèé è ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ çà-

õâàòîì ÷àñòîòû â ïðèñóòñòâèè øóìà. Ïî õîäó èçëîæåíèÿ áóäóò

ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïðèìåðû. Íàêîíåö, ìû

îáñóäèì íåêîòîðûå ÿâëåíèÿ, èìåþùèå îòíîøåíèå ê ñèíõðîíèçàöèè,

òàêèå êàê õàîòèçàöèÿ è ïîäàâëåíèå àâòîêîëåáàíèé ñèëüíûì âíåø-

íèì âîçäåéñòâèåì, à òàêæå ýôôåêò äåéñòâèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû íà

âîçáóäèìûå ñèñòåìû è ÿâëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà.

3.1 Ñëàáîå âîçäåéñòâèå íà
êâàçèëèíåéíûå àâòîêîëåáàíèÿ

Ìû ïîäðîáíî îáñóäèëè àâòîíîìíûå àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû. Òå-

ïåðü ìû ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ íèìè ïðè ñëàáîì âíåøíåì

âîçäåéñòâèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüìåì ÷àñû ñ ìàÿòíèêîì èç

ìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà è ïîìåñòèì èõ âáëèçè ýëåêòðîìàãíèòà, ïè-

òàåìîãî ïåðåìåííûì òîêîì. Â ýòîé ñèòóàöèè àâòîêîëåáàíèÿ ÷àñîâ

âîçìóùàþòñÿ ñëàáûì ïåðåìåííûì ìàãíèòíûì ïîëåì. Ìîæíî òàêæå

ïåðèîäè÷åñêè äâèãàòü ââåðõ-âíèç ñàìè ÷àñû èëè æå ïåðèîäè÷åñêè

óäàðÿòü ïî ìàÿòíèêó.

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäñòàâëåíèÿ íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà àâòîêîëåáà-

íèÿ êâàçèëèíåéíû, x(t) = A sin(!0t+�0), ñ ÷àñòîòîé !0 è àìïëèòóäîé

A, à âíåøíÿÿ ñèëà � ãàðìîíè÷åñêàÿ ñ ÷àñòîòîé !, ò.å. îíà èìååò âèä

" cos(!t + ��e), ãäå �e(t) = !t + ��e � ôàçà ñèëû, à " � åå àìïëèòóäà.

Âàæíî, ÷òî ÷àñòîòà ñèëû ! â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ îò ÷àñòîòû

àâòîêîëåáàíèé !0, ïîñëåäíþþ ìû áóäåì íàçûâàòü àâòîíîìíîé ÷à-

ñòîòîé. Ðàçíîñòü ìåæäó ÷àñòîòàìè !�!0 íàçûâàåòñÿ ðàññòðîéêîé.

×òî ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå òàêîãî ñëàáîãî âîçäåéñòâèÿ? Â îáùåì

ñëó÷àå ìîæíî îæèäàòü, ÷òî âíåøíÿÿ ñèëà ìåíÿåò êàê àìïëèòóäó,

òàê è ôàçó àâòîêîëåáàíèé. Îäíàêî, êàê óæå îáñóæäàëîñü â ðàçäå-

ëå 2.2, àìïëèòóäà óñòîé÷èâà, à ôàçà íåéòðàëüíà (íè óñòîé÷èâà, íè

íåóñòîé÷èâà). Ïîýòîìó ñëàáàÿ ñèëà ìîæåò èçìåíèòü òîëüêî ôàçó, íî

íå àìïëèòóäó (ñì. ðèñ. 2.3b). Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñêîíöåíòðè-

ðîâàòüñÿ íà äèíàìèêå ôàçû.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû ïðîäîëæàåì èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå ôàçû,

êîòîðîå áûëî ââåäåíî äëÿ àâòîíîìíûõ êîëåáàíèé. Ìû íå ïåðåîïðå-
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äåëÿåì ôàçó ïðè íàëè÷èè ñèëû. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ôàçîé è ïîëî-

æåíèåì íà ïðåäåëüíîì öèêëå îñòàåòñÿ ñòàðûì (ñì. ðèñ. 2.5). Ïîýòîìó

ïîä âíåøíèì âîçäåéñòâèåì ôàçà â îáùåì ñëó÷àå áóäåò âðàùàòüñÿ íå

ðàâíîìåðíî, à áîëåå ñëîæíûì îáðàçîì.

3.1.1 Àâòîíîìíûå àâòîêîëåáàíèÿ è ñèëà âî
âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì êâàçèëèíåéíûå àâòîêîëåáàíèÿ.

Êàê áûëî îïèñàíî âûøå, ïðåäåëüíûé öèêë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

îêðóæíîñòü, è ôàçîâàÿ òî÷êà âðàùàåòñÿ ïî íåìó ðàâíîìåðíî ñ óãëî-

âîé ñêîðîñòüþ !0. Óäîáíî èçó÷àòü ôàçîâóþ äèíàìèêó âûíóæäåííûõ

êîëåáàíèé â íîâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ â òîì æå íàïðàâëå-

íèè (ïóñòü ýòî áóäåò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ,

ðàâíîé ÷àñòîòå âíåøíåé ñèëû !.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà îáñóäèì, êàê àâòîíîìíûå àâòîêîëåáàíèÿ

âûãëÿäÿò â ýòîé íîâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Äðóãèìè ñëîâàìè, âðåìåííî

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àìïëèòóäà ñèëû ðàâíà íóëþ (" = 0). ßñíî,

÷òî â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ! è !0, òî÷êà â íîâîé

ñèñòåìå îòñ÷åòà ëèáî ïðîäîëæàåò âðàùàòüñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè

(ïðè !0 > !), ëèáî ñòîèò íà ìåñòå (ïðè !0 = !), ëèáî âðàùàåòñÿ

â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè (ïðè !0 < !), êàê ïîêàçàíî íà

ðèñ. 3.1. Ïîëîæåíèå òî÷êè ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ðàçíîñòüþ ôàç

���e, êîòîðàÿ ðàñòåò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ !0�!, ïîñòîÿííà, èëè
óáûâàåò ñî ñêîðîñòüþ !0�!. Ïîñêîëüêó àìïëèòóäà ñèëû ðàâíà íóëþ,

ââåäåíèå âåëè÷èíû �� �e êàæåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä èçëèøíèì. Íî

ìû çíàåì, ÷òî êîãäà-íèáóäü ñèëà áóäåò ¾âêëþ÷åíà¿, è òîãäà ðàçíîñòü

ôàç �� �e ñòàíåò î÷åíü âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé äâèæåíèÿ.

φ − φe φ − φe φ − φe

    > ω ω     = ω0 ω0     < ω
ω0 ω0

ω0

− ω

(a) (b) (c)

− ω

Ðèñ. 3.1. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ ñ ÷àñòîòîé !, àâòîêîëåáà-

íèÿì ñîîòâåòñòâóåò âðàùàþùàÿñÿ (a è c) èëè íåïîäâèæíàÿ (b) òî÷êà, â

çàâèñèìîñòè îò ðàññòðîéêè !0 � !. Ïîëîæåíèå òî÷êè õàðàêòåðèçóåòñÿ

óãëîâîé ïåðåìåííîé � � �e, êîòîðàÿ ðàñòåò (a), ïîñòîÿííà (b) èëè

óáûâàåò (c).
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Íàïîìíèì ÷èòàòåëþ èíòåðïðåòàöèþ äèíàìèêè ôàçû êàê äâèæå-

íèÿ ëåãêîé ÷àñòèöû â âÿçêîé æèäêîñòè; ýòó àíàëîãèþ ìû óæå îá-

ñóæäàëè â ðàçäåëå 2.2.2, ìû áóäåì àêòèâíî èñïîëüçîâàòü åå è â

äàëüíåéøåì. Â îòñóòñòâèå ðàññòðîéêè, !0 = !, ôàçîâàÿ òî÷êà âî

âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå ïîêîèòñÿ; ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü íàõîäÿùåé-

ñÿ â ïîêîå íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ÷àñòèöåé (ñì. ðèñ. 2.4c).

Ðàâíîìåðíûé ðîñò èëè óáûâàíèå ðàçíîñòè ôàç ���e â ñëó÷àå íåíó-
ëåâîé ðàññòðîéêè, ò.å. ïðè !0 6= !, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñêîëüæåíèåì

÷àñòèöû âíèç ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè;1 â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòî ãîâîðÿò

î äâèæåíèè ÷àñòèöû â íàêëîííîì ïîòåíöèàëå. Òàêàÿ ÷àñòèöà ïîêà-

çàíà íà ðèñ. 3.2a äëÿ ñëó÷àÿ !0 > !, ïðè îáðàòíîì çíàêå ðàññòðîéêè

ïëîñêîñòü íàêëîíåíà â äðóãóþ ñòîðîíó, òàê ÷òî ðàçíîñòü ôàç �� �e
ñî âðåìåíåì óáûâàåò.

Òåïåðü ïðèøëî âðåìÿ âêëþ÷èòü ñèëó, ò.å. ïîëîæèòü " 6= 0. Â ñèñòå-

ìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ !, ñèëà " cos(!t+ ��e),

îñöèëëèðóþùàÿ ñ ÷àñòîòîé !, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì âåêòîðîì2

äëèíû ", äåéñòâóþùèì ïîä íåêîòîðûì óãëîì �
0.3 Ðåçóëüòàò äåé-

ñòâèÿ ñèëû íà ôàçîâóþ òî÷êó íà öèêëå çàâèñèò îò ðàçíîñòè ôàç

� � �e (ðèñ. 3.3a). Â ñàìîì äåëå, â òî÷êàõ 1 è 2 ñèëà íàïðàâëåíà

ïåðïåíäèêóëÿðíî ê òðàåêòîðèè, è ïîýòîìó îíà íå ìîæåò ñäâèíóòü

1 Ïðè ïîñòîÿííîé ñèëå òàêàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.
2 Òî÷íåå ãîâîðÿ, ñèëà âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì

âåêòîðîì è âåêòîðîì, âðàùàþùèìñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå ñ ÷àñòîòîé 2!.

Ïîñêîëüêó ýòè âðàùåíèÿ ãîðàçäî áûñòðåå äâèæåíèÿ òî÷êè (2! � j!0�!j),
âëèÿíèåì ýòîãî âòîðîãî âåêòîðà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê êàê îí äåéñòâó-

åò ïîïåðåìåííî â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ, è ýòè âîçäåéñòâèÿ ïðàêòè÷åñêè

ãàñÿò äðóã äðóãà.
3 Ýòîò óãîë çàâèñèò îò íà÷àëüíîé ôàçû ñèëû ��e è îò òîãî, êàê îíà äåéñòâóåò

íà îñöèëëÿòîð; îáû÷íî ïðè êâàçèëèíåéíûõ àâòîêîëåáàíèÿõ �0 = ��e+�=2,

ñì. ðàçäåë 7.2.

×ÒÅÍÑ

e

(b)(a)

φ−φe

φ−φ

Ðèñ. 3.2. (a) ×àñòèöà, ñêîëüçÿùàÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïî íàêëîí-

íîé ïëîñêîñòè, èçîáðàæàåò äèíàìèêó ôàçû íà ïðåäåëüíîì öèêëå âî

âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà; çäåñü èçîáðàæåí ñëó÷àé ïîëîæèòåëüíîé

ðàññòðîéêè (!0 > !). Ôàçà êîëåáàíèé ðàñòåò ëèíåéíî ïî âðåìåíè (b).
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ôàçó àâòîêîëåáàíèé. Â òî÷êàõ 3 è 4 åå âëèÿíèå ìàêñèìàëüíî, à â

òî÷êàõ 5�8 íàáëþäàåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûé ýôôåêò. Îòìåòèì, ÷òî â

íåêîòîðûõ òî÷êàõ ñèëà äåéñòâóåò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à â äðóãèõ

� ïðîòèâ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷êè 1 è 2 îòâå÷àþò óñòîé÷èâîìó è

íåóñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 3.3a). Èñïîëüçóÿ ñíîâà

àíàëîãèþ ñ äâèæåíèåì ëåãêîé ÷àñòèöû íà ïëîñêîñòè, ìîæíî ñêàçàòü,

÷òî ñèëà ïðèâîäèò ê èñêðèâëåíèþ ïîâåðõíîñòè (ïîòåíöèàëà), ïðè÷åì

ìèíèìóì è ìàêñèìóì ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâîìó è íåóñòîé÷èâîìó

ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 3.3b). Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå ìîæíî

ñêàçàòü, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ �0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, â

òî âðåìÿ êàê ôàçà àâòîíîìíûõ àâòîêîëåáàíèé óñòîé÷èâà íåéòðàëüíî,

íî íå àñèìïòîòè÷åñêè (ñì. ðèñ. 2.4c).

Ïðîìåæóòî÷íîå ïîäâåäåíèå èòîãîâ

Ìû îïèñàëè, êàê âëèÿíèå ðàññòðîéêè è ñèëû ïðîÿâëÿåòñÿ âî âðàùà-

þùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà. Îíî âêðàòöå ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó.

Ðàññòðîéêà áåç ñèëû îòâå÷àåò âðàùåíèþ ôàçîâîé òî÷êè ñ óãëî-

âîé ñêîðîñòüþ !0 � !. Ýòî ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü êàê ñî-

ñêàëüçûâàíèå ÷àñòèöû ïî íàêëîííîé ïëîñêîñòè, íàêëîí êîòîðîé

ïðîïîðöèîíàëåí ðàññòðîéêå.

φ0

φ0 φ0

53

e

7

2

8 4

6

1

φ − φ

(b)(a)

+ π 2π0

Ðèñ. 3.3. (a) Ñëàáàÿ âíåøíÿÿ ñèëà íå ìîæåò èçìåíèòü àìïëèòóäó

ïðåäåëüíîãî öèêëà, íî ìîæåò ñäâèíóòü ôàçó àâòîêîëåáàíèé �. Âëèÿíèå

ñèëû çàâèñèò îò ðàçíîñòè ôàç � � �e: â òî÷êàõ 3 è 4 ýòî âëèÿíèå

ìàêñèìàëüíî, à â òî÷êàõ 1 è 2 ñèëà äåéñòâóåò ïî ðàäèóñó è ïîýòîìó

íå ñäâèãàåò ôàçîâóþ òî÷êó âäîëü öèêëà. Îòìåòèì, ÷òî â îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè 2 ñèëà äåéñòâóåò òàê, ÷òî ôàçà óäàëÿåòñÿ îò ïîëîæåíèÿ 2.

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, â îêðåñòíîñòè òî÷êè 1 ñèëà ïðèäâèãàåò

ôàçó ê ýòîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âíåøíÿÿ ñèëà ñî-

çäàåò óñòîé÷èâîå (îêðóæíîñòü â òî÷êå 1) è íåóñòîé÷èâîå (ïóíêòèðíàÿ

îêðóæíîñòü â òî÷êå 2) ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà öèêëå. Ýòè ñîñòîÿíèÿ

ðàâíîâåñèÿ ïîêàçàíû òàêæå íà ðèñóíêå (b) (ñð. ñ ðèñ. 2.4c).
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Ñèëà áåç ðàññòðîéêè ñîçäàåò íà öèêëå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷è-

âîå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â äðóãîì ïðåäñòàâëåíèè (ðèñ. 3.3b)

� ñèëà ñîçäàåò íåîäíîðîäíûé, ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñ ìè-

íèìóìîì è ìàêñèìóìîì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñîâìåñòíîå äåéñòâèå îáîèõ ôàêòîðîâ � ñèëû è

ðàññòðîéêè � è îïðåäåëèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèëà ìîæåò ñèíõðî-

íèçîâàòü îñöèëëÿòîð.

3.1.2 Çàõâàò ôàçû è ÷àñòîòû

Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ íóëåâîé ðàññòðîéêè, ò.å. ñî ñëó÷àÿ,

êîãäà ÷àñòîòà ñèëû ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé ñîáñòâåííûõ àâòîêîëåáà-

íèé. Èç ðèñ. 3.3 ñðàçó âèäíî, ÷òî ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò: êàêàÿ áû

íè áûëà íà÷àëüíàÿ ðàçíîñòü ôàç � � �e,
4 ôàçîâàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ

â ñòîðîíó óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 3.3a), òàê ÷òî â

êîíöå êîíöîâ � = �e + �
0, ò.å. ôàçà àâòîêîëåáàíèé çàõâàòûâàåòñÿ

ñèëîé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çàõâàò ïðîèñõîäèò ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîé

ñèëå. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ñèíõðîííûé ðåæèì óñòàíàâëèâàåòñÿ çà

î÷åíü áîëüøîå âðåìÿ. Ýòîò ñëó÷àé äîâîëüíî òðèâèàëåí, ïîñêîëüêó

÷àñòîòû àâòîêîëåáàíèé è ñèëû ñ ñàìîãî íà÷àëà ñîâïàäàþò, òàê ÷òî

ñèíõðîíèçàöèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â óñòàíîâëåíèè îïðåäåëåííîãî

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôàçàìè.

Ïóñòü òåïåðü ÷àñòîòà ñèëû îòëè÷àåòñÿ îò ÷àñòîòû àâòîíîìíûõ

àâòîêîëåáàíèé, äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü !0 > !. Ñèëà è

ðàññòðîéêà äåéñòâóþò â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ: ñèëà ñòðå-

ìèòñÿ ñäåëàòü ôàçû � è �e + �
0 îäèíàêîâûìè (ôàçîâàÿ òî÷êà ñòðå-

ìèòñÿ ê ìèíèìóìó ïîòåíöèàëà), â òî âðåìÿ êàê ðàññòðîéêà ðàçâîäèò

èõ äðóã îò äðóãà. Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàññòðîéêîé

!0 � ! è àìïëèòóäîé ñèëû " ïîáåæäàåò òà èëè èíàÿ òåíäåíöèÿ. Â

ðåçóëüòàòå óñòàíàâëèâàåòñÿ îäèí èç äâóõ âîçìîæíûõ ðåæèìîâ; ìû

îïèøåì èõ íèæå, ïîëàãàÿ " ïîñòîÿííûì è ìåíÿÿ ðàññòðîéêó.

Ìàëàÿ ðàññòðîéêà: ñèíõðîíèçàöèÿ

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì âëèÿíèå âíåøíåé ñèëû íà ìåäëåííî âðàùà-

þùóþñÿ ôàçîâóþ òî÷êó (ðèñ. 3.4). Êàê ìû óæå çíàåì, âîçäåéñòâèå

çàâèñèò îò ðàçíîñòè ���e. Â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ñèëà óñêîðÿåò âðàùå-

íèå, à â äðóãèõ çàìåäëÿåò åãî. Ïðè îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè ðàçíîñòè

ôàç �� = �� �e � �0 (ñì. òî÷êó 1 íà ðèñ. 3.4) ñèëà óðàâíîâåøèâàåò
4 Íàïîìíèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ ôàçà êîëåáàíèé ïðîèçâîëüíà.
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âðàùåíèå è îñòàíàâëèâàåò åãî. Â ðåçóëüòàòå ÷àñòîòà âûíóæäàåìûõ

àâòîêîëåáàíèé (ìû îáîçíà÷àåì åå ÷åðåç 
 è íàçûâàåì íàáëþäàåìîé

÷àñòîòîé) ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ÷àñòîòå ñèëû, 
 = !, à ìåæäó ôà-

çàìè óñòàíàâëèâàåòñÿ óñòîé÷èâîå ñîîòíîøåíèå. Ìû íàçûâàåì òàêîå

äâèæåíèå ñèíõðîíèçîâàííûì.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ñèíõðîíèçàöèè ôàçû íå ñîâïàäàþò, íî èõ

ðàçíîñòü ïîñòîÿííà, � � �e = �
0 + ��; óãîë �� íàçûâàþò ñäâèãîì

ôàçû. Çàõâàò ÷àñòîòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü è ïî-äðóãîìó: ñèëà ñîçäàåò

ìèíèìóìû â íàêëîííîì ïîòåíöèàëå (ðèñ. 3.5) è ÷àñòèöà çàõâàòûâà-

åòñÿ â îäíîì èç íèõ.5 Ñóùåñòâóåò è âòîðàÿ òî÷êà, ãäå ñèëà êîìïåíñè-

ðóåò âðàùåíèå ðàçíîñòè ôàç (òî÷êà 2 íà ðèñ. 3.4), íî ýòî ñîñòîÿíèå

íåóñòîé÷èâî; îíî ñîîòâåòñòâóåò íàõîæäåíèþ ÷àñòèöû â ëîêàëüíîì

ìàêñèìóìå ïîòåíöèàëà.

Áîëüøàÿ ðàññòðîéêà: êâàçèïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå

Åñëè ðàññòðîéêà ïðåâûøàåò íåêîòîðûé ïîðîã, òî ñèëà óæå íå ìîæåò

îñòàíîâèòü âðàùåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðåíèå ðèñ. 3.4 ïîêàçû-

âàåò, ÷òî ñ ðîñòîì ðàññòðîéêè (ò.å. ñ ðîñòîì ñêîðîñòè âðàùåíèÿ), ñî-

ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñäâèãàþòñÿ â ñòîðîíó òî÷êè 3, ãäå çàìåäëÿþùåå

5 Îòìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàë òåïåðü íå 2�-ïåðèîäè÷åñêèé, ïîñêîëüêó íàïðà-

âëåíèÿ ïî è ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íå ýêâèâàëåíòíû âñëåäñòâèå âðàùå-

íèÿ.

1

φ0

∆φ
3

2

Ðèñ. 3.4. Ìàëàÿ ðàññòðîéêà. Âðàùåíèå ôàçîâîé òî÷êè âîçìóùàåòñÿ

âíåøíåé ñèëîé, êîòîðàÿ óñêîðÿåò èëè çàìåäëÿåò åãî â çàâèñèìîñòè îò

ðàçíîñòè ôàç ���e. Âðàùåíèå îáîçíà÷åíî ñòðåëêîé âíóòðè êðóãà; çäåñü
îíî ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò !0 > !. Â

òî÷êå 1 âðàùåíèå êîìïåíñèðóåòñÿ ñèëîé. Ýòà òî÷êà ñòàíîâèòñÿ óñòîé-

÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ. Íåóñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ �

â òî÷êå 2 (ñð. ñ ðèñ. 3.3a). Ôàçîâàÿ òî÷êà îñòàíàâëèâàåòñÿ ñèëîé, â ðå-

çóëüòàòå ÷åãî óñòàíàâëèâàåòñÿ óñòîé÷èâûé ñäâèã ôàç ��. Âîçìîæíûå

çíà÷åíèÿ �� ëåæàò â èíòåðâàëå ��=2 < �� < �=2.
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äåéñòâèå ñèëû ìàêñèìàëüíî. Â êîíöå êîíöîâ óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷è-

âîå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòàëêèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò, è ôàçîâàÿ òî÷êà

íà÷èíàåò âðàùàòüñÿ ñ òàê íàçûâàåìîé ÷àñòîòîé áèåíèé 
b. Â òåð-

ìèíàõ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, ñèëà ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ïîòåíöèàëà,

íî íå ñîçäàåò ìèíèìóìû (ðèñ. 3.6a). Ïîýòîìó ÷àñòèöà ñîñêàëüçûâàåò

âíèç, íî åå ñêîðîñòü (è, ñîîòâåòñòâåííî, ðîñò ôàçû) íå ïîñòîÿííà

(ðèñ. 3.6b).

Õîòÿ ïðè äàííîé ðàññòðîéêå âíåøíÿÿ ñèëà íåäîñòàòî÷íà äëÿ

ñèíõðîíèçàöèè, îíà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà äèíàìèêó: ñèëà äåëà-

åò âðàùåíèå íåðàâíîìåðíûì è â ñðåäíåì çàìåäëÿåò åãî, òàê ÷òî

e

2π

(a) (b)

×ÒÅÍÑφ−φ

φ−φ

e

Ðèñ. 3.5. Ìàëàÿ ðàññòðîéêà. Âíåøíÿÿ ñèëà ñîçäàåò ìèíèìóìû â íà-

êëîííîì ïîòåíöèàëå (a) è ÷àñòèöà ðàñïîëàãàåòñÿ â îäíîì èç íèõ. Ýòî

ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîé ïîñòîÿííîé ðàçíîñòè ôàç, �� �e = �
0 +��

(b).

e

2π
2π

(a) (b)

×ÒÅÍÑφ−φ

φ−φ

e

Ðèñ. 3.6. Áîëüøàÿ ðàññòðîéêà. Ñèëà íå ìîæåò çàõâàòèòü ÷àñòèöó:

ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà íåò è ÷àñòèöà ñîñêàëüçûâàåò âíèç

(a). Äîïîðîãîâàÿ ñèëà ìîäóëèðóåò ñêîðîñòü ÷àñòèöû, ïîýòîìó ðàçíîñòü

ôàç ðàñòåò íåðàâíîìåðíî (b). Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ðîñòà, ïîêàçàííàÿ

øòðèõîâîé ëèíèåé, äàåò ÷àñòîòó áèåíèé. Èç (a) âèäíî, ÷òî ïåðèîä

âðàùåíèÿ (ïîêàçàííîãî äâóìÿ øòðèõîâûìè ëèíèÿìè) ñîâïàäàåò ñ ïå-

ðèîäîì ìîäóëÿöèè.
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b < !0 � !.6 Ýòî çàìåäëåíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ÷àñòèöà ïî÷òè

îñòàíàâëèâàåòñÿ â òî÷êàõ, ãäå íàêëîí ïîòåíöèàëà ìèíèìàëåí.

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, âèäèì, ÷òî àâòîêîëå-

áàíèÿ èìåþò ÷àñòîòó ! + 
b < !0 è ðîñò ôàçû ìîäóëèðîâàí ñ

÷àñòîòîé áèåíèé 
b. Òàêîå äâèæåíèå, õàðàêòåðèçóþùååñÿ äâóìÿ ÷à-

ñòîòàìè (! + 
b è 
b), íàçûâàåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèì. Áîëåå

òî÷íî, äâèæåíèå � êâàçèïåðèîäè÷åñêîå, åñëè îòíîøåíèå (!+
b)=
b

èððàöèîíàëüíî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé ñèòóàöèåé.

Ïîäâåäåì èòîãè: åñëè ðàññòðîéêà ìàëà, òî äàæå ìàëàÿ ñèëà ìîæåò

ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà è ê çàõâàòó

÷àñòîòû àâòîêîëåáàíèé. ×åì áîëüøå ðàññòðîéêà, òåì á�îëüøàÿ ñèëà

òðåáóåòñÿ äëÿ ñèíõðîíèçàöèè.

Çàõâàò ÷àñòîòû. Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè

Ìû âèäåëè, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîé àìïëèòóäå ñèëû " ÷àñòîòà àâòî-

êîëåáàíèé çàâèñèò îò ðàññòðîéêè !0 � !. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé

6 Íàïîìíèì ÷èòàòåëþ, ÷òî àâòîíîìíûå àâòîêîëåáàíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ âî

âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà òî÷êîé, âðàùàþùåéñÿ ñ ÷àñòîòîé !0 � !

(ñì. ðèñ. 3.1) è ÷òî äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñëó÷àé

ïîëîæèòåëüíûõ ðàññòðîåê, !0 > !.

0

ω

(a)

0 ω0 ω

Ω − ω
Ω − ω

ω

ω

ε

ε

ω

(c)(b)

Ðèñ. 3.7. (a) Ðàçíîñòü ÷àñòîòû âûíóæäàåìûõ àâòîêîëåáàíèé 
 è ÷à-

ñòîòû âíåøíåé ñèëû ! êàê ôóíêöèÿ ! ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè àìïëè-

òóäû ñèëû ". Âáëèçè ÷àñòîòû àâòîíîìíûõ àâòîêîëåáàíèé !0 ðàçíîñòü


 � ! â òî÷íîñòè ðàâíà íóëþ; ýòî íàçûâàþò çàõâàòîì ÷àñòîòû.

Ïðè âûõîäå èç ñèíõðîíèçàöèè ÷àñòîòà âûíóæäàåìûõ àâòîêîëåáàíèé

âñå ðàâíî îòëè÷àåòñÿ îò !0 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü

!0 � ! îò !): ñèëà ñëèøêîì ñëàáà ÷òîáû çàõâàòèòü àâòîêîëåáàíèÿ,

íî îíà ïîäòÿãèâàåò ÷àñòîòó àâòîêîëåáàíèé ê ñâîåé. (b) Ñåìåéñòâî

ãðàôèêîâ 
 � ! îò ! ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû ñèëû "

äàåò îáëàñòü, â êîòîðîé ÷àñòîòà âûíóæäàåìûõ àâòîêîëåáàíèé 
 ðàâíà

âíåøíåé ÷àñòîòå !. Ýòà îáëàñòü, ïîêàçàííàÿ ñåðûì íà (c), íàçûâàåòñÿ

îáëàñòüþ ñèíõðîíèçàöèè èëè ÿçûêîì Àðíîëüäà.
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ðàññòðîéêå ÷àñòîòà 
 çàõâàòûâàåòñÿ � îíà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé !. Åñëè

ðàññòðîéêà ïðåâûøàåò íåêîòîðûé ïîðîã, òî ýòî ðàâåíñòâî íàðóøàåò-

ñÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.7a.

Ñîâïàäåíèå ÷àñòîò â êîíå÷íîì äèàïàçîíå ðàññòðîåê åñòü îñíîâ-

íîå ñâîéñòâî ñèíõðîíèçàöèè, ÷àñòî åãî íàçûâàþò çàõâàòîì ÷àñòî-

òû.7

Óäîáíî ïðåäñòàâèòü íà îäíîì ãðàôèêå âñå ñåìåéñòâî êðèâûõ 
�!
îò ! (ðèñ. 3.7a) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû ñèëû ". Ýòè

êðèâûå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü îáëàñòü íà ïëîñêîñòè (!; "), ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ ñèíõðîíèçîâàííîìó ñîñòîÿíèþ îñöèëëÿòîðà (ðèñ. 3.7b,c);

îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû ! è " îòâå÷àþò âíåøíåé ñèëå, èìåííî îíè

îáû÷íî ìåíÿþòñÿ â ýêñïåðèìåíòå. Âíóòðè ýòîé îáëàñòè ÷àñòîòà îñ-

öèëëÿòîðà ðàâíà ÷àñòîòå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. Íà÷èíàÿ ñ ðàáîò

Ýïïëòîíà è Âàí-äåð-Ïîëÿ, ýòó îáëàñòü ïðèíÿòî íàçûâàòü îáëàñòüþ

ñèíõðîíèçàöèè, â ïîñëåäíåå âðåìÿ ÷àùå ãîâîðÿò î ÿçûêå Àð-

íîëüäà.8

Îòìåòèì ñëåäóþùåå âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî: îáëàñòü ñèíõðîíèçà-

öèè êàñàåòñÿ îñè !. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íóëåâîé ðàññòðîéêå àâ-

òîêîëåáàíèÿ ìîãóò áûòü ñèíõðîíèçîâàíû ñêîëü óãîäíî ìàëîé ñèëîé

(õîòÿ â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ê ñèíõðîííîìó ñîñòîÿíèþ

ìîæåò äëèòüñÿ ñêîëü óãîäíî äîëãî). Ýòî ñâîéñòâî øèðîêî èñïîëüçó-

åòñÿ, íàïðèìåð, â ðàäèîòåõíèêå, â ÷àñòíîñòè, â ñèñòåìàõ ñâÿçè, ãäå

÷àñòîòà ìîùíîãî ãåíåðàòîðà ìîæåò áûòü ñòàáèëèçèðîâàíà ñëàáûì,

íî âûñîêîêà÷åñòâåííûì ñèãíàëîì îò âñïîìîãàòåëüíîãî ãåíåðàòîðà.

Çàõâàò ôàçû: ïîñòîÿííûé ôàçîâûé ñäâèã

Ñèíõðîíèçàöèþ ÷àñòî îïèñûâàþò è â òåðìèíàõ çàõâàòà ôàçû. Êàê

ìû óæå âèäåëè, ïðè àñèíõðîííîì äâèæåíèè ïðîèñõîäèò íåîãðàíè-

÷åííûé ðîñò ðàçíîñòè ôàç, â òî âðåìÿ êàê â ñèíõðîííîì ðåæèìå

ðàçíîñòü ôàç îãðàíè÷åíà è ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííûé ñäâèã ìåæäó ôà-

çàìè àâòîêîëåáàíèé è ñèëû:

�(t)� �e(t) = constant; (3.1)

ãäå ïîñòîÿííàÿ ðàâíà �0 + ��. Ñäâèã ôàçû �� çàâèñèò îò íà÷àëü-

íîé ðàññòðîéêè. Åñëè ¾ïåðåñåêàòü¿ îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè ïî ëèíèè

7 Â êîíòåêñòå ñèíõðîíèçàöèè ëàçåðîâ ÷àñòî óïîòðåáëÿåòñÿ òåðìèí çàõâàò

ìîä.
8 Ïðè ìàëûõ " ãðàíèöû ÿçûêà � ïðÿìûå ëèíèè; ýòî îáùèé ñëó÷àé äëÿ

ñëàáî âîçìóùàåìûõ àâòîêîëåáàíèé. Ïðè áîëüøèõ " ôîðìà ÿçûêà çàâèñèò

îò êîíêðåòíûõ ñâîéñòâ àâòîêîëåáàíèé è ñèëû.
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ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû ñèëû ", ìåíÿÿ åå ÷àñòîòó, òî ñäâèã ôàç ìå-

íÿåòñÿ íà �; îí ðàâåí íóëþ ïðè íóëåâîé ðàññòðîéêå, ò.å. â ñåðåäèíå

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè. Íàïîìíèì, ÷òî ïîñòîÿííûé óãîë �0 çàâèñèò

îò íà÷àëüíîé ôàçû ñèëû è îò òîãî, êàê îíà äåéñòâóåò íà îñöèëëÿòîð.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ çàõâàòà ôàçû òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàçíîñòü ôàç

îñòàâàëàñü îãðàíè÷åííîé â êîíå÷íîé îáëàñòè ðàññòðîåê, ò.å. âíóòðè

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè.

3.1.3 Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè

Îïèøåì òåïåðü, êàê ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè, ò.å. êàê

ìåíÿåòñÿ äèíàìèêà ðàçíîñòè ôàç íà ãðàíèöå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè.

Âñÿ íóæíàÿ èíôîðìàöèÿ ó íàñ ïðàêòè÷åñêè èìååòñÿ, íóæíî òîëüêî

ñâåñòè åå âìåñòå.

Ïðîñêîêè ôàçû è ïåðåìåæàþùàÿñÿ ôàçîâàÿ äèíàìèêà â
îáëàñòè ïåðåõîäà

Ïóñòü àìïëèòóäà ñèëû ïîñòîÿííà, à ÷àñòîòà ìåíÿåòñÿ. Ðàññìîòðèì

ÿçûê Àðíîëüäà, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 3.8a; íàñ èíòåðåñóåò, ÷òî ïðî-

èñõîäèò, åñëè äâèãàòüñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèè íà ýòîé äèàãðàììå.

Íà÷íåì ñ íóëåâîé ðàññòðîéêè (òî÷êà 1 íà ðèñ. 3.8a), !0 = !, è áóäåì

ïîñòåïåííî óìåíüøàòü ÷àñòîòó âíåøíåé ñèëû !. Äðóãèìè ñëîâàìè,

âûáåðåì ! â ñåðåäèíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè è ðàññìîòðèì, êàê

ñèíõðîíèçàöèÿ ïðîïàäàåò ïðè ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû ÿçûêà âñëåä-

ñòâèå èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû âîçäåéñòâèÿ (ðèñ. 3.8). Ìû óæå âèäåëè,

÷òî åñëè ðàññòðîéêà ðàâíà íóëþ, òî ðàçíîñòü ôàç ðàâíÿåòñÿ �0; äëÿ

îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü �0 = 0 (ñì. ñëó÷àé 1 íà ðèñ. 3.8a è b).

Ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòðîéêè ñäâèã ôàçû ñòàíîâèòñÿ íåíóëåâûì; ýòîò

ñëó÷àé ïîêàçàí òî÷êîé è ëèíèåé ñ èíäåêñîì 2. Êîãäà òî÷êà ïåðåñå-

êàåò ãðàíèöó ÿçûêà, ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ ñèíõðîíèçàöèè è ðàçíîñòü

ôàç ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî (òî÷êà 3 íà (a) è êðèâàÿ 3 íà (b)). Îäíàêî

ýòîò ðîñò íå ðàâíîìåðåí! Â ñàìîì äåëå, åñòü ïåðèîäû âðåìåíè, êîãäà

ðàçíîñòü ôàç ïî÷òè ïîñòîÿííà, è áîëåå êîðîòêèå ïåðèîäû, êîãäà

ðàçíîñòü ôàç äîâîëüíî áûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2�. Òàêîå áûñòðîå

èçìåíåíèå, âûãëÿäÿùåå êàê ñêà÷îê, ÷àñòî íàçûâàþò ïðîñêîêîì ôàçû

(phase slip).9

9 Ñêîðîñòü ôàçîâîãî ñêà÷êà çàâèñèò îò àìïëèòóäû ñèëû. Ïðè ñëàáîì âîç-

äåéñòâèè ïðîñêîê äëèòñÿ íåñêîëüêî, âîçìîæíî äàæå ìíîãî ïåðèîäîâ ñè-

ëû.
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×åðåäîâàíèå ïåðèîäîâ ïî÷òè ïîñòîÿííîé ðàçíîñòè ôàç ñ ïðîñêîêà-

ìè ôàçû îçíà÷àåò, ÷òî â òå÷åíèå äîëãèõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè ñèñòåìà

êîëåáëåòñÿ ïî÷òè ñèíõðîííî ñ âíåøíåé ñèëîé, à çàòåì ñîâåðøàåò

îäíî äîïîëíèòåëüíîå êîëåáàíèå (èëè ïðîïóñêàåò îäèí ïåðèîä, åñëè

âûõîä èç ÿçûêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ïðàâóþ ãðàíèöó). Â ïðåäñòà-

âëåíèè, ïðèíÿòîì íà ðèñ. 3.4, êàðòèíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

òî÷êà, èçîáðàæàþùàÿ ôàçó àâòîêîëåáàíèé, âðàùàåòñÿ ïî÷òè ñ òîé

æå óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ÷òî è ôàçà âíåøíåé ñèëû, à çàòåì óñêîðÿåòñÿ

(çàìåäëÿåòñÿ) è ñîâåðøàåò íà îäèí îáîðîò áîëüøå (ìåíüøå), ÷åì

ñèëà.

×òîáû ïîÿñíèòü ýòî ïîâåäåíèå, íàïîìíèì àíàëîãèþ ñ äâèæåíèåì

÷àñòèöû â íàêëîííîì ïîòåíöèàëå (ðèñ. 3.6). Ïîòåðå ñèíõðîíèçàöèè

ñîîòâåòñòâóåò èñ÷åçíîâåíèå ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà, íî

ïîòåíöèàë âñå æå îñòàåòñÿ èñêðèâëåííûì. ×àñòèöà ñêîëüçèò î÷åíü

ìåäëåííî, ïðàêòè÷åñêè îñòàíàâëèâàÿñü, íà ïî÷òè ãîðèçîíòàëüíûõ

ó÷àñòêàõ ïîòåíöèàëà è îòíîñèòåëüíî áûñòðî ïî åãî êðóòûì ó÷àñò-

êàì. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïî÷òè ñèíõðîííûì èíòåðâàëàì è ïðîñêîêàì
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Ðèñ. 3.8. Äèíàìèêà ôàçû ïðè ïåðåõîäå ê ñèíõðîíèçàöèè. Ðàçíîñòü ôàç

ïîêàçàíà íà ðèñóíêå (b) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû ñèëû; ýòè

çíà÷åíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå (a) òî÷êàìè 1�5, âíóòðè è âíå îáëàñòè

ñèíõðîíèçàöèè. Â ñèíõðîííîì ðåæèìå (òî÷êè 1 è 2) ðàçíîñòü ôàç

ïîñòîÿííà (ëèíèè 1 è 2 íà ðèñóíêå (b)); îíà ðàâíà íóëþ â ñåðåäèíå

ÿçûêà è îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ áëèæå ê åãî êðàþ. Ñðàçó çà ãðàíèöåé

ÿçûêà äèíàìèêà ôàçû � ïåðåìåæàþùàÿñÿ: ðàçíîñòü ôàç âûãëÿäèò êàê

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áûñòðûõ ñêà÷êîâ (ïðîñêîêîâ), ïåðåìåæàþùèõñÿ

ñ ïåðèîäàìè ïî÷òè ñèíõðîííîãî ïîâåäåíèÿ (òî÷êà è êðèâàÿ 3). Ïðè

äàëüíåéøåì ïðîäâèæåíèè îò ãðàíèöû ÿçûêà ðîñò ôàçû ñòàíîâèòñÿ âñå

áîëåå ðàâíîìåðíûì (òî÷êè è êðèâûå 4 è 5). Ïåðåõîä íà ïðàâîé ãðàíèöå

ÿçûêà ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íî, íî òîëüêî ðàçíîñòü ôàç òåïåðü óáûâàåò.
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ôàçû. Ñèíõðîííûå èíòåðâàëû è ïðîñêîêè ÷åðåäóþòñÿ, òàê ÷òî ìîæ-

íî ñêàçàòü, ÷òî äèíàìèêà ðàçíîñòè ôàç � ïåðåìåæàþùàÿñÿ. Ýòî

ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 3.8b, êðèâàÿ 3.

Ïðè äàëüíåéøåì ðîñòå ðàññòðîéêè ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïî÷òè ñèí-

õðîííûõ èíòåðâàëîâ ñòàíîâèòñÿ âñå ìåíüøå, è â êîíöå êîíöîâ ðîñò

ðàçíîñòè ôàç ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè ðàâíîìåðíûì (ðèñ. 3.8b, êðèâûå 4

è 5). Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòà êàðòèíà ñèììåòðè÷íà ïî îòíîøåíèþ ê

çíàêó ðàññòðîéêè; óâåëè÷åíèå ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû ñîîòâåòñòâóåò

îòðèöàòåëüíîìó íàêëîíó ïîòåíöèàëà.

Êàê ðàçëè÷èòü ñèíõðîííîå è êâàçèïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå:
ôèãóðû Ëèññàæó

Íà ÿçûêå ÷àñòîò âûõîä èç ñèíõðîíèçàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðå-

õîä îò äâèæåíèÿ ñ îäíîé ÷àñòîòîé ! ê êâàçèïåðèîäè÷åñêîìó äâè-

æåíèþ ñ äâóìÿ ÷àñòîòàìè. Ýòîò ïåðåõîä ëåãêî âèäåí íà ãðàôèêå,

ãäå íåêîòîðàÿ íàáëþäàåìàÿ îñöèëëÿòîðà ïðåäñòàâëåíà êàê ôóíêöèÿ

âíåøíåé ñèëû (ðèñ. 3.9). Åñëè ÷àñòîòû îáîèõ ïðîöåññîâ èäåíòè÷íû

(ñèíõðîííîå äâèæåíèå), òî ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòóþ

(a) (b) (c)

x(
t)

ÓÉÌÁ

Ðèñ. 3.9. Ôèãóðû Ëèññàæó ñëóæàò èíäèêàòîðîì ñèíõðîíèçàöèè. Íà-

áëþäàåìàÿ âûíóæäåííûõ àâòîêîëåáàíèé x(t) ïðåäñòàâëåíà â çàâèñèìî-

ñòè îò ñèëû. (a) Ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå. Ïåðèîäû êîëåáàíèé ïî îáåèì

îñÿì èäåíòè÷íû, ïîýòîìó ãðàôèê � ýòî çàìêíóòàÿ êðèâàÿ. (b) Êâà-

çèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì. Òî÷êà íèêîãäà íå âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå

ïîëîæåíèå è êðèâàÿ çàïîëíÿåò âñþ îáëàñòü. (c) Ôèãóðà Ëèññàæó òèïà

âîñüìåðêè ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ñèëà ñîâåðøàåò äâà êîëåáàíèÿ

â òî âðåìÿ êàê îñöèëëÿòîð � îäíî. Ýòî ïðèìåð ñèíõðîíèçàöèè áîëåå

âûñîêîãî ïîðÿäêà (1 : 2), îíà áóäåò îáñóæäàòüñÿ â ðàçäåëå 3.2. (Îò-

ìåòèì, ÷òî äëÿ íàãëÿäíîñòè ìàñøòàá ïî îñÿì âûáðàí ðàçëè÷íûì; íà

ñàìîì æå äåëå àìïëèòóäà ñèëû ãîðàçäî ìåíüøå àìïëèòóäû ñèãíàëà

(ñëàáîå âîçäåéñòâèå).)
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êðèâóþ, èçâåñòíóþ êàê ôèãóðà Ëèññàæó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè

÷àñòîòû ðàçëè÷íû, òî ãðàôèê çàïîëíÿåò öåëóþ îáëàñòü. Ýòîò ìå-

òîä îñîáåííî óäîáåí äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåàëèçàöèè: äîñòàòî÷íî

ïðîñòî ïîäàòü äâà ñèãíàëà íà ãîðèçîíòàëüíûé è âåðòèêàëüíûé âõîäû

îñöèëëîãðàôà (õîòÿ â íàøè äíè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ ÷àùå

èñïîëüçóåòñÿ êîìïüþòåð).

Ôèãóðû Ëèññàæó íå òîëüêî ïîçâîëÿþò îöåíèòü ñîîòíîøåíèå ìå-

æäó ÷àñòîòàìè, íî è ïîìîãàþò îöåíèòü ñäâèã ôàç â ñèíõðîííîì

ðåæèìå. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 3.9a, ôàçîâûé ñäâèã

áëèçîê ê íóëþ; êðèâàÿ ¾ñõëîïûâàåòñÿ¿ â ïðÿìóþ ïðè �(t) = �e(t);

ôèãóðà Ëèññàæó â âèäå îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó ôàç ��=2.

3.1.4 Ïðèìåð: çàõâàò ÷àñòîòû äûõàíèÿ
ìåõàíè÷åñêîé âåíòèëÿöèåé

Ïåðåéäåì îò àáñòðàêòíûõ çàäà÷ ê ðåàëüíîé ñèòóàöèè. Äëÿ èëëþ-

ñòðàöèè ñèíõðîíèçàöèè âíåøíåé ñèëîé ìû îïèøåì ðåçóëüòàòû ýêñ-

ïåðèìåíòîâ ïî çàõâàòó ÷àñòîòû ñïîíòàííîãî äûõàíèÿ ïàöèåíòîâ, íà-

õîäÿùèõñÿ ïîä íàðêîçîì, óñòàíîâêîé èñêóññòâåííîãî äûõàíèÿ; ýòè

ýêñïåðèìåíòû îïèñàíû â ñòàòüå [Graves et al. 1986], ñì. òàêæå [Ãëàññ

è Ìýêè 1988]. Áûëè èñïîëüçîâàíû äàííûå, ïîëó÷åííûå íà âîñüìè

ïàöèåíòàõ, ïîäâåðãàâøèõñÿ íåñëîæíûì, íî òðåáîâàâøèì îáùåãî íàð-

êîçà îïåðàöèÿì. Ïàöèåíòû áûëè ìîëîäûìè ëþäüìè îáîåãî ïîëà áåç

êàêèõ-ëèáî ñåðäå÷íûõ, äûõàòåëüíûõ è íåâðîëîãè÷åñêèõ ðàññòðîéñòâ.

Ðèòì äûõàíèÿ ãåíåðèðóåòñÿ â äûõàòåëüíîì öåíòðå ìîçãà. Èç ýêñ-

ïåðèìåíòîâ íàä æèâîòíûìè óæå ñ êîíöà 19-ãî âåêà áûëî èçâåñòíî,

÷òî íà ýòîò ðèòì ìîãóò âëèÿòü ìåõàíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå è ñæàòèå

ëåãêèõ, ýòî íàçûâàþò ðåôëåêñîì Ãåðèíãà�Áðåéåðà.

Èñêóññòâåííîå äûõàíèå � îáû÷íàÿ êëèíè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà, è èñ-

ñëåäîâàíèå Graves et al. [1986], êðîìå òîãî, ÷òî îíî èíòåðåñíî ñ

òî÷êè çðåíèÿ íåëèíåéíîé äèíàìèêè, èìååò è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû èñêóññòâåííîå äûõàíèå áûëî ýôôåêòèâíûì,

ïàöèåíò íå äîëæåí ¾áîðîòüñÿ¿ ñ ìàøèíîé. Ïîýòîìó äëÿ óñïåøíîãî

ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäóðû äîëæíî áûòü äîñòèãíóòî îïðåäåëåííîå ñîîò-

íîøåíèå ìåæäó ôàçàìè, òàê ÷òîáû ìåõàíè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ëåãêèõ

ñîâïàäàëî áû ñ âäîõîì.

Â îïèñûâàåìûõ ýêñïåðèìåíòàõ ìåíÿëàñü ÷àñòîòà è àìïëèòóäà ìå-

õàíè÷åñêîé âåíòèëÿöèè; â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòè âåëè÷èíû îòâå-

÷àþò ÷àñòîòå è àìïëèòóäå âíåøíåé ñèëû. Â çàâèñèìîñòè îò ýòèõ ïà-

ðàìåòðîâ íàáëþäàëèñü êàê ñèíõðîííûå, òàê è àñèíõðîííûå ðåæèìû

(ðèñ. 3.10). Âèäíî, ÷òî â ñèíõðîííîì ðåæèìå êàæäîìó öèêëó ìåõà-
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íè÷åñêîé âåíòèëÿöèè ñîîòâåòñòâóåò îäèí öèêë äûõàíèÿ. Ïîñìîòðèì

ïîäðîáíåå íà ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ. Graves et al. [1986] âû÷èñëÿëè

ìãíîâåííóþ ÷àñòîòó è ðàçíîñòü ôàç äëÿ 24 ïîñëåäîâàòåëüíûõ öè-

êëîâ.10 Ãðàôèêè ýòèõ âåëè÷èí ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.11. Ñ êàæäûì

10 ×àñòîòà îïðåäåëÿëàñü êàê îáðàòíàÿ äëèòåëüíîñòü öèêëà. Ðàçíîñòü ôàç

âû÷èñëÿëàñü ïóòåì îïðåäåëåíèÿ çàäåðæêè îò íà÷àëà ìåõàíè÷åñêîãî âäó-

âàíèÿ äî íà÷àëà ñïîíòàííîãî âäîõà. Â ãëàâå 6 ìû ïîäðîáíî îáñóäèì

ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ ôàçû è ÷àñòîòû èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Ðèñ. 3.10. Àñèíõðîííûå (a) è ñèíõðîííûå (b) ðåæèìû äûõàíèÿ. Âåðõ-

íèå êðèâûå èçîáðàæàþò ìåõàíè÷åñêóþ âåíòèëÿöèþ (íàïðàâëåíèå âíèç

ñîîòâåòñòâóåò âäóâàíèþ âîçäóõà). Ñðåäíèå êðèâûå � ÷àñòè÷íî îáðàáî-

òàííûå çàïèñè ýëåêòðîìèîãðàìì äèàôðàãìû; ýòè êðèâûå ñîîòâåòñòâó-

þò ñèãíàëó îò äûõàòåëüíîãî öåíòðà. Íèæíèå êðèâûå ïîêàçûâàþò îáú-

åì íàïîëíåíèÿ ëåãêèõ. Øòðèõîâàÿ è ñïëîøíàÿ ëèíèè íà (b) îòìå÷àþò

íà÷àëî âäóâàíèÿ è âäîõà. Îòìåòèì, ÷òî çàõâàò ÷àñòîòû ñïîíòàííîãî

äûõàíèÿ âíåøíåé ñèëîé (ìåõàíè÷åñêèì âäóâàíèåì) ïðèâîäèò ê ïåðèî-

äè÷åñêîìó èçìåíåíèþ îáúåìà íàïîëíåíèÿ (b). Ïîòåðÿ ñèíõðîíèçàöèè

ïðèâîäèò ê ïðîòèâîïîëîæíîìó äåéñòâèþ ñïîíòàííîãî äûõàíèÿ è âäó-

âàíèÿ; â ðåçóëüòàòå àìïëèòóäà êîëåáàíèé îáúåìà íàïîëíåíèÿ âðåìÿ

îò âðåìåíè óìåíüøàåòñÿ (a). Òàêîå ïîâåäåíèå, òèïè÷íîå äëÿ êâàçèïå-

ðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, â àíãëîÿçû÷íîé ìåäèöèíñêîé è áèîëîãè÷åñêîé

ëèòåðàòóðå ÷àñòî íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðîé ¾waxing and waning¿ (ïîäúåì

è ñïàä). Èç [Graves et al. 1986].
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ïàöèåíòîì ïðîâîäèëèñü òðè ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðûõ ÷à-

ñòîòà âåíòèëÿöèè áûëà íèæå, ðàâíà è âûøå ñðåäíåé ¾ñâîáîäíîé¿

÷àñòîòû, ò.å. ÷àñòîòû ñïîíòàííîãî äûõàíèÿ. ¾Ñâîáîäíàÿ¿ ÷àñòîòà

ïîêàçàíà øòðèõîâîé ëèíèåé, à ÷àñòîòà èñêóññòâåííîãî äûõàíèÿ �

ñïëîøíîé. Ìû âèäèì, ÷òî ÷àñòîòà äûõàíèÿ äåéñòâèòåëüíî çàõâà÷å-

íà: åñëè åñòü ðàññòðîéêà, òî ÷àñòîòà äûõàíèÿ ñäâèãàåòñÿ ê ÷àñòîòå

âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ. ×òî êàñàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôàçàìè, òî,

â çàâèñèìîñòè îò ðàññòðîéêè, ôàçà äûõàíèÿ îïåðåæàåò ôàçó ñèëû,

ïðèìåðíî ñîâïàäàåò ñ íåé, èëè îòñòàåò. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñêà-

çàíèÿì òåîðèè.

Íà ðèñ. 3.12 ïîêàçàíû äàííûå, ïîëó÷åííûå ïðè îòíîñèòåëüíî áîëü-

øîé ðàññòðîéêå ìåæäó ÷àñòîòàìè èñêóññòâåííîãî è ¾ñâîáîäíîãî¿

äûõàíèÿ; â ýòîì ñëó÷àå çàõâàòà íå ïðîèñõîäèò. Ðàçíîñòü ôàç óáûâàåò

èëè âîçðàñòàåò � â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåòè÷åñêèìè êðèâûìè ïîêàçàí-

íûìè íà ðèñ. 3.8.

Çàâåðøàÿ ðàññìîòðåíèå ýòîãî ïðèìåðà, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äè-

íàìèêà âûíóæäàåìûõ àâòîêîëåáàíèé â æèâîé ñèñòåìå ñîãëàñóþòñÿ

ñ îñíîâíûìè ïðåäñêàçàíèÿìè òåîðèè, êàê äëÿ çàõâà÷åííîãî, òàê è
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Ðèñ. 3.11. ×àñòîòà äûõàíèÿ ïðè ìåõàíè÷åñêîé âåíòèëÿöèè (a, c, è

e) è ðàçíîñòü ôàç èñêóññòâåííîãî è ñïîíòàííîãî äûõàíèÿ (b, d è f),

âû÷èñëåííûå ïî 24 ïîñëåäîâàòåëüíûì öèêëàì. Ãðàôèêè ñîîòâåòñòâóþò

òðåì ñèíõðîííûì ðåæèìàì, ïðè êîòîðûõ ÷àñòîòà âîçäåéñòâèÿ (ñïëîø-

íàÿ ëèíèÿ) ìåíüøå (a, b), ðàâíà (c, d) èëè áîëüøå (e, f) ¾ñâîáîäíîé¿

÷àñòîòû (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). ×àñòîòà äûõàíèÿ çàõâà÷åíà, îíà ôëóêòóè-

ðóåò âîêðóã ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû. Ñðåäíèé ñäâèã ôàç ñîîòâåòñòâåííî

ïîëîæèòåëåí (b), áëèçîê ê íóëþ (d) èëè îòðèöàòåëåí (f). Èç [Graves

et al. 1986].
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äëÿ àñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò òàêæå, ÷òî

îñíîâíûå ðåçóëüòàòû íå ìåíÿþòñÿ, åñëè ôîðìà ñèëû îòëè÷àåòñÿ îò

ñèíóñîèäàëüíîé. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî

÷àñòîòà çàõâà÷åííûõ êîëåáàíèé íå ïîñòîÿííà è ðàçíîñòü ôàç ôëóê-

òóèðóåò. Ìîæíî óêàçàòü íà äâå ïðè÷èíû ýòîãî îòëè÷èÿ. Âî-ïåðâûõ,

æèâàÿ ñèñòåìà � ýòî íå èäåàëüíûé àâòîãåíåðàòîð, åå ïàðàìåòðû

ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè, à òàêæå îíà ïîäâåðæåíà âëèÿíèþ øóìîâ. Ìû

ïîäðîáíî îáñóäèì ýòè ôàêòîðû â ðàçäåëå 3.4. Âî-âòîðûõ, äûõàíèå

îòëè÷àåòñÿ îò ñèíóñîèäàëüíîãî ïðîöåññà: âäîõ ïðîèñõîäèò áûñòðåå,

÷åì âûäîõ. Ýòîò ôàêòîð ìû îáñóäèì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

3.2 Ñèíõðîíèçàöèÿ âíåøíåé ñèëîé: áîëåå
îáùèé ïîäõîä

Ìû îïèñàëè ïðîñòåéøèé ñëó÷àé çàõâàòà ôàçû, èñïîëüçóÿ äëÿ ïðèìå-

ðà âûíóæäàåìûå êâàçèãàðìîíè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ

áîëåå îáùåé ñèòóàöèè, â êîòîðîé ìîãóò òàêæå íàáëþäàòüñÿ ñëîæíûå

ñèíõðîííûå ðåæèìû, ìû ââåäåì âåñüìà îáùèé ñòðîáîñêîïè÷åñêèé
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Ðèñ. 3.12. Òå æå âåëè÷èíû, ÷òî è íà ðèñ. 3.11, íî äëÿ äâóõ àñèí-

õðîííûõ ðåæèìîâ. ×àñòîòà ñèëû ìåíüøå (a, b) èëè áîëüøå (c, d)

¾ñâîáîäíîé¿ ÷àñòîòû. Ðàçíîñòü ôàç ðàñòåò ïî÷òè ðàâíîìåðíî (b) èëè

ïåðåìåæàþùèìñÿ îáðàçîì (d), ýòè êðèâûå ñëåäóåò ñðàâíèòü ñ êðèâûìè

3 è 4 íà ðèñ. 3.8b. (a), (c) èç [Graves et al. 1986]. (b), (d) ïîñòðîåíû ñ

èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ èç [Graves et al. 1986].
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ìåòîä. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ïîäõîäà ìû îïèøåì çàõâàò àâòîêîëå-

áàíèé èìïóëüñíîé ñèëîé è ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé ñèíõðîíèçàöèè

ïîðÿäêà n : m. Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ìû îáîáùèì ïîíÿòèÿ

çàõâàòà ôàçû è ÷àñòîòû.

3.2.1 Ñòðîáîñêîïè÷åñêèé ìåòîä

Çäåñü ìû îïèøåì ïîäõîä, êîòîðûé áóäåò øèðîêî èñïîëüçîâàòüñÿ

íèæå êàê â òåîðèè, òàê è â ýêñïåðèìåíòå � ýòî ñòðîáîñêîïè÷åñêèé

ìåòîä. Íàçâàíèå ïðîèñõîäèò îò õîðîøî èçâåñòíîãî îïòè÷åñêîãî ïðè-

áîðà, ïîçâîëÿþùåãî èçìåðÿòü ÷àñòîòó âðàùåíèÿ èëè êîëåáàíèé ìåõà-

íè÷åñêîãî îáúåêòà ïóòåì îñâåùåíèÿ åãî ïåðèîäè÷åñêèìè âñïûøêàìè,

òàê, ÷òî åñëè ÷àñòîòà âñïûøåê ñîâïàäàåò ñ èçìåðÿåìîé ÷àñòîòîé, òî

îáúåêò êàæåòñÿ íåïîäâèæíûì. Åñëè ýòè ÷àñòîòû ñëåãêà ðàçëè÷íû,

òî ìàÿòíèê (êîëåñî) âûãëÿäèò â ïóëüñèðóþùåì ñâåòå ìåäëåííî êî-

ëåáëþùèìñÿ (âðàùàþùèìñÿ). Íàïðèìåð, êèíîñúåìêà ïîçâîëÿåò íàì

íàáëþäàòü îáúåêòû ñòðîáîñêîïè÷åñêè ñ ÷àñòîòîé 24 êàäðà â ñåêóíäó.

Ìåòîä, êîòîðûé ìû îïèøåì â ýòîì ðàçäåëå, ñõîæ ñ ïðèíöèïîì

îïòè÷åñêîãî ñòðîáîñêîïà. Åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ìû íàáëþäàåì íå ðåàëüíûé îáúåêò â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,

à ïîëîæåíèå òî÷êè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. åå ïîëîæåíèå íà

àòòðàêòîðå.11 Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé ïîëîæåíèå òî÷êè

íà àòòðàêòîðå îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ôàçå àâòîêîëåáàíèé. Èäåÿ

ìåòîäà î÷åíü ïðîñòà: áóäåì íàáëþäàòü ôàçó àâòîêîëåáàíèé ïîä ïåðè-

îäè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì íå âñå âðåìÿ, à òîëüêî â ìîìåíòû âðåìåíè

t
k
= k � T , ãäå T � ïåðèîä âíåøíåé ñèëû è k = 1; 2; : : : : Äðóãèìè

ñëîâàìè, ìû íàáëþäàåì âûíóæäåííûå äâèæåíèÿ â ìîìåíòû âðåìå-

íè, êîãäà ôàçà âíåøíåé ñèëû ïðèíèìàåò íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå

çíà÷åíèå.

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê ïðèìåðàì, îïèøåì, ÷òî ìû îæèäàåì

óâèäåòü ïðè ñèíõðîíèçàöèè íå êâàçèãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

Ïðåäåëüíûé öèêë ñèëüíî íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà äàëåê îò îêðóæ-

íîñòè, è äâèæåíèå ïî íåìó â îáùåì ñëó÷àå íåðàâíîìåðíî. Ýòî çà-

òðóäíÿåò èñïîëüçîâàíèå âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà äëÿ àíàëèçà

ñèíõðîíèçàöèè, êàê áûëî îïèñàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå; ñòðîáî-

ñêîïè÷åñêèé æå ìåòîä ðàáîòàåò è â ýòîì ñëó÷àå. Åñëè àâòîêîëåáàíèÿ

ñèíõðîíèçîâàíû âíåøíåé ñèëîé, ò.å. 
 = !, òî ÿñíî, ÷òî, åñëè ïðå-

äåëüíûé öèêë ¾ïîäñâå÷èâàòü¿ ñ ÷àñòîòîé !, òî òî÷êà âñåãäà áóäåò

11 Â ýòîì ðàçäåëå ìû èìååì äåëî ñ ïðåäåëüíûìè öèêëàìè, íî â äàëüíåéøåì

ìû ïðèìåíèì ýòîò ìåòîä è ê ñèñòåìàì ñî ñòðàííûìè (õàîòè÷åñêèìè)

àòòðàêòîðàìè.
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íàõîäèòüñÿ â îäíîì è òîì æå ïîëîæåíèè. Åñëè àâòîêîëåáàíèÿ íå

çàõâà÷åíû, òî îïðåäåëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôàçàìè íåò, è ìû

îæèäàåì, ÷òî â ìîìåíòû íàáëþäåíèÿ � ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå

çíà÷åíèÿ. Åñëè íàáëþäàòü îñöèëëÿòîð äîñòàòî÷íî äîëãî, òî ìîæíî

âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå ôàç �
k
= �(t

k
). Ïðè ñèíõðîíèçàöèè ýòî

ðàñïðåäåëåíèå ñîñðåäîòî÷åíî â îäíîé òî÷êå, à â àñèíõðîííîì ñîñòî-

ÿíèè îíî øèðîêîå,12 ñì. ðèñ. 3.13.

Ñòðîáîñêîïè÷åñêèé ìåòîä � ýòî ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé îòîáðàæå-

íèÿ Ïóàíêàðå, õîðîøî èçâåñòíîãî â òåîðèè êîëåáàíèé è â íåëèíåé-

12 Åñëè ôàçîâàÿ òî÷êà âðàùàåòñÿ íåðàâíîìåðíî, òî îíà áîëåå ÷àñòî íà-

õîäèòñÿ â îïðåäåëåííîé ôàçå, ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå øèðîêîå, íî íå

îáÿçàòåëüíî ðàâíîìåðíîå. Îòìåòèì, ÷òî äàæå â ñëó÷àå êâàçèãàðìîíè-

÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé âáëèçè ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè ðàñïðåäåëåíèå

íå ðàâíîìåðíîå, ïîñêîëüêó ïîä âëèÿíèåì ñèëû ôàçîâàÿ òî÷êà âðàùàåòñÿ

íåðàâíîìåðíî è ðàçíîñòü ôàç ðàñòåò íåëèíåéíî (ñì. ðèñ. 3.8).

k
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Ðèñ. 3.13. Ñòðîáîñêîïè÷åñêîå íàáëþäåíèå òî÷êè íà ïðåäåëüíîì öè-

êëå. (a) Åñëè ÷àñòîòà àâòîêîëåáàíèé îòëè÷àåòñÿ îò ÷àñòîòû íàáëþäå-

íèÿ (ñèëû), 
 6= !, òî òî÷êà ìîæåò áûòü îáíàðóæåíà â ëþáîì ìåñòå

öèêëà. (b) Åñëè îñöèëëÿòîð çàõâà÷åí, 
 = !, òî ôàçà �k àâòîêîëåáàíèé

îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñîîòíîñèòñÿ ñ ôàçîé ñèëû è âñåãäà îäíà è òà æå.

(c, d) Ðàñïðåäåëåíèå ôàçû �k âûíóæäàåìûõ àâòîêîëåáàíèé â ìîìåíòû

âðåìåíè tk, êîãäà ôàçà âíåøíåé ñèëû ïðèíèìàåò îïðåäåëåííîå çíà÷å-

íèå �e = constant. Â àñèíõðîííîì ðåæèìå ýòî ðàñïðåäåëåíèå øèðîêîå

(c), à â ñèíõðîííîì ñîñòîÿíèè � ýòî Æ-ôóíêöèÿ (d).



3.2 Ñèíõðîíèçàöèÿ âíåøíåé ñèëîé: áîëåå îáùèé ïîäõîä Æ

��
��
��
��
��
k91

íîé äèíàìèêå. Åãî âàæíîå ïðåèìóùåñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòîò ìå-

òîä ïðèìåíèì ê ïðîèçâîëüíûì àâòîêîëåáàíèÿì, íå îáÿçàòåëüíî êâà-

çèãàðìîíè÷åñêèì, íî òàêæå ê ðåëàêñàöèîííûì è äàæå ê õàîòè÷åñêèì

(ñì. ãëàâó 5). Ñòðîáîñêîïè÷åñêèé ìåòîä ðàáîòàåò è äëÿ ãàðìîíè÷å-

ñêîé ñèëû, è äëÿ ñèëû, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èìïóëüñîâ; îí ïîëåçåí ïðè ðàññìîòðåíèè øóìîâûõ ïðîöåññîâ è ïðè

ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè ñèíõðîíèçàöèè.

3.2.2 Ïðèìåð: ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòèìóëÿöèÿ
ñâåòëÿ÷êà

Èçâåñòíî, ÷òî ñàìöû ñâåòëÿ÷êîâ ïåðèîäè÷åñêè èñïóñêàþò ñâåò, ÷òî-

áû ïðèâëå÷ü ñàìîê. Îíè ìîãóò ñèíõðîíèçîâûâàòü ýòè âñïûøêè ñ

ñîñåäÿìè (ñì. ðàçäåë 1.1, à òàêæå ïîäðîáíîå îïèñàíèå â ðàáîòå [Buck

and Buck 1968]). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ Buck et al. [1981]

(ñì. òàêæå [Ermentrout and Rinzel 1984]) èññëåäîâàëè, êàê èçìåíÿ-

þòñÿ âñïûøêè îäíîãî ñâåòëÿ÷êà Pteroptyx malaccae ïîä äåéñòâèåì

ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâåòîâûõ èìïóëüñîâ. Ðåçóëüòàòû

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.14. Ïåðèîä âîçäåéñòâèÿ áûë èçìåíåí ñ 0:77 ñ

äî 0:75 ñ â ìîìåíò âðåìåíè t � 22 ñ. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïåðåêëþ÷å-

íèÿ ïðîèçîøåë ïåðåõîä îò ñèíõðîíèçàöèè ê àñèíõðîííîìó ðåæèìó.

Ïîñêîëüêó ýòîò ïåðåõîä ïëîõî âèäåí íà ðèñ. 3.14, ìû ïðèìåíèì ñòðî-

áîñêîïè÷åñêèé ìåòîä ê äâóì âðåìåííûì èíòåðâàëàì, 0 ñ < t < 22 ñ

è 22 ñ < t < 130 ñ (ðèñ. 3.15).

Îòìåòèì, ÷òî êàê ñèëó, òàê è ñèãíàë (âûíóæäàåìûå àâòîêîëåáà-

íèÿ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé (êîðîò-

êèõ èìïóëüñîâ), ò.å. êàê òî÷å÷íûé ïðîöåññ. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü,

0 25 50 75 100 125
×ÒÅÍÑ (Ó)

0.70

0.85

1.00

T
i (

c)

Ti

e
=0.77 Ti

e
=0.75

Ðèñ. 3.14. Âñïûøêè ñâåòëÿ÷êà â îòâåò íà ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå.

Èíòåðâàëû âðåìåíè Ti ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè âñïûøêàìè ïðåäñòà-

âëåíû êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè. Ïåðèîä âîçäåéñòâèÿ T e
i ïðè t � 22 ñ áûë

èçìåíåí ñ 0:77 äî 0:75 ñ. Ãðàôèê ïîñòðîåí ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ èç

[Ermentrout and Rinzel 1984].
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÷òî èíòåðâàë ìåæäó èìïóëüñàìè ñîñòàâëÿåò îäèí öèêë, â òå÷åíèå

êîòîðîãî ôàçà óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2�. Óäîáíî íàáëþäàòü ôàçó êîëåáà-

íèé ñâåòëÿ÷êà � â ìîìåíòû âíåøíèõ âñïûøåê; ýòó ôàçó �
k
ìîæíî

îïðåäåëèòü êàê äîëþ ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåðâàëà ìåæäó âñïûø-

êàìè ñâåòëÿ÷êà. Èç ðèñ. 3.15 íàõîäèì, ÷òî â ñëó÷àå âîçäåéñòâèÿ ñ

ïåðèîäîì 0:77 ñ ñòðîáîñêîïè÷åñêè íàáëþäàåìàÿ ôàçà �
k
ïðàêòè÷åñêè

ïîñòîÿííà, â òî âðåìÿ êàê ïðè âîçäåéñòâèè ñ ïåðèîäîì 0:75 ñ ôàçà

ðàñïðåäåëåíà ïî îêðóæíîñòè. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò ñîîòâåòñòâåííî î

ñèíõðîíèçàöèè è åå îòñóòñòâèè. (Ôàçà �
k
íå ñòðîãî ïîñòîÿííà â ñèí-

õðîííîì ðåæèìå, ïîñêîëüêó ñâåòëÿ÷îê � ýòî, êîíå÷íî, àâòîãåíåðàòîð

ñ øóìîì.)

Ïðè ïîñòðîåíèè ñòðîáîñêîïè÷åñêîé êàðòèíêè ìû ðàñïîëîæèëè

ôàçû âñïûøåê ñâåòëÿ÷êà ïî îêðóæíîñòè. Ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ìû

ñ÷èòàåì îñöèëëÿòîð êâàçèãàðìîíè÷åñêèì: ïðîñòî ìû âûáðàëè äëÿ

àìïëèòóäû ïðîèçâîëüíîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Çäåñü âàæíî ïîä-

÷åðêíóòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå àìïëèòóäà, ò.å. ôîðìà öèêëà, íèêàêîãî

çíà÷åíèÿ íå èìååò. Ñèíõðîíèçàöèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ñîîòíîøåíèå

ìåæäó ôàçàìè, è åå óñòàíîâëåíèå ìîæíî ïðîñëåäèòü ñ ïîìîùüþ

ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî ãðàôèêà è ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêè íà-

−0.5 0.0 0.5
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Ðèñ. 3.15. Ñòðîáîñêîïè÷åñêîå íàáëþäåíèå âñïûøåê ñâåòëÿ÷êà ïðè ïå-
ðèîäè÷åñêîì âîçäåéñòâèè. Ðàñïðåäåëåíèå ôàç íà âðåìåííîì èíòåðâàëå

0 s < t < 22 s óçêîå (a è c), à â ñëó÷àå 22 s < t < 130 s � øèðîêîå (b è d),

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîòåðå ñèíõðîíèçàöèè ïðè t � 22 s (ñð. ñ ðèñ. 3.13).

Ãðàôèê ïîñòðîåí ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ èç [Ermentrout and Rinzel

1984].
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áëþäàåìîé ôàçû.

3.2.3 Çàõâàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ

Äîâîëüíî ÷àñòî âíåøíþþ ñèëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ. Â ýòîì ñëó÷àå àâòîêîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ

àâòîíîìíûìè â òå÷åíèå ïî÷òè âñåãî ïåðèîäà è òîëüêî íà êîðîòêîì

ïðîìåæóòêå âðåìåíè ïîäâåðãàþòñÿ äåéñòâèþ ñèëû. ×òîáû ïîÿñíèòü

ýòîò ìîìåíò, ïðîâåäåì ñíîâà ¾ìûñëåííûé¿ ýêñïåðèìåíò ñ ìàÿòíèêî-

âûìè ÷àñàìè. Ïóñòü ìàÿòíèê ïîäâåðãàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì òîë÷êàì,

íàïðàâëåíèå è ñèëà êîòîðûõ ïîñòîÿííû. Èíîãäà òîë÷êè óñêîðÿþò

ìàÿòíèê (åñëè îíè äåéñòâóþò â íàïðàâëåíèè åãî äâèæåíèÿ), à èíîãäà

îíè çàìåäëÿþò åãî. Åñëè ìàÿòíèê èçíà÷àëüíî êîëåáàëñÿ ìåäëåííåå,

òî òîë÷êè ÷àùå óñêîðÿþò åãî, è íàîáîðîò. Â ðåçóëüòàòå ïðîèñõîäèò

ñèíõðîíèçàöèÿ. Ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ ñîâðå-

ìåííûìè ÷àñàìè ïî ðàäèî: îíè ïåðèîäè÷åñêè ïîäñòðàèâàþòñÿ èì-

ïóëüñíûì ñèãíàëîì, èñõîäÿùèì îò ñòàíäàðòíûõ, î÷åíü òî÷íûõ ÷à-

ñîâ. Èìïóëüñíàÿ ñèëà è èìïóëüñíîå âçàèìîäåéñòâèå èãðàþò âàæíóþ

ðîëü è â áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, íàïðèìåð, â àíñàìáëÿõ íåéðîíîâ,

âîäèòåëÿõ ñåðäå÷íîãî ðèòìà (ïåéñìåêåðàõ) è ò.ä. Ïîäîáíàÿ ñèëà ÷à-

ñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè áèîëîãè÷å-

ñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ïðèìåð ñ ïåðèîäè÷åñêè

ñòèìóëèðóåìûì ñâåòëÿ÷êîì, íèæå ìû îïèøåì ïåðèîäè÷åñêîå âîç-

äåéñòâèå íà êëåòêè ñåðäöà, çàäàþùèå ðèòì åãî ñîêðàùåíèé. Îäíà-

êî, ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê ýòîìó ïðèìåðó, ìû îáúÿñíèì ýôôåêò

ñèíõðîíèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ, èñïîëüçóÿ ñòðîáî-

ñêîïè÷åñêèé ìåòîä (ñì. òàêæå [Õàðêåâè÷ 1962; Ãëàññ è Ìýêè 1988]).

Ïåðåóñòàíîâêà ôàçû îäèíî÷íûì èìïóëüñîì

Â êà÷åñòâå ïðåäâàðèòåëüíîãî øàãà ðàññìîòðèì âëèÿíèå îäèíî÷íîãî

èìïóëüñà íà àâòîêîëåáàíèÿ. Ïðè ýòîì ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå

ñâîéñòâî âîçìóùåíèé: îòêëîíåíèå òî÷êè â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè

(ò.å. ïî àìïëèòóäå) áûñòðî çàòóõàåò,13 â òî âðåìÿ êàê âîçìóùåíèÿ

ôàçû îñòàþòñÿ (ðèñ. 3.16). Òàêèì îáðàçîì, èìïóëüñ ñäâèãàåò ôàçó

� ! � + �. Î÷åâèäíî, ÷òî çíàê è àáñîëþòíîå çíà÷åíèå èçìåíåíèÿ

ôàçû � çàâèñÿò è îò òîãî, â êàêîé ôàçå äåéñòâîâàë èìïóëüñ, è îò

åãî âåëè÷èíû.
13 Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìû íå ïðåäïîëàãàåì, êàê ðàíüøå, ÷òî àì-

ïëèòóäà íå ìåíÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû. Òåì íå ìåíåå, ìû ïî-ïðåæíåìó

ñ÷èòàåì, ÷òî àìïëèòóäà îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâà, è ïîýòîìó åå çíà÷åíèå

î÷åíü áûñòðî âîçâðàùàåòñÿ ê íåâîçìóùåííîìó ñîñòîÿíèþ.
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Ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîçäåéñòâèå ïåðèîäè÷åñêîé (ñ ïåðèîäîì T ) ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ íà àâòîêîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé !0. Äëÿ

îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì !0 > ! = 2�=T . Áóäåì íàáëþäàòü àâòîêî-

ëåáàíèÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêè, â òå ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà äåéñòâóåò

èìïóëüñ (ðèñ. 3.17). Åñëè áû íå áûëî ñèëû, òî, ñêàæåì, â òå÷åíèå

òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáëþäåíèé îñöèëëÿòîð áûë áû îáíàðóæåí â

ïîëîæåíèÿõ, îáîçíà÷åííûõ íà ðèñ. 3.17a öèôðàìè 1, 2 è 3. Ïîñêîëü-

êó !0 > !, çà îäèí ïåðèîä ìåæäó íàáëþäåíèÿìè òî÷êà íà öèêëå

ñîâåðøàåò îäèí ïîëíûé îáîðîò ïëþñ íåáîëüøîé ñäâèã, êîòîðûé ìû

îáîçíà÷èì �.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èìïóëüñíàÿ ñèëà ¾âêëþ÷àåòñÿ¿, êîãäà

òî÷êà íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè 2. Åñëè èìïóëüñ ñäâèãàåò ôàçó â òî÷-

íîñòè íà âåëè÷èíó �, òî ýòîò ñäâèã êîìïåíñèðóåò ñìåùåíèå ôàçû

èç-çà ðàññòðîéêè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå äåéñòâèÿ èìïóëüñà òî÷êà

ïîïàäàåò â ïîëîæåíèå 1 è, ïîêà íå ïðèäåò ñëåäóþùèé èìïóëüñ, îíà

äâèæåòñÿ àâòîíîìíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çà âðåìÿ T òî÷êà ïåðåõîäèò

â ïîëîæåíèå 2; ñëåäóþùèé èìïóëüñ ñíîâà ñäâèãàåò åå â 1 (ðèñ. 3.17b).

Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàÿ òî÷êó ñòðîáîñêîïè÷åñêè ñ ïåðèîäîì ñèëû,

ìû âñåãäà íàõîäèì åå â îäíîì è òîì æå ìåñòå öèêëà, ÷òî îçíà÷àåò

ñèíõðîíèçàöèþ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèíõðîíèçàöèÿ áóäåò íàáëþäàòüñÿ, åñëè èìïóëü-

ñû èìåþò îïðåäåëåííóþ àìïëèòóäó è ïðèëàãàþòñÿ â îïðåäåëåííîé

ôàçå. Êàê ìû óæå çíàåì, á�îëüøàÿ ðàññòðîéêà òðåáóåò áîëüøåé àì-

ïëèòóäû ñèëû: åñëè ìåæäó äâóìÿ èìïóëüñàìè òî÷êà ñäâèãàåòñÿ îò

ïîëîæåíèÿ 1 äî ïîëîæåíèÿ 3, òî äëÿ ïåðåóñòàíîâêè ôàçû íà âåëè-

÷èíó 2� òðåáóåòñÿ èìïóëüñ áîëüøåé àìïëèòóäû, è ñäâèã ôàç ìåæäó

∆

∆

∆1

∆1

(a) (b)

2

1
1 1

2

Ðèñ. 3.16. Ïåðåóñòàíîâêà ôàçû àâòîêîëåáàíèé îäèíî÷íûì èìïóëüñîì

� ! � + � (phase resetting). (a) Âëèÿíèå èìïóëüñà çàâèñèò îò ôàçû

îñöèëëÿòîðà â ìîìåíò âîçäåéñòâèÿ. Åñëè èìïóëüñ äåéñòâóåò íà òî÷êó

1, òî ôàçà îòñòàåò (�1 < 0); âîçìóùåíèå, ïðèëîæåííîå â òî÷êå 2,

ïðèâîäèò ê ïîëîæèòåëüíîìó èçìåíåíèþ ôàçû (�2 > 0). (b) Âëèÿíèå

ñèëû èìïóëüñà: ÷åì áîëüøå àìïëèòóäà (âåêòîð, ïîêàçàííûé øòðèõî-

âîé ëèíèåé), òåì áîëüøå èçìåíåíèå ôàçû (j�
0

1j > j�1j).
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ñèëîé è ñèíõðîíèçîâàííûìè àâòîêîëåáàíèÿìè òàêæå óâåëè÷èâàåòñÿ.

Åñëè ñèëà ñíà÷àëà ïðèëàãàåòñÿ â ïðîèçâîëüíîé ôàçå, òî îíà â

îáùåì ñëó÷àå íå ìîæåò íåìåäëåííî ¾îñòàíîâèòü¿ âðàùåíèå òî÷êè,

íî ñäåëàåò ýòî ïîñëå íåêîòîðîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Èç ïðîñòûõ

ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñèëà íà÷èíàåò äåé-

ñòâîâàòü, êîãäà òî÷êà íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè 3, òî ïåðâûé èìïóëüñ

ïåðåâåäåò åå â ïîëîæåíèå ìåæäó 2 è 1, ñëåäóþùèé ïðèâåäåò åå åùå

áëèæå ê 1 è ò.ä.; â êîíöå êîíöîâ óñòàíîâèòñÿ ñèíõðîííûé ðåæèì.

Áîëåå ôîðìàëüíî ñèíõðîíèçàöèþ ïåðèîäè÷åñêè âîçìóùàåìûõ àâ-

òîêîëåáàíèé ìîæíî îïèñàòü, ââåäÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó ôàçàìè ïî-

ñëå n-ãî è (n + 1)-ãî èìïóëüñîâ, �
n+1 = �

n
+ � + �(�

n
+ �). Çäåñü

ïîñòîÿííàÿ � åñòü íàáåã ôàçû âñëåäñòâèå ðàññòðîéêè,14 à �(�
n
+ �)

îïèñûâàåò ïåðåóñòàíîâêó ôàçû (n+ 1)-ì èìïóëüñîì. Óñëîâèåì ñèí-

14 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ôàçà ðàñòåò ñî âðåìåíåì ëèíåéíî

(ñì. ðàçäåë 2.2), è ïîýòîìó � ïîñòîÿííî. Ñëåäîâàòåëüíî, íàø ïîäõîä

ñïðàâåäëèâ â îáùåì ñëó÷àå: â íåì íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû òî÷êà âðàùàëàñü

ïî öèêëó ðàâíîìåðíî. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ôàçû � + 2� è � ñ÷èòàþòñÿ

çäåñü ýêâèâàëåíòíûìè.

1

ν
ν

1 2 3

T T

a)
3

2

1

(b)

2

Ðèñ. 3.17. (a) Ñòðîáîñêîïè÷åñêîå íàáëþäåíèå àâòîíîìíûõ àâòîêîëå-

áàíèé â ìîìåíòû ïîÿâëåíèÿ èìïóëüñîâ; êîãäà ïîÿâëÿåòñÿ èìïóëüñ 1,

òî÷êà íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè 1, è ò.ä. ×àñòîòà àâòîêîëåáàíèé âûáðàíà

áîëüøåé, ÷åì ÷àñòîòà èìïóëüñîâ, !0 > ! = 2�=T ; ïîýòîìó ñòðîáîñêîïè-

÷åñêè íàáëþäàåìàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ âäîëü öèêëà. (b) Ñèíõðîíèçàöèÿ

ïóòåì ïåðåóñòàíîâêè ôàçû. Ïåðèîäè÷åñêèå èìïóëüñû, ïðèêëàäûâàå-

ìûå â ïîëîæåíèè 2, ñäâèãàþò ôàçó â ïîëîæåíèå 1, ÷òî êîìïåíñèðó-

åò ðàçíîñòü ôàç, âîçíèêàþùóþ èç-çà ðàññòðîéêè. Ìåæäó èìïóëüñàìè

ôàçà ýâîëþöèîíèðóåò êàê â àâòîíîìíîé ñèñòåìå.
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õðîíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî �
n+1 è �n. Îòîáðàæåíèå �n ! �

n+1

èçâåñòíî â íåëèíåéíîé äèíàìèêå êàê îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè.

Ýòîò ñïîñîá îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ â ðàçäåëå 7.3,

çäåñü æå ìû îãðàíè÷èìñÿ êà÷åñòâåííûì îïèñàíèåì ÿâëåíèÿ.

3.2.4 Ñèíõðîíèçàöèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà. ßçûêè
Àðíîëüäà

Äî ñèõ ïîð ìû âñåãäà ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ÷àñòîòà àâòîíîìíûõ àâ-

òîêîëåáàíèé òîëüêî ñëåãêà îòëè÷àåòñÿ îò ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû,

è ñèíõðîíèçàöèÿ ïîíèìàëàñü êàê ïîäñòðîéêà ýòèõ ÷àñòîò çà ñ÷åò

âîçäåéñòâèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îíè ñîâïàäàëè. Çäåñü ìû ïîêàæåì,

÷òî ñèíõðîíèçàöèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü è â áîëåå ñëîæíîé ôîðìå. Ðàñ-

ñìîòðèì ñíîâà àâòîêîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêèõ òîë÷êîâ

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé âòîðîé òîë÷îê îòñóòñòâóåò. Ñëåäîâà-

òåëüíî, îñöèëëÿòîð îñòàåòñÿ àâòîíîìíûì â òå÷åíèå âðåìåíè 2T , è çà

ýòî âðåìÿ òî÷êà íà öèêëå ñìåùàåòñÿ îò ïîëîæåíèÿ 1 ê ïîëîæåíèþ 3.

Èç ðèñ. 3.18 ÿñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî áîëüøîé èìïóëüñ ìîæåò êîìïåí-

ñèðîâàòü íàáåã ôàçû 2�, îáðàçîâàâøèéñÿ ñ ìîìåíòà ïðåäûäóùåãî

âîçäåéñòâèÿ.

2ν

2T

1 2 3

(a) (b)
3

2

11

2
3

Ðèñ. 3.18. Ñèíõðîíèçàöèÿ àâòîêîëåáàíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èì-

ïóëüñîâ ñ ïåðèîäîì 2T . (a) Ìåæäó äâóìÿ èìïóëüñàìè òî÷êà ïåðåõî-

äèò èç ïîëîæåíèÿ 1 â ïîëîæåíèå 3. (b) Ñèíõðîíèçàöèÿ ìîæåò áûòü

äîñòèãíóòà, åñëè êàæäûé âòîðîé èìïóëüñ îòñóòñòâóåò, íî àìïëèòóäà

äîñòàòî÷íî âåëèêà (ñð. ñ ðèñ. 3.17b).
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Òàêèì îáðàçîì, àâòîêîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé !0 ìîãóò áûòü çàõâà÷å-

íû ñèëîé ñ ÷àñòîòîé, áëèçêîé (íî íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîé!) ê !0=2,

è ñèíõðîíèçàöèÿ òîãäà ïðîÿâëÿåòñÿ êàê âîçíèêíîâåíèå ñëåäóþùå-

ãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷àñòîòàìè: 2! = 
. Ýòîò ðåæèì íàçûâàþò

ñèíõðîíèçàöèåé ïîðÿäêà 2 : 1. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî äîáèòüñÿ çàõâà-

òà è êàæäûì òðåòüèì èìïóëüñîì, õîòÿ äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ åùå

áîëåå óâåëè÷èòü àìïëèòóäó âîçäåéñòâèÿ ïðè òîé æå ðàññòðîéêå. Â

îáùåì ñëó÷àå ìîæíî íàáëþäàòü ñèíõðîííûå ðåæèìû ïðîèçâîëüíîãî

ïîðÿäêà n : m (n èìïóëüñîâ íàm ïåðèîäàõ êîëåáàíèé), ÷òî ïîçâîëÿåò

íàðèñîâàòü öåëîå ñåìåéñòâî îáëàñòåé ñèíõðîíèçàöèè (ðèñ. 3.19). Ýòè

îáëàñòè ïðèíÿòî íàçûâàòü ÿçûêàìè Àðíîëüäà.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ÿçûêè âûñîêîãî ïîðÿäêà îáû÷íî î÷åíü óç-

êè, òàê ÷òî èõ äîâîëüíî òðóäíî, åñëè âîîáùå âîçìîæíî, íàáëþäàòü

ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü, àíàëèçèðóÿ ðèñ. 3.17 è

1

1 : 3

/2

1 : 22 : 31 : 1

/2

2 : 1

/2

(a)

(b)

/2

2

03ω03ωω0 ω0 2ω
ω

ω

0

0 ω0 0

Ω/ω

2ω0 03ωω

ε

3ω
Ðèñ. 3.19. (a) Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÿçûêîâ Àðíîëüäà, èëè

îáëàñòåé ñèíõðîíèçàöèè ïîðÿäêà n : m. ×èñëà íàä êàæäûì ÿçûêîì

îáîçíà÷àþò ïîðÿäîê ñèíõðîíèçàöèè, íàïðèìåð, 2 : 3 îçíà÷àåò âûïîë-

íåíèå ñîîòíîøåíèÿ 2! = 3
. (b) Ãðàôèê çàâèñèìîñòè 
=! îò ! äëÿ

ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäû ñèëû (ïîêàçàííîé øòðèõîâîé ëèíèåé íà

(a)) èìååò õàðàêòåðíûé âèä ÷åðòîâîé ëåñòíèöû, ñì. ïîëíûé ãðàôèê

íà ðèñ. 7.16 (çäåñü ìû íå ïîêàçûâàåì äåòàëè ìåæäó ãëàâíûìè ñòóïåíü-

êàìè).
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3.18. Ìû âèäèì, ÷òî ïðè òîé æå ðàññòðîéêå äëÿ ñèíõðîíèçàöèè

ïîðÿäêà 2 : 1 òðåáóåòñÿ ãîðàçäî áîëüøàÿ àìïëèòóäà èìïóëüñîâ. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, åñëè àìïëèòóäà ôèêñèðîâàíà, òî ïåðåóñòàíîâêà ôà-

çû, ñêàæåì, êàæäûì âòîðûì èìïóëüñîì ïîçâîëÿåò êîìïåíñèðîâàòü

ìåíüøóþ ðàññòðîéêó, ÷åì ïåðåóñòàíîâêà êàæäûì èìïóëüñîì. Ýòî

êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè 2 : 1 óæå, ÷åì îáëàñòü

ñèíõðîíèçàöèè 1 : 1.

3.2.5 Ïðèìåð: ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòèìóëÿöèÿ
ïåéñìåêåðíûõ êëåòîê

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðåäñòàâëåííîãî âûøå òåîðåòè÷åñêîãî ðàññìî-

òðåíèÿ ïðîáëåìû ìû âûáðàëè ýêñïåðèìåíòû ìîíðåàëüñêîé ãðóïïû

[Guevara et al. 1981, 1989; Ãëàññ è Ìýêè 1988; Zeng et al. 1990;

Glass and Shrier 1991] ïî ïåðèîäè÷åñêîé ñòèìóëÿöèè ñïîíòàííî ñîêðà-

ùàþùèõñÿ êëåòîê, âûäåëåííûõ èç ïðåäñåðäèé êóðèíîãî ýìáðèîíà.

Ðèñ. 3.20 ïîêàçûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíóþ çàïèñü çàâèñèìîñòè ìåì-

áðàííîãî ïîòåíöèàëà îò âðåìåíè, ïîëó÷åííóþ ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî

â êëåòêó ìèêðîýëåêòðîäà. Èìïóëüñ òîêà äëèòåëüíîñòüþ 20 ìñ ïîäà-

âàëñÿ ÷åðåç òîò æå ýëåêòðîä, íà ãðàôèêå îí âûãëÿäèò êàê áîëüøîé

ïèê; ýòè èìïóëüñû ïðèâîäèëè ê çàäåðæêå ôàçû, óâåëè÷èâàÿ ïåðèîä

êîëåáàíèé (T 0 > T ). Ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòî-

T0 T'

Ðèñ. 3.20. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàïèñü ìåìáðàííîãî ïîòåíöèàëà ñïîí-

òàííî îñöèëëèðóþùåé êëåòêè (èç ñåðäöà êóðèíîãî ýìáðèîíà) è âëèÿ-

íèÿ íà íåãî âíåøíåãî èìïóëüñà òîêà (external pulse). Èìïóëüñ ïîäàåòñÿ

÷åðåç èñïîëüçóåìûé äëÿ èçìåðåíèé ýëåêòðîä, îí âèäåí êàê áîëüøîé

ïèê íà ãðàôèêå, ïðèâîäÿùèé ê ïåðåóñòàíîâêå ôàçû êîëåáàíèé. T0 �

áàçîâûé ïåðèîä, à T 0 � âîçìóùåííûé ïåðèîä. Èç [Zeng et al. 1990].
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òàìè ïðèâîäèëî ê óñòîé÷èâûì ðåæèìàì çàõâàòà ôàçû, ïîêàçàííûì

íà ðèñ. 3.21.

3.2.6 Çàõâàò ôàçû è ÷àñòîòû: îáùèé ïîäõîä

Îïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè òèïè÷íû äëÿ àâòîêîëåáà-

íèé ïðè ñëàáîé âíåøíåé ñèëå è íå çàâèñÿò îò ñâîéñòâ êîíêðåòíîé

ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè îò òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè êîëåáàíèÿ êâàçèãàðìîíè-

÷åñêèìè èëè ðåëàêñàöèîííûìè. Îíè íå çàâèñÿò òàêæå è îò ôîðìû

âíåøíåé ñèëû, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ãàðìîíè÷åñêîé (êàê ïðåäïîëàãà-

ëîñü â ðàçäåëå 3.1), ïðÿìîóãîëüíîé (êàê â ýêñïåðèìåíòàëüíîì ïðè-

ìåðå íà ðèñ. 3.10) èëè èìïóëüñíîé (êàê â ïðèìåðå, ïðåäñòàâëåííîì

íà ðèñ. 3.21). Â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ

ïîðÿäêà n : m ñ ÿçûêàìè Àðíîëüäà, ïîäõîäÿùèìè ê îñè !; ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ñèíõðîíèçàöèÿ ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ïðè ñêîëü óãîäíî

ìàëîé ñèëå (ðèñ. 3.19). Ïðè áîëüøèõ n è m îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

î÷åíü óçêè, òàê ÷òî èõ íå âñåãäà óäàåòñÿ íàáëþäàòü â ýêñïåðèìåíòå.

×òîáû ðàññìîòðåòü ñèíõðîíèçàöèþ âûñøèõ ïîðÿäêîâ â ðàìêàõ

îáùåãî ïîäõîäà, ïåðåôîðìóëèðóåì óñëîâèå çàõâàòà ÷àñòîòû â âèäå

3:4

1:1

3:2

Ðèñ. 3.21. Ñèíõðîíèçàöèÿ ãðóïïû êëåòîê ïðåäñåðäèé êóðèíîãî ýì-

áðèîíà ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ. Ïîêàçàíû ðå-

æèìû ñèíõðîíèçàöèè ïîðÿäêà 3 : 4, 1 : 1 è 3 : 2 ïðè ïåðèîäàõ

ñòèìóëÿöèè T = 0:6 ñ, T = 0:78 ñ è T = 1:52 ñ, ñîîòâåòñòâåííî.

Âñå ðèòìû àíàëèçèðîâàëèñü ïî ïðîøåñòâèè äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî

âðåìåíè ñ íà÷àëà ñòèìóëÿöèè, ÷òîáû ïåðåõîäíûå ïðîöåññû ïðîøëè è

óñòàíîâèëèñü ñòàöèîíàðíûå óñòîé÷èâûå êîëåáàíèÿ. Èç ðàáîòû [Zeng

et al. 1990], ãäå ïðåäñòàâëåíû òàêæå ðåæèìû ñ äðóãèìè çíà÷åíèÿìè

n : m.
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n! =m
: (3.2)

Óñëîâèå çàõâàòà ôàçû (óðàâíåíèå (3.1)) òàêæå äîëæíî áûòü ïå-

ðåôîðìóëèðîâàíî äëÿ ñëó÷àÿ ñèíõðîíèçàöèè ïîðÿäêà n : m. Â êà÷å-

ñòâå ïåðâîãî øàãà îòìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü ôàç â ñèíõðîííîì ðåæèìå

íå îáÿçàòåëüíî ïîñòîÿííà, íî ìîæåò êîëåáàòüñÿ âîêðóã íåêîòîðîãî

çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ñíîâà ñëó÷àé ñèíõðîíèçàöèè 1 : 1

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ (ðèñ. 3.17b) è ïîñòðîèì ãðàôèêè

ôàçû àâòîêîëåáàíèé, ôàçû âíåøíåé ñèëû è èõ ðàçíîñòè (ðèñ. 3.22).

Ìû âèäèì, ÷òî ðàçíîñòü ôàç îãðàíè÷åíà, íî íå ïîñòîÿííà. Ýòî íà-

áëþäàåòñÿ íå òîëüêî ïðè èìïóëüñíîì âîçäåéñòâèè; òàê, íàïðèìåð,

ðàçíîñòü ôàç â îáùåì ñëó÷àå áóäåò êîëåáàòüñÿ, åñëè äâèæåíèå ïî

öèêëó íåðàâíîìåðíî (èëè íåðàâíîìåðåí ðîñò ôàçû ñèëû). Òåïåðü,

èìåÿ â âèäó âîçìîæíîñòü ñèíõðîíèçàöèè ïîðÿäêà n : m, ïåðåôîðìó-

ëèðóåì óñëîâèå çàõâàòà ôàç (3.1) â áîëåå îáùåì âèäå

jn�e �m�j < constant: (3.3)

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâåííî, ÷òî ðàçíîñòü ôàç n�e � m� îñòàåòñÿ

îãðàíè÷åííîé, ÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ çàõâàòà ÷àñòîòû (3.2).

0

φ0+2π
φ0+4π
φ0+6π

t0+T t0+2T t0 t0

t0 t0+T t0+2T t0 t0

φ0

φ

+8π

∆

∆

(a)

(b)

×ÒÅÍÑ
+3T+3T

φ−φe

φ,φe

0t

+3T +3T
×ÒÅÍÑ

Ðèñ. 3.22. Ðàçíîñòü ôàç â ñèíõðîííîì ðåæèìå íå îáÿçàòåëüíî ïîñòî-

ÿííà. (a) Ôàçà âíåøíåé ñèëû �e ðàñòåò ëèíåéíî (æèðíàÿ ëèíèÿ), à

ôàçà àâòîêîëåáàíèé ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêèõ òîë÷êîâ � ðàñòåò

ëèíåéíî ìåæäó òîë÷êàìè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ìãíîâåííî ïåðåóñòàíà-

âëèâàåòñÿ �! ��� ïðè êàæäîì èìïóëüñå. Ôàçà àâòîíîìíûõ àâòîêî-

ëåáàíèé ðîñëà áû êàê ïîêàçàíî øòðèõîâîé ëèíèåé. (b) Ðàçíîñòü ôàç

�� �e îãðàíè÷åíà è êîëåáëåòñÿ.
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3.2.7 Ïðèìåð: ñèíõðîíèçàöèÿ ëàçåðà

Simonet et al. [1994] ýêñïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàëè

ÿâëåíèÿ çàõâàòà ÷àñòîòû â ðóáèíîâîì ëàçåðå íà ÿäåðíîì ìàãíèòíîì

ðåçîíàíñå ñ çàäåðæàííîé îáðàòíîé ñâÿçüþ. Ýòîò îáúåêò èäåàëüíî

ïîäõîäèò äëÿ èçó÷åíèÿ ñèíõðîíèçàöèè, ââèäó âûñîêîé ñòàáèëüíîñòè

êîëåáàíèé è áîëüøîãî îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì. Â ðåçóëüòàòå îêàçà-

ëîñü âîçìîæíûì íàáëþäàòü ñèíõðîííûå ðåæèìû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.

Àâòîíîìíûé ëàçåð äåìîíñòðèðóåò ïåðèîäè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ èí-

òåíñèâíîñòè èçëó÷àåìîãî ñâåòà ñ ÷àñòîòîé f0 � 40 Ãö. Âíåøíèé

ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë äîáàâëÿëñÿ â öåïü îáðàòíîé ñâÿçè. Îí áûë

ëèáî ñèíóñîèäàëüíûì, ëèáî èìåë ôîðìó ìåàíäðà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

íàáëþäàëèñü ñèíõðîííûå ñîñòîÿíèÿ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ.

Çàõâà÷åííûå ðåæèìû èäåíòèôèöèðîâàëèñü ïî ãðàôèêàì èíòåí-

ñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ êàê ôóíêöèè âíåøíåãî ñèãíàëà V . Àâòîêîëåáà-

íèÿ ñ÷èòàëèñü çàõâà÷åííûìè, åñëè ñóùåñòâîâàëà óñòîé÷èâàÿ ôèãóðà

Ëèññàæó (ðèñ. 3.23, ñð. ñ ðèñ. 3.9). ßçûêè Àðíîëüäà äëÿ âûíóæäåí-

íûõ àâòîêîëåáàíèé ëàçåðà ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.24. Îòìåòèì, ÷òî ÿçû-

êè âûñøèõ ïîðÿäêîâ î÷åíü óçêè � â ïðåäåëàõ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî

ðàçðåøåíèÿ îíè âûãëÿäÿò êàê ëèíèè.

Ïðåäñòàâëåííûé ïðèìåð åùå ðàç ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâà ñèí-

õðîíèçàöèè ñëàáî âîçìóùåííûõ àâòîêîëåáàíèé óíèâåðñàëüíû è íå

çàâèñÿò íè îò ñâîéñòâ àâòîêîëåáàíèé, íè îò ôîðìû ñèëû. Ïîñëåä-

íÿÿ ìîæåò áûòü ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ, êàê ïðè òåî-

ðåòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè âûøå, ëèáî ñèíóñîèäàëüíîé, ëèáî èìåòü

Ðèñ. 3.23. Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ëàçåðà log Vout êàê ôóíêöèÿ îò

âíåøíåãî ñèãíàëà V . Çàìêíóòàÿ êðèâàÿ (ôèãóðà Ëèññàæó) óêàçûâàåò,

÷òî ïåðèîä àâòîêîëåáàíèé ðàâåí â òî÷íîñòè äâóì ïåðèîäàì ñèãíàëà

(âíåøíåé ñèëû), ò.å. èìååò ìåñòî ñèíõðîíèçàöèÿ 1 : 2 (ñð. ñ ðèñ. 3.9). Èç

Simonet et al., Physical Review E, Vol. 50, 1994, pp. 3383�3391. Copyright

1994 by the American Physical Society.
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ôîðìó ìåàíäðà, êàê â ýêñïåðèìåíòå ñ ëàçåðîì. Â ëþáîì ñëó÷àå

íàáëþäàåòñÿ ñåìåéñòâî ÿçûêîâ Àðíîëüäà, êàñàþùèõñÿ îñè ÷àñòîò.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè ïðè ñðåäíåé è áîëüøîé

ñèëå íå óíèâåðñàëüíû. Íàïðèìåð, â ýêñïåðèìåíòå ñ ëàçåðîì ÿçûê

1 : 2 ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà (ðèñ. 3.24).

3.3 Îñîáåííîñòè ñèíõðîíèçàöèè
ðåëàêñàöèîííûõ àâòîêîëåáàíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè ðåëàêñàöèîííûõ

îñöèëëÿòîðîâ òèïà íàêîïëåíèå�ñáðîñ, ââåäåííûõ â ðàçäåëå 2.4.2. Ìû

îñòàíîâèìñÿ íà òðåõ ñïîñîáàõ âîçäåéñòâèÿ íà ýòè àâòîêîëåáàíèÿ: (i)

ñáðîñ âíåøíèì èìïóëüñîì, (ii) âàðèàöèÿ ïîðîãà è (iii) âàðèàöèÿ ñîá-

ñòâåííîé ÷àñòîòû, à òàêæå ïðèâåäåì ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïðèìåðû.
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Ðèñ. 3.24. ßçûêè ñèíõðîíèçàöèè äëÿ ëàçåðà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé

ñèëû ñ àìïëèòóäîé " è ÷àñòîòîé !. Ãðàíèöû ÿçûêîâ ïîðÿäêîâ 1 : 1

è 1 : 2 ïîêàçàíû ñèìâîëîì �. ßçûêè âûñøèõ ïîðÿäêîâ î÷åíü óçêè; â

ïðåäåëàõ òî÷íîñòè ýêñïåðèìåíòà îíè âûãëÿäÿò êàê ëèíèè, ïîêàçàííûå

ñèìâîëîì Æ. Èç Simonet et al., Physical Review E, Vol. 50, 1994, pp.

3383�3391. Copyright 1994 by the American Physical Society.
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3.3.1 Ñáðîñ âíåøíèì èìïóëüñîì. Ïðèìåð:
êàðäèîñòèìóëÿòîð

Èñïîëüçóåì ñíîâà ïðîñòóþ ìîäåëü èç ðàçäåëà 2.4.2 (ñì. ðèñ. 2.12),

íî òåïåðü ââåäåì â íåå âíåøíþþ ñèëó. Ïðåäñòàâèì, ÷òî íàïîëíåí-

íûå æèäêîñòüþ ñîñóäû äâèæóòñÿ ïî êîíâåéåðó è îïðîêèäûâàþòñÿ

â ðåçåðâóàð îñöèëëÿòîðà (ðèñ. 3.25a). Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåííîå

êîëè÷åñòâî æèäêîñòè äîáàâëÿåòñÿ â ñèñòåìó ñ ÷àñòîòîé !, çàâèñÿùåé

îò ñêîðîñòè êîíâåéåðà. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âîäà äîáàâëÿåòñÿ ïðàêòè-

÷åñêè ìãíîâåííî, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ñèëó êàê ïåðèîäè÷åñêóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ; èõ àìïëèòóäà ñîîòâåòñòâóåò êîëè÷å-

ñòâó äîáàâëÿåìîé âîäû. Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî è ñáðîñ

ïðîèñõîäèò ìãíîâåííî, ÷òî òèïè÷íî äëÿ îñöèëëÿòîðîâ ¾íàêîïëåíèå�

ñáðîñ¿.
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Ðèñ. 3.25. (a) Äåéñòâèå èìïóëüñíîé ñèëû íà îñöèëëÿòîð ¾íàêîïëåíèå�

ñáðîñ¿. Ïî êîíâåéåðó äîñòàâëÿåòñÿ âîäà, êîòîðàÿ ïåðèîäè÷åñêè äîáà-

âëÿåòñÿ â ñîñóä. (b) Àâòîíîìíûé îñöèëëÿòîð ñ ïåðèîäîì T0 ñèíõðîíè-

çóåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ, ïîêàçàííîé

íà ðèñ. (c). Êàæäûé èìïóëüñ îçíà÷àåò ìãíîâåííûé ïîäúåì âîäû â ãëàâ-

íîì ñîñóäå; ïîýòîìó ïîðîã äîñòèãàåòñÿ ðàíüøå, ÷åì â îòñóòñòâèå ñèëû.

Îòìåòèì, ÷òî ñèíõðîíèçàöèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ î÷åíü áûñòðî, â òå÷åíèå

äâóõ öèêëîâ. (d) Ïîñêîëüêó ñèëà ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èòü ÷àñòîòó

îñöèëëÿòîðà, îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè ïîðÿäêà 1 : 1 àñèììåòðè÷íà.
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Âëèÿíèå èìïóëüñîâ íà äèíàìèêó ìîæíî ëåãêî ïîíÿòü: îíè óìåíü-

øàþò ïåðèîä êîëåáàíèé, ò.å. íåïîñðåäñòâåííî ïåðåóñòàíàâëèâàþò

ôàçó àâòîêîëåáàíèé. Èç ïðîñòîãî ðàññìîòðåíèÿ (ðèñ. 3.25) ñëåäóþò

îñíîâíûå ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè:

Äîïîëíèòåëüíî äîáàâëåííàÿ âîäà ïðèâîäèò ê áîëåå ðàííåìó

ñáðîñó, ò.å. óìåíüøàåò ïåðèîä, íî íå ìîæåò åãî óâåëè÷èòü.

Ñèíõðîíèçàöèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ î÷åíü áûñòðî, â òå÷åíèå

íåñêîëüêèõ öèêëîâ. Îòìåòèì, ÷òî, åñëè èìïóëüñ äîñòàòî÷íî

áîëüøîé, ÷òîáû âûçâàòü ñáðîñ, ò.å. åãî àìïëèòóäà âûøå ïîðîãà,

òî ñèíõðîíèçàöèÿ íàñòóïàåò ñðàçó.

Ìåõàíèçì ñèíõðîíèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ ñ 1960-

õ ãîäîâ èñïîëüçóåòñÿ â óñòðîéñòâå, ñïàñøåì ìíîæåñòâî ÷åëîâå÷å-

ñêèõ æèçíåé � â êàðäèîñòèìóëÿòîðå. Â ïåðâûõ ìîäåëÿõ êàê ðàç

èñïîëüçîâàëñÿ ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë äëÿ êîððåêöèè àíîìàëüíî ðåä-

êîãî ñåðäå÷íîãî ðèòìà (áðàäèêàðäèè). Â òàêèõ óñòðîéñòâàõ ýëåê-

òðè÷åñêèå èìïóëüñû ñ èìïëàíòèðîâàííîãî ãåíåðàòîðà ñòèìóëèðîâà-

ëè âîäèòåëü ñåðäå÷íîãî ðèòìà (ïåéñìåêåð) ïåðâîãî ïîðÿäêà � ñè-

íîàòðèàëüíûé óçåë � è âûçûâàëè ñîêðàùåíèå ñåðäöà.15 Ïîäîáíûå

óñòðîéñòâà èñïîëüçóþòñÿ òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå õèðóðãè÷å-

ñêîãî âìåøàòåëüñòâà íà ñåðäöå; îíè çàñòàâëÿþò ñåðäöå áèòüñÿ íà

áîëüøåé ÷àñòîòå, ÷åì îáû÷íî. Òàêîé êàðäèîñòèìóëÿòîð ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé âíåøíèé ãåíåðàòîð, ñîåäèíåííûé ñ ñåðäöåì ïîñðåäñòâîì

ýëåêòðîäîâ. Ïîñëå óëó÷øåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñåðäöà ýëåêòðîäû óäàëÿþò.

3.3.2 Ýëåêòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ñåðäöà ïî
Âàí-äåð-Ïîëþ è Âàí-äåð-Ìàðêó

Èíòåðåñíûé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêñïåðèìåíò, ïðîâåäåííûé

Âàí-äåð-Ïîëåì è Âàí-äåð-Ìàðêîì [van der Pol and van der Mark

1928]. Âäîõíîâëåííûå âûñêàçàííîé â 1926 ã. èäååé Âàí-äåð-Ïîëÿ î

òîì, ÷òî ñåðäöå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåëàêñàöèîííûé àâòîãåíåðàòîð,

îíè ñêîíñòðóèðîâàëè ýëåêòðè÷åñêóþ ìîäåëü ñåðäöà. Èõ óñòðîéñòâî

ñîñòîÿëî èç òðåõ ðåëàêñàöèîííûõ àâòîãåíåðàòîðîâ òèïà ðèñ. 2.14,

15 Ñîâðåìåííûå êàðäèîñòèìóëÿòîðû � ýòî ïðîãðàììèðóåìûå àäàïòèâíûå

óñòðîéñòâà, èñïîëüçóþùèå ñëîæíûå àëãîðèòìû äëÿ ñëåæåíèÿ çà ñåðäå÷-

íîé äåÿòåëüíîñòüþ; îíè ìåíÿþò ðèòì â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ñóòîê,

ôèçè÷åñêîé àêòèâíîñòè è ò.ä.
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ñâÿçàííûõ îäíîíàïðàâëåííî (ðèñ. 3.26). Òàêèì îáðàçîì, îäèí ãåíå-

ðàòîð äåéñòâîâàë íà äðóãèå êàê âíåøíÿÿ ñèëà.16

Óñòðîéñòâî ñîäåðæàëî äîïîëíèòåëüíî òðè ïåðåêëþ÷àòåëÿ, òàê ÷òî

íà êàæäûé ãåíåðàòîð ìîã ïîäàâàòüñÿ êîðîòêèé èìïóëüñ, ìîäåëèðó-

þùèé ýêñòðàñèñòîëó. Ñóììèðóÿ èìïóëüñû îò ïðåäñåðäèé è æåëó-

äî÷êîâ (ðàññìàòðèâàÿ èõ â êà÷åñòâå P- è R-çóáöîâ), Âàí-äåð-Ïîëü è

Âàí-äåð-Ìàðê ìîäåëèðîâàëè íà ýêðàíå îñöèëëîãðàôà ýëåêòðîêàð-

äèîãðàììó. Ïî-âèäèìîìó, ýòîò ýêñïåðèìåíò áûë ïåðâûì ñëó÷àåì

ïðèìåíåíèÿ íåëèíåéíîé äèíàìèêè ê áèîëîãè÷åñêîé ïðîáëåìå.

Âàí-äåð-Ïîëü è Âàí-äåð-Ìàðê èçìåíÿëè ñâÿçü ìåæäó âòîðûì è

òðåòüèì ãåíåðàòîðàìè (èìèòèðóÿ ïðè ýòîì ïðîâîäèìîñòü ìåæäó

ïðåäñåðäèÿìè è æåëóäî÷êàìè), íà÷èíàÿ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïðè íîðìàëüíûõ ñîêðàùåíèÿõ ñåðäöà âñå òðè ãåíåðà-

òîðà äîëæíû áûòü ñèíõðîííû; êàæäûé P-çóáåö ñîïðîâîæäàåòñÿ R-

çóáöîì. Óìåíüøàÿ ñâÿçü, ìîæíî ìîäåëèðîâàòü îïðåäåëåííóþ ñåð-

äå÷íóþ ïàòîëîãèþ � áëîêàäó, ò.å. íàðóøåíèå íîðìàëüíîé ïðîâîäè-

ìîñòè ñèãíàëà îò ïðåäñåðäèé ê æåëóäî÷êàì. Ïðè òàêîé ïàòîëîãèè,

íàçûâàåìîé â íàøè äíè áëîêàäîé âòîðîãî ïîðÿäêà, m ñîêðàùåíèé

16 Èçâåñòíî, ÷òî â íîðìå ñîêðàùåíèÿ ñåðäöà âûçûâàþòñÿ ïåéñìåêåðîì ïåð-

âîãî ïîðÿäêà (ñèíîàòðèàëüíûì óçëîì) ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé îêîëî 70

áèåíèé â ìèíóòó. Åñëè îí îòêàçûâàåò, òî ñîêðàùåíèÿ âûçûâàþòñÿ ïåé-

ñìåêåðîì âòîðîãî ïîðÿäêà (àòðèîâåíòðèêóëÿðíûì óçëîì); åãî ÷àñòîòà

� 40�60 áèåíèé â ìèíóòó. Åñëè æå ïðîâåäåíèå âîçáóæäåíèÿ îò ïðåäñåðäèé

ê æåëóäî÷êàì ÷åðåç àòðèîâåíòðèêóëÿðíûé óçåë íàðóøåíî (ïîëíàÿ áëî-

êàäà), òî æåëóäî÷êè ñîêðàùàþòñÿ â ðèòìå ïåéñìåêåðà òðåòüåãî ïîðÿäêà

(� 30�40 áèåíèé â ìèíóòó) [Øìèäò è Òåâñ 1983]. Òàêèì îáðàçîì, â íîð-

ìàëüíî ôóíêöèîíèðóþùåì ñåðäöå âîäèòåëè ðèòìà ñèíõðîíèçîâàíû ñèíî-

àòðèàëüíûì óçëîì. Ñàìûé áûñòðûé ãåíåðàòîð äîìèíèðóåò � ýòî òèïè÷íî

äëÿ èìïóëüñíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ðåëàêñàöèîííûõ àâòîãåíåðàòîðîâ.

VS A τ

Ðèñ. 3.26. Ýëåêòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ñåðäöà ïî Âàí-äåð-Ïîëþ è Âàí-äåð-

Ìàðêó. Òðè îäíîíàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ ðåëàêñàöèîííûõ àâòîãåíåðà-

òîðà ïðåäñòàâëÿþò ñèíîàòðèàëüíûé óçåë (S), ïðåäñåðäèÿ (atria, A) è

æåëóäî÷êè (ventricles, V). Çàäåðæêà ñèãíàëà ìåæäó âòîðûì è òðåòüèì

ãåíåðàòîðàìè èìèòèðóåò âðåìåíí�óþ çàäåðæêó � , ñ êîòîðîé ñèãíàë ïå-

ðåäàåòñÿ îò ïðåäñåðäèé ê æåëóäî÷êàì. Ñõåìàòè÷åñêè ïî îðèãèíàëüíîé

ñõåìå èç [van der Pol and van der Mark 1928].
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ïðåäñåðäèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ n ñîêðàùåíèÿìè æåëóäî÷êà (m > n). Â

ýëåêòðè÷åñêîé ìîäåëè ýòà áëîêàäà ñîîòâåòñòâîâàëà ñèíõðîíèçàöèè

ïîðÿäêà n : m âòîðîãî è òðåòüåãî ãåíåðàòîðîâ.

Âàí-äåð-Ïîëü è Âàí-äåð-Ìàðê îòìåòèëè, ÷òî óìåíüøåíèå ñâÿçè

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óìåíüøåíèå àìïëèòóäû ñèãíàëà, ñòè-

ìóëèðóþùåãî æåëóäî÷êè. Åñëè ýòà àìïëèòóäà íåäîñòàòî÷íà, ÷òî-

áû çàïóñòèòü òðåòèé ãåíåðàòîð, òî ñèíõðîíèçàöèÿ ïîðÿäêà 1 : 1

íàðóøàåòñÿ. Òåì íå ìåíåå, èìïóëüñû óìåíüøàþò ïåðèîä òðåòüåãî

ãåíåðàòîðà, ÷òî äåëàåò âîçìîæíîé ñèíõðîíèçàöèþ ñ m > n.17

3.3.3 Âàðèàöèÿ ïîðîãà. Ïðèìåð: ýëåêòðîííûé
ðåëàêñàöèîííûé àâòîãåíåðàòîð

Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü âîçäåéñòâîâàòü íà ãåíåðàòîð ¾íàêîïëåíèå�

ñáðîñ¿ çàêëþ÷àåòñÿ â èçìåíåíèè åãî ïîðîãà. Îñíîâíîé ýôôåêò ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òî óâåëè÷åíèå (óìåíüøåíèå) ïîðîãà ïðèâîäèò ê áîëåå

äëèòåëüíîìó (êîðîòêîìó) ïåðèîäó íàêîïëåíèÿ. Ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿÿ

(ìîäóëèðóÿ) ïîðîã, ìîæíî ñèíõðîíèçîâàòü ðåëàêñàöèîííûå àâòîêî-

ëåáàíèÿ.

Çäåñü ìû îïèøåì ìåõàíèçì, âïåðâûå èçó÷àâøèéñÿ â êëàññè÷å-

ñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ Âàí-äåð-Ïîëÿ è Âàí-äåð-Ìàðêà [van der Pol and

van der Mark 1927]. Â èõ ñõåìå, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 3.27, íåîíîâàÿ

ëàìïà íå ïðîâîäèò òîê, ïîêà ïðèëîæåííîå íàïðÿæåíèå íå äîñòèãíåò

ïîðîãà uthresh. Â ðåçóëüòàòå íàïðÿæåíèå u íà êîíäåíñàòîðå ìåäëåííî

âîçðàñòàåò, ïîêà ïî äîñòèæåíèè ïîðîãà êîíäåíñàòîð íå ðàçðÿäèòñÿ

áûñòðî ÷åðåç çàãîðåâøóþñÿ ëàìïó, ïîñëå ÷åãî íà÷èíàåòñÿ íîâûé

öèêë. Åñëè â ñõåìó ââîäèòñÿ ïåðåìåííîå íàïðÿæåíèå, òî ðàçðÿä ïðî-

èñõîäèò ïðè u = uthresh � " sin!t; ò.å. ïîðîã ìåíÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè.

Ðèñ. 3.28 îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ïðè èçìåíåíèè ïîðîãà ïðîèñõîäèò ñèí-

õðîíèçàöèÿ: åñëè ïåðèîä èçìåíåíèé íåìíîãî êîðî÷å (äëèííåå) ñîá-

ñòâåííîãî ïåðèîäà àâòîíîìíîé ñèñòåìû, òî ïîðîã äîñòèãàåòñÿ ðàíüøå

(ïîçæå), è ÷àñòîòà àâòîêîëåáàíèé ïîäðàâíèâàåòñÿ ê ÷àñòîòå ñèëû.

Î÷åâèäíî, ÷òî âîçìîæíà è ñèíõðîíèçàöèÿ ñèëîé ñ ÷àñòîòîé ! � m!0.

Ñâîéñòâî ðåëàêñàöèîííûõ àâòîêîëåáàíèé ëåãêî è óñòîé÷èâî ñèí-

õðîíèçîâàòüñÿ èñïîëüçîâàëîñü Âàí-äåð-Ïîëåì è Âàí-äåð-Ìàðêîì

[1927] äëÿ äåëåíèÿ ÷àñòîòû. Â èõ ýêñïåðèìåíòå ÷àñòîòà âíåøíåé

ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû ! ïîääåðæèâàëàñü ïîñòîÿííîé, â òî âðåìÿ êàê

17 ×èòàòåëåé, èíòåðåñóþùèõñÿ ñîâðåìåííûìè ïîäõîäàìè ê ìîäåëèðîâàíèþ

ïàòîëîãèé ñåðäå÷íûõ ðèòìîâ, ìû îòñûëàåì ê ðàáîòàì [Ãëàññ è Ìýêè 1988;

Guevara 1991; Yehia et al. 1999].
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åìêîñòü êîíäåíñàòîðà â àâòîãåíåðàòîðå óâåëè÷èâàëàñü. Ïîíà÷àëó

÷àñòîòà àâòîêîëåáàíèé îñòàâàëàñü ïîñòîÿííîé è ðàâíîé !, çàòåì îíà

t

E

NeC R

0

ε sinω

Ðèñ. 3.27. Ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ñ ðåëàêñàöèîííûì àâòîãåíåðàòîðîì

Âàí-äåð-Ïîëÿ è Âàí-äåð-Ìàðêà [1927]. Ïîäàâàåìîå ïåðåìåííîå íàïðÿ-

æåíèå ìåíÿåò ïîðîã, ïðè êîòîðîì âñïûõèâàåò íåîíîâàÿ ëàìïà è ïðî-

èñõîäèò ðàçðÿä êîíäåíñàòîðà.

×ÒÅÍÑ

(a)

(b)

Ðèñ. 3.28. Ñèíõðîíèçàöèÿ ðåëàêñàöèîííûõ àâòîêîëåáàíèé ïóòåì èç-

ìåíåíèÿ ïîðîãà. Ïîðîã àâòîíîìíîé ñèñòåìû ïîêàçàí ïóíêòèðîì; àâòî-

êîëåáàíèÿ â àâòîíîìíîé ñèñòåìå � øòðèõîâîé ëèíèåé. Ïåðèîäè÷åñêèå

èçìåíåíèÿ ïîðîãà çàñòàâëÿþò ñèñòåìó êîëåáàòüñÿ ñ ÷àñòîòîé ýòèõ èç-

ìåíåíèé; ïðè ýòîì ÷àñòîòà ìîæåò ñäâèãàòüñÿ êàê âíèç (a), òàê è ââåðõ

(b). Êàê âèäíî èç ðèñ. (b), âîçìîæíà è ñèíõðîíèçàöèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà

(â äàííîì ñëó÷àå 1 : 3).



Æ

��
��
��
��
��
k108 Ãëàâà 3. Ñèíõðîíèçàöèÿ àâòîêîëåáàíèé âíåøíåé ñèëîé

âíåçàïíî óìåíüøàëàñü äî !=2. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè åìêîñòè

÷àñòîòà ñêà÷êîì óìåíüøàëàñü äî !=3 è òàê äàëåå, âïëîòü äî !=40

(ðèñ. 3.29). Ýòè ñêà÷êè ñîîòâåòñòâóþò ïåðåõîäàì ìåæäó ñèíõðîí-

íûìè ðåæèìàìè ïîðÿäêà 1 : n è 1 : (n + 1). Â áîëåå ïîçäíèõ

ýêñïåðèìåíòàõ ýòè æå àâòîðû îñóùåñòâèëè äåëåíèå ÷àñòîòû íà 200.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà èíòåðåñíûé ôàêò: Âàí-äåð-Ïîëü è Âàí-äåð-

Ìàðê îòìåòèëè, ÷òî ¾ïðåæäå, ÷åì ÷àñòîòà ïåðåñêàêèâàëà ê ñëåäó-

þùåìó íèæíåìó çíà÷åíèþ, â íàóøíèêàõ ÷àñòî áûë ñëûøåí øóì¿.

Ýòîò ôàêò, ïî-âèäèìîìó, ñâèäåòåëüñòâóåò î ïåðâîì ýêñïåðèìåíòàëü-

íîì íàáëþäåíèè õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè (ñì. ãëàâó 5).

Äðóãèì èíòåðåñíûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì íàáëþäåíèåì Âàí-äåð-

Ïîëÿ è Âàí-äåð-Ìàðêà áûë ãèñòåðåçèñ ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó ñîñåä-

íèìè ñèíõðîííûìè ðåæèìàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêà÷êè ÷àñòîòû ïðè

ïåðåõîäàõ !=9 $ !=10 è !=10 $ !=11 ïðîèñõîäèëè ïðè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèÿõ åìêîñòè, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, óìåíüøàëàñü îíà èëè

óâåëè÷èâàëàñü â õîäå ýêñïåðèìåíòà. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ïåðåêðûòèåì

îáëàñòåé ñèíõðîíèçàöèè (ñì. ðàçäåë 7.3.4).

3.3.4 Èçìåíåíèå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû

Äðóãîé áàçîâûé ìåõàíèçì ñèíõðîíèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â íåïîñðåä-

ñòâåííîì âîçäåéñòâèè ñèëû íà ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó àâòîêîëåáàíèé
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Ðèñ. 3.29. Äåëåíèå ÷àñòîòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèíõðîíèçàöèè ðåëàê-

ñàöèîííîãî àâòîãåíåðàòîðà íà íåîíîâîé ëàìïå (ðèñ. 3.27). Ãîðèçîí-

òàëüíûå ñòóïåíüêè ñîîòâåòñòâóþò çàõâàòó ÷àñòîòû ïîðÿäêà 1 : m;

çàøòðèõîâàííûå îáëàñòè îòâå÷àþò çíà÷åíèÿì åìêîñòè, ïðè êîòîðûõ

áûë ñëûøåí íåðåãóëÿðíûéøóì.Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò ÷àñòîòó

êîëåáàíèé â îòñóòñòâèå âíåøíåé ñèëû. Ñòðåëêè îáîçíà÷àþò ãèñòåðå-

çèñ ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó ñîñåäíèìè ñèíõðîííûìè ñîñòîÿíèÿìè. Èç

[van der Pol and van der Mark 1927].
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!0. Â ðàìêàõ ìîäåëè ¾íàêîïëåíèå�ñáðîñ¿ ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå ñêîðîñòè íàêîïëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

ìåæäó äâóìÿ ñáðîñàìè â ìîìåíòû âðåìåíè t
i
è t

i+1 = t
i
+T0 óðîâåíü

âîäû â ñîñóäå èëè íàïðÿæåíèå íà êîíäåíñàòîðå ðàñòóò ëèíåéíî ïî

âðåìåíè

x = xthresh �
t� t

i

T0
= xthresh �

!0 � (t� t
i
)

2�
;

òàê ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ÷àñòîòå êîëåáàíèé.18

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñèëà, ìåíÿþùàÿ ÷àñòîòó, çàõâàòûâàåò êîëåáàíèÿ.

Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû ñêîðîñòü ðîñòà ìåæäó äâóìÿ ñáðîñàìè ïîñòî-

ÿííà è îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ñèëû ïðè t
i
, ò.å. â òî÷êå íà÷àëà

íàêîïëåíèÿ:

x = xthresh �
(!0 + " sin(!t

i
+ ��e)) � (t� t

i
)

2�
:

Â çàâèñèìîñòè îò ôàçû ñèëû !t
i
+ ��e â ìîìåíò âðåìåíè t

i
÷àñòîòà

ñáðîñà óâåëè÷èâàåòñÿ èëè óìåíüøàåòñÿ, è ïîýòîìó íàñòóïàåò ñèíõðî-

íèçàöèÿ.19

Èíòåðåñíûé ðåæèì íàáëþäàåòñÿ ïðè çàõâàòå n : 1 (ðèñ. 3.30). Â

ýòîì ñëó÷àå ïåðèîä âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìåíÿåòñÿ îò öèêëà ê

öèêëó (ýòî íàçûâàåòñÿ òàêæå ìîäóëÿöèåé ÷àñòîòû), è ¾âûñòðåëû¿

(ñáðîñû) íå ýêâèäèñòàíòíû.

Ýòîò ìåõàíèçì ñèíõðîíèçàöèè ìîæåò áûòü âàæåí äëÿ ïîíèìàíèÿ

ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñåíñîðíûõ íåéðîíîâ. Òàêèå íåéðîíû ðåàãèðóþò

íà ìåäëåííî ìåíÿþùååñÿ âîçäåéñòâèå (ò.å. íà âíåøíþþ ñèëó) èçìåíå-

íèåì èíòåðâàëà ìåæäó èìïóëüñàìè; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåíñèâíîñòü

âîçäåéñòâèÿ êîäèðóåòñÿ ïóòåì ìîäóëÿöèè ÷àñòîòû.

Äðóãîé ïðèìåð èç ôèçèîëîãèè, îòíîñÿùèéñÿ ê ýòîìó òèïó âîç-

äåéñòâèÿ, èìååò îòíîøåíèå ê ñåðäå÷íîé äåÿòåëüíîñòè. Äåéñòâè-

òåëüíî, àâòîíîìíàÿ íåðâíàÿ ñèñòåìà ìåíÿåò ñêîðîñòü ãåíåðàòîðîâ

¾íàêîïëåíèå�ñáðîñ¿, îáðàçóþùèõ âîäèòåëü ðèòìà ïåðâîãî ïîðÿäêà

(ñèíîàòðèàëüíûé óçåë), ÷òî ìåíÿåò ÷àñòîòó ñîêðàùåíèé ñåðäöà. Ìû

âåðíåìñÿ ê ýòèì ïðèìåðàì â ãëàâå 6.
18 Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëü ¾íàêîïëåíèå�ñáðîñ¿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü è

ñëåäóþùèì îáðàçîì: âìåñòî òîãî, ÷òîáû ãîâîðèòü î íàêîïëåíèè íåêîòî-

ðîé ïåðåìåííîé x äî äîñòèæåíèÿ åþ ïîðîãà xthresh, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

¾íàêîïëåíèå¿ ôàçû äî äîñòèæåíèÿ åþ çíà÷åíèÿ 2�. Èëè æå ìîæíî ãîâî-

ðèòü î òîì, ÷òî èíòåãðèðóåòñÿ ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà d�=dt. Òàêèì îáðàçîì

ìîæíî ñâåñòè ñèñòåìó ê ôàçîâîìó îñöèëëÿòîðó.
19 Ïðîñòîå ðàññìîòðåíèå âåëè÷èíû ! = !0 + " sin(!ti + ��e) äàåò óñëîâèå

1 : 1-ñèíõðîíèçàöèè â âèäå j!0 � !j � " è âåëè÷èíó ïîñòîÿííîãî ñäâèãà

ôàçû â ñèíõðîííîì ðåæèìå sin�1((! � !0)=").
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3.3.5 Ìîäóëÿöèÿ è ñèíõðîíèçàöèÿ

Çäåñü ìû õîòèì ïîä÷åðêíóòü âàæíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ñèíõðîíèçàöè-

åé è ìîäóëÿöèåé. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå çàõâàòà ïîðÿäêà n : 1 ñèëà

äåéñòâóåò íà êîëåáàíèÿ äâîÿêî:

(i) îíà ïðèâîäèò ê ìîäóëÿöèè ïåðèîäà êîëåáàíèé ñ ïåðèîäîì ñèëû;

(ii) îíà ïðèâîäèò ê ñäâèãó ñðåäíåãî ïåðèîäà êîëåáàíèé, òàê ÷òî m �
hT
i
i = T , ò.å. ê ñèíõðîíèçàöèè.

Ýòè ÿâëåíèÿ ðàçëè÷íû, õîòÿ ìîãóò è ñîñóùåñòâîâàòü. Äåéñòâèòåëü-

íî, âîçìîæíà ñèíõðîíèçàöèÿ áåç ìîäóëÿöèè (íàïðèìåð, çàõâàò ÷à-

ñòîòû ïîðÿäêà 1 : 1), èëè æå êîìáèíàöèÿ îáîèõ ýôôåêòîâ, êàê

ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.30.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîäóëÿöèÿ áåç ñèíõðîíèçàöèè íàáëþäàåòñÿ, åñëè

ñèëà âëèÿåò íà êîëåáàíèÿ, íî íå ìîæåò ïîäñòðîèòü èõ ÷àñòîòó. Òà-

êàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, åñëè ñèëà âîçäåéñòâóåò íå íà

ñàì îñöèëëÿòîð, à ëèøü íà ðàñïðîñòðàíåíèå êîëåáàòåëüíîãî ñèãíàëà

ïî íåêîòîðîìó êàíàëó. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà (íåñêîëüêî èñêóññòâåí-

íîãî), ðàññìîòðèì ñîêðàùåíèÿ ñåðäöà. Èõ ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü

ïóëüñîì, èçìåðÿåìûì, ñêàæåì, íà çàïÿñòüå. Åñëè ñêîðîñòü ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ ïî ñîñóäàì ìåíÿåòñÿ (íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèé

äàâëåíèÿ), òî íåêîòîðûå èìïóëüñû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ áûñòðåå, à

íåêîòîðûå îòñòàþò, è â ðåçóëüòàòå íàáëþäàåòñÿ ìîäóëÿöèÿ öåïî÷êè

èìïóëüñîâ. Íî ÷èñëî èìïóëüñîâ, ò.å. ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà ñåðäöåáèåíèé,

ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ, òàê ÷òî ñèíõðîíèçàöèÿ òàêèì âîçäåéñòâèåì

Ti Ti+1 Ti+2

×ÒÅÍÑ

ÓÉ
ÌÁ

   
 Ó

Â
Ò

Ï
Ó

Ðèñ. 3.30. Ñèíõðîíèçàöèÿ àâòîãåíåðàòîðà ¾íàêîïëåíèå�ñáðîñ¿ ïóòåì
âàðèàöèè åãî ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû. Ïîêàçàí ðåæèì çàõâàòà 3 : 1; íà

îäíîì ïåðèîäå ñèëû ïðîèñõîäèò òðè ñáðîñà. Îòìåòèì, ÷òî ïåðèîä çà-

õâà÷åííîãî àâòîãåíåðàòîðà ìîäóëèðóåòñÿ ñèëîé, Ti < Ti+1 < Ti+2, è

èíòåðâàëû ìåæäó ñáðîñàìè íå îäèíàêîâû.
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íåâîçìîæíà. Ðàçëè÷èå ìåæäó ñèíõðîíèçàöèåé è ôàçîâîé ìîäóëÿöè-

åé èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 3.31.

3.3.6 Ïðèìåð: ñèíõðîíèçàöèÿ ïåñåí ñâåð÷êîâ

Â êîíêðåòíîì ýêñïåðèìåíòå íå âñåãäà âîçìîæíî âûÿâèòü òî÷íûé

ìåõàíèçì äåéñòâèÿ ñèëû. Â îáùåì ñëó÷àå âîçäåéñòâèå ìîæåò èìåòü

êîìáèíèðîâàííûé âèä. Ïîýòîìó â ïîñëåäóþùåì ïðèìåðå, êàê è â

ïðèìåðàõ ñëåäóþùåãî ðàçäåëà, ìû íå îáñóæäàåì ìåõàíèçì äåéñòâèÿ

ñèëû, à äåëàåì îñíîâíîé àêöåíò íà îáùèõ ñâîéñòâàõ ñèíõðîíèçàöèè.

Ñâåð÷îê (Oecanthus fultoni èëè snowy tree cricket) � ýòî øèðîêî

ðàñïðîñòðàíåííûé â Ñîåäèíåííûõ Øòàòàõ âèä íàñåêîìûõ. Ýòè íà-

ñåêîìûå ñïîñîáíû ñèíõðîíèçîâàòü èçäàâàåìûå èìè çâóêè, ðåàãèðóÿ

íà ñòðåêîòàíèå ñâîèõ ñîñåäåé. Ïåñíÿ ñâåð÷êà � ýòî ïðîäîëæèòåëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðîòêèõ çâóêîâ (ñòðåêîòàíèé), êîòîðûå âîçíè-

êàþò, êîãäà ñàìåö ïîäíèìàåò ñïåöèàëüíûå ïîäêðûëüÿ è òðåò èõ äðóã

î äðóãà. Êàæäûé ñòðåêîò ñîñòîèò èç 2�11 èìïóëüñîâ, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ñêëàäûâàíèþ êðûëüåâ. Ðèòì ñòðåêîòàíèÿ î÷åíü ðåãóëÿðåí â

õîðå; îáû÷íî ýòî íàáëþäàåòñÿ è äëÿ îäèíî÷íûõ ïåâöîâ [Walker 1969].

×òîáû èññëåäîâàòü ìåõàíèçì àêóñòè÷åñêîé ñèíõðîííîñòè ñâåð÷-

êîâ, Walker [1969] ïðîâåë ñëåäóþùèå ýêñïåðèìåíòû. Îí çàïèñàë îäèí

ñòðåêîò è çàòåì íåïðåðûâíî âîñïðîèçâîäèë åãî ñàìöàì, ïîþùèì íà

íàñåñòàõ â èçîëèðîâàííûõ ñòåêëÿííûõ öèëèíäðàõ. Òåñòîâûå çâóêè

òðàíñëèðîâàëèñü ñ èíòåíñèâíîñòüþ, áëèçêîé ê åñòåñòâåííîé, è ñ ðàç-

ëè÷íîé ÷àñòîòîé. Àêóñòè÷åñêèé îòâåò ïîäîïûòíîãî ñâåð÷êà çàïèñû-

×ÒÅÍÑ

(a)

(b)

Ðèñ. 3.31. Îòëè÷èå ñèíõðîíèçàöèÿ îò ìîäóëÿöèè. (a) Åñëè èìïóëüñ

ïîÿâëÿåòñÿ ÷åðåç ôèêñèðîâàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ïîñëå ïðåäû-

äóùåãî, òî, ñäâèíóâ îäèí èìïóëüñ, ìû ñäâèãàåì è âñå ïîñëåäóþùèå. Â

ýòîì ñëó÷àå ñèëà âëèÿåò íà ÷àñòîòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñèíõðîíèçó-

åò åå. (b) Åñëè æå ñäâèã îäíîãî èìïóëüñà íå âëèÿåò íà ïîñëåäóþùèå, òî

÷àñòîòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåíèòüñÿ íå ìîæåò. Â ýòîì ñëó÷àå ñèëà

ìîæåò òîëüêî ìîäóëèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íî íå ñèíõðîíèçîâàòü

åå.
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âàëñÿ íà ïëåíêó äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà. Òàêèì îáðàçîì, ñâåð÷îê

ïîäâåðãàëñÿ ïåðèîäè÷åñêîìó âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòèõ èññëåäîâàíèé ïîêàçàí ñõåìàòè÷åñêè íà

ðèñ. 3.32. Ìîæíî âèäåòü, êàê ñèíõðîíèçàöèÿ âîçíèêàåò âñëåä çà

ïîÿâëåíèåì âíåøíèõ ñòðåêîòàíèé. Äëÿ äèàãðàììû, ïîêàçàííîé íà

ðèñ. 3.32a, èõ ÷àñòîòà áûëà 242 ñòðåêîòà â ìèíóòó, à ÷àñòîòà ñòðåêîòà-

íèÿ ñâåð÷êà äî òðàíñëÿöèè áûëà 185. Êàê è îæèäàëîñü, ôàçà ðèòìà,

êîòîðûé áûë èçíà÷àëüíî ìåäëåííåå, çàïàçäûâàåò ïî îòíîøåíèþ ê

ôàçå áîëåå áûñòðîãî èñêóññòâåííîãî ðèòìà. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè

èçíà÷àëüíàÿ ÷àñòîòà ñòðåêîòàíèé áûëà 192, à ÷àñòîòà òðàíñëÿöèè

� 166 â ìèíóòó, òî ñâåð÷îê îïåðåæàë ïî ôàçå ñèíõðîíèçèðóþùèé

ñèãíàë (ðèñ. 3.32b). Íàêîíåö, ñèíõðîíèçàöèÿ ïîðÿäêà 1 : 2 (äâà

èñêóññòâåííûõ ñòðåêîòà íà îäèí åñòåñòâåííûé), òàêæå âîçìîæíà, êàê

ìîæíî âèäåòü èç ðèñ. 3.32c.

Êàê ýòî õàðàêòåðíî äëÿ ðåëàêñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ, ñâåð÷îê

ñïîñîáåí î÷åíü áûñòðî ïîäñòðîèòü ñâîå ïåíèå ê ïîäîáíîìó. Óäëèíÿÿ

èëè óêîðà÷èâàÿ ñîáñòâåííûé ïåðèîä â îòâåò íà ïðåäûäóùèé ñòðåêîò,

íàñåêîìîå ñïîñîáíî äîñòè÷ü ñèíõðîííîñòè â òå÷åíèå äâóõ öèêëîâ.

����������

��������

���������� �������� ��������

�������� �������� �������� �������� �������� ������������

���������� ���������� ����������

(c)

���������� ���������� ����������

������ ������ ���� ���� ���� ����������������

�������� ������

�������������������� �������������������� ��������������������

���������������� ���������� ������������

0 0.5 1 1.5 2
×ÒÅÍÑ (Ó)

÷ÎÅÛÎÉÊ ÓÉÇÎÁÌ óÔÒÅËÏÔ Ó×ÅÒÞËÁ

(a)

(b)

Ðèñ. 3.32. Ñèíõðîíèçàöèÿ ñòðåêîòàíèÿ ñâåð÷êà. Ëåâàÿ ÷àñòü ãðàôèêîâ
(a) è (b) ïîêàçûâàåò ñâîáîäíîå, áåç âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ïåíèå. Çâó-

êè, èçäàâàåìûå ïîäîïûòíûì ñâåð÷êîì, çàõâàòûâàþòñÿ áîëåå áûñòðûì

(a) èëè áîëåå ìåäëåííûì (b) èñêóññòâåííûì ðèòìîì. Ïðèìåð çàõâàòà

ïîðÿäêà 1 : 2 ïîêàçàí â (c). Íàðèñîâàíî ñõåìàòè÷åñêè ñ èñïîëüçîâàíèåì

äàííûõ èç [Walker 1969].
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3.4 Ñèíõðîíèçàöèÿ â ïðèñóòñòâèè øóìà

Àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èäåàëèçàöèþ

âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðèðîäå îñöèëëÿòîðîâ. Â ýòèõ ìîäåëÿõ ïðåíåáðåãà-

åòñÿ ôëóêòóàöèÿìè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ è ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

îñöèëëÿòîðû èçîëèðîâàíû îò îêðóæàþùåé ñðåäû. Â äåéñòâèòåëüíî-

ñòè æå â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ âñåãäà ïðèñóòñòâóþò òåïëîâûå ôëóêòó-

àöèè; ÷àñòî ýòè ñèñòåìû ïîäâåðãàþòñÿ ñëàáûì íåðåãóëÿðíûì âíåø-

íèì âîçäåéñòâèÿì. Îáû÷íî âñå ýòè ôàêòîðû íåëüçÿ ó÷åñòü òî÷íî,

ïîýòîìó åñòåñòâåííûå ôëóêòóàöèè è âëèÿíèå âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ

ìîäåëèðóåòñÿ íåêèì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì, èëè øóìîì.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì çàõâàò ÷àñòîòû àâòîêîëåáàíèé

âíåøíåé ñèëîé ïðè íàëè÷èè øóìà. Ñ ýòîé öåëüþ ìû ñíà÷àëà îá-

ñóäèì, êàê øóì âëèÿåò íà àâòîíîìíûå àâòîêîëåáàíèÿ � îñíîâíûì

ýôôåêòîì çäåñü áóäåò äèôôóçèÿ ôàçû.

3.4.1 Äèôôóçèÿ ôàçû â àâòîêîëåáàíèÿõ ñ øóìîì

Êàê è â ðàçäåëå 3.1, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îñöèëëÿòîð âî âðà-

ùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà, èñïîëüçóÿ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ôàçû

ìîäåëü ëåãêîé ÷àñòèöû â âÿçêîé æèäêîñòè. Â îòñóòñòâèå øóìà ôàçî-

âàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå íà

öèêëå (ïîêà ìû ðàññìàòðèâàåì ñèòóàöèþ áåç âíåøíåé ñèëû!), è ìû

çíàåì, ÷òî, ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãàì ôàçû, ýòî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

íåéòðàëüíî óñòîé÷èâî (ñì. ðèñ. 2.3 è 2.4c). Ïîýòîìó äàæå î÷åíü

ñëàáûé øóì, äåéñòâóÿ íà ôàçó, ñäâèãàåò åå âçàä-âïåðåä. Â ðåçóëüòàòå

äâèæåíèå ôàçîâîé òî÷êè âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå.

Âàæíî èìåòü â âèäó, ÷òî äàæå ìàëûå ñìåùåíèÿ ôàçû íàêàïëè-

âàþòñÿ, ïîñêîëüêó âîçìóùåíèÿ ôàçû íå ðàñòóò è íå óìåíüøàþòñÿ.

Â ðåçóëüòàòå ôàçà ìîæåò ñèëüíî îòêëîíÿòüñÿ îò ëèíåéíîé ôóíêöèè

âðåìåíè � = !0t + �0, êîòîðàÿ íàáëþäàëàñü áû â îòñóòñòâèå øóìà.

Ââèäó àíàëîãèè ñ äèôôóçèåé áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû, ïîäâåðãàþùåéñÿ

ñëó÷àéíûì óäàðàì ñî ñòîðîíû ìîëåêóë æèäêîñòè, ÷àñòî ãîâîðÿò î

äèôôóçèè ôàçû.20 Äëÿ èëëþñòðàöèè äèíàìèêè ôàçû â ïðèñóò-

ñòâèè øóìà ìû ïðèâîäèì ãðàôèê ôàçû äûõàíèÿ ÷åëîâåêà (ðèñ. 3.33).

Èç-çà øóìà ïåðèîä êîëåáàíèé íå ïîñòîÿíåí. Òåì íå ìåíåå, â ñðåä-

íåì îòêëîíåíèÿ â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè

êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà, è ñðåäíèé ïåðèîä hT i, âû÷èñëåííûé ïî
20 Â îòëè÷èå îò áëóæäàíèé áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû áëóæäàíèÿ ôàçû îäíî-

ìåðíû (âäîëü öèêëà).
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÷èñëó öèêëîâ çà áîëüøîé èíòåðâàë âðåìåíè, ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì

êîëåáàíèé â îòñóòñòâèå øóìà T0.
21 Ñîîòâåòñòâåííî, ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà

ðàâíà !0.

3.4.2 Àâòîêîëåáàíèÿ ñ øóìîì è âíåøíåé ñèëîé.
Ïðîñêîêè ôàçû

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëàáóþ âíåøíþþ ñèëó ñ ÷àñòîòîé ! = !0 (ò.å.

áóäåì ñ÷èòàòü ðàññòðîéêó ðàâíîé íóëþ). Â ðåçóëüòàòå òàêîãî âîç-

äåéñòâèÿ ÷àñòèöà áëóæäàåò íå ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè, à ïî

2�-ïåðèîäè÷åñêîìó ïîòåíöèàëüíîìó ðåëüåôó (ðèñ. 3.34, ñð. òàêæå

ñ ðèñ. 3.3b), è ìû èìååì äåëî ñ äâóìÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè òåíäåí-

öèÿìè: ñèëà ñòðåìèòñÿ óäåðæàòü ÷àñòèöó â ìèíèìóìå ïîòåíöèàëà,

à øóì âûáèâàåò ÷àñòèöó èç íåãî. Ðåçóëüòàò ïðîòèâîäåéñòâèÿ ýòèõ

ýôôåêòîâ çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè è îò ðàñïðåäåëåíèÿ øóìà. Åñëè

øóì ñëàáûé è îãðàíè÷åííûé, òî îí íå ìîæåò ïåðåáðîñèòü ÷àñòèöó

÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, è îíà ôëóêòóèðóåò âîêðóã óñòîé÷èâîãî

21 Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî øóì ñèììåòðè÷íûé, ò.å. îí ñäâèãàåò ôàçó âïåðåä è

íàçàä ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ, òàê ÷òî ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ïðîèñõîäÿò

áåç ñíîñà. Åñëè ýòî íå òàê, òî øóì ñäâèãàåò ñðåäíþþ ÷àñòîòó h!0i.
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Ðèñ. 3.33. Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ôàçû äûõàíèÿ. Äûõàíèå ÷åëîâåêà

óïðàâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ðèòìà, ðàñïîëîæåííîì â ñòâîëå ìîçãà. Êî-

íå÷íî, ýòó ñèñòåìó íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê èäåàëüíûé àâòîãåíåðàòîð

áåç øóìà. Ôàçà äûõàíèÿ îïðåäåëÿëàñü ïî çàïèñè ïîòîêà âîçäóõà ÷åðåç

íîñ, èçìåðÿâøåãîñÿ òåðìèñòîðîì. Èç-çà øóìà ôàçà íå ðàñòåò ëèíåéíî

(a), à ñîâåðøàåò ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ. Áîëåå íàãëÿäíî èçîáðàæåíèå

îòêëîíåíèÿ ôàçû îò ëèíåéíîãî ðîñòà h!0it (b). Îòìåòèì, ÷òî ýòè îò-

êëîíåíèÿ íå ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ 2�.
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ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ � ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà. Åñëè øóì äîñòàòî÷-

íî ñèëüíûé, èëè åñëè îí íåîãðàíè÷åííûé (íàïðèìåð, ãàóññîâñêèé),

òî ÷àñòèöà âðåìÿ îò âðåìåíè ïåðåïðûãèâàåò ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé

áàðüåð è äîâîëüíî áûñòðî ïðèõîäèò â ñîñåäíåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-

ñèÿ �0 � 2�. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôàçîâàÿ òî÷êà ñîâåðøàåò

äîïîëíèòåëüíûé, ïî ñðàâíåíèþ ñ âíåøíåé ñèëîé, îáîðîò âäîëü ïðå-

äåëüíîãî öèêëà (èëè ñîâåðøàåò íà îäèí îáîðîò ìåíüøå). Ýòè îòíîñè-

òåëüíî áûñòðûå èçìåíåíèÿ ðàçíîñòè ôàç íà 2� íàçûâàþò ïðîñêîêàìè

ôàçû.22

Ñèòóàöèÿ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ, åñëè ÷àñòîòà ñèëû îòëè÷àåòñÿ îò

÷àñòîòû àâòîêîëåáàíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë íå ãîðèçîíòàëü-

íûé, à íàêëîííûé (ñð. ñ ðèñ. 3.5a). Ñíîâà ìîæíî ðàçëè÷èòü äâà

ñëó÷àÿ. Åñëè ïðîñêîêè íåâîçìîæíû (ò.å. øóì îãðàíè÷åííûé è ñëà-

áûé), òî ôàçà ôëóêòóèðóåò âîêðóã ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ (ðèñ. 3.35).

Â äðóãîì ñëó÷àå, êîãäà øóì ñèëüíûé èëè íåîãðàíè÷åííûé, íàáëþ-

äàþòñÿ ïðîñêîêè ôàçû. Îäíàêî âåðîÿòíîñòè ïðîñêîêîâ íàïðàâî è

íàëåâî òåïåðü ðàçëè÷íû: åñòåñòâåííî, ÷àñòèöà áîëåå ÷àñòî ñêà÷åò

âíèç, ÷åì ââåðõ (ðèñ. 3.36). Ïîýòîìó, õîòÿ áîëüøóþ ÷àñòü âðåìåíè

÷àñòèöà ôëóêòóèðóåò âîêðóã ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, â ñðåäíåì îíà

ñîñêàëüçûâàåò âíèç ïî ïîòåíöèàëó. Ïîýòîìó äèíàìèêà ôàçû ñóùå-

ñòâåííî íåîäíîðîäíà (ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè ñëàáîì øóìå): äîëãèå

èíòåðâàëû ñèíõðîíèçàöèè ïåðåìåæàþòñÿ ïðîñêîêàìè ôàçû.

Ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè øóìîâûõ àâòîêîëåáàíèé

Çäåñü ìû îáñóäèì, êàê ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñèíõðîíèçàöèþ øó-

ìîâûõ àâòîêîëåáàíèé è â êàêîé ñòåïåíè ê ýòîé ñèòóàöèè ïðèìåíè-

22 Â äåéñòâèòåëüíîñòè, åñëè øóì äîñòàòî÷íî ñèëüíûé, òî íåñêîëüêî ñêà÷-

êîâ ìîãóò ñëåäîâàòü íåïîñðåäñòâåííî äðóã çà äðóãîì, òàê ÷òî âîçìîæåí

ïðîñêîê òàêæå è íà �4� è ò.ä.

e− 2π +2πφ φ φ0 0 φ − φ0

Ðèñ. 3.34. Äèôôóçèÿ ôàçû äëÿ àâòîêîëåáàíèé, íà êîòîðûå äåéñòâóåò

âíåøíÿÿ ñèëà ñ íóëåâîé ðàññòðîéêîé: ôàçîâàÿ òî÷êà êîëåáëåòñÿ âîêðóã

óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ���e = �
0 è èíîãäà ïåðåñêàêèâàåò

ê ýêâèâàëåíòíîìó ñîñòîÿíèþ �
0 � 2�k.
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ìû ïîíÿòèÿ çàõâàòà ÷àñòîòû è ôàçû. Äåéñòâèòåëüíî, â íåêîòîðûõ

ïðèâåäåííûõ âûøå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ïðèìåðàõ ìû âèäåëè, ÷òî

èäåàëüíîãî ñîâïàäåíèÿ ñ òåîðèåé íå íàáëþäàåòñÿ, ââèäó ïðèñóòñòâèÿ

øóìà. Ïðè ðàññìîòðåíèè ýòèõ íåèäåàëüíîñòåé áóäåì ðàçëè÷àòü äâà

ñëó÷àÿ: (i) ñëàáûé îãðàíè÷åííûé øóì è (ii) íåîãðàíè÷åííûé èëè

ñèëüíûé îãðàíè÷åííûé øóì.
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×ÒÅÍÑφ−φe

φ−φ

Ðèñ. 3.35. Äèíàìèêà ôàçû âûíóæäàåìûõ àâòîêîëåáàíèé â ïðèñóò-

ñòâèè ñëàáîãî îãðàíè÷åííîãî øóìà. (a) ×àñòèöà êîëåáëåòñÿ âîêðóã

óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, íî íå ìîæåò âûéòè èç îêðåñòíî-

ñòè ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà. Ñîîòâåòñòâåííî, ðàçíîñòü ôàç ôëóêòóèðóåò

âîêðóã ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ (ïóíêòèð), êîòîðîå îíà áû ïðèíèìàëà â

îòñóòñòâèå øóìà (b).
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2π

2π 2πeφ−φ

×ÒÅÍÑ
φ−φ

Ðèñ. 3.36. Ôàçîâàÿ äèíàìèêà âûíóæäàåìûõ àâòîêîëåáàíèé ñ íåîãðà-

íè÷åííûì øóìîì. (a) ×àñòèöà êîëåáëåòñÿ âîêðóã óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿ-

íèÿ ðàâíîâåñèÿ �0, íî èíîãäà ïåðåñêàêèâàåò ê ýêâèâàëåíòíîìó ñîñòî-

ÿíèþ �
0� 2�k. Õîòÿ âîçìîæíû ñêà÷êè â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ, ÷àñòèöà

÷àùå ïåðåñêàêèâàåò ÷åðåç áîëåå íèçêèé áàðüåð, ò.å. âíèç. Ýòè ñêà÷êè

(ïðîñêîêè ôàçû) ÷åòêî âèäíû íà ðèñ. (b). Çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ôàç

îò âðåìåíè íàïîìèíàåò äèíàìèêó ôàçû ïðè àâòîêîëåáàíèÿõ áåç øóìà

â ñëó÷àå ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè (ñì. êðèâóþ 3 íà ðèñ. 3.8b), íî ïðè

íàëè÷èè øóìà ïðîñêîêè ïðîèñõîäÿò íåðåãóëÿðíî.
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Ñëàáûé îãðàíè÷åííûé øóì
Åñëè ðàññòðîéêà ìàëà, òî òàêîé øóì íå ïðèâîäèò ê ïðîñêîêàì. Äðó-

ãèìè ñëîâàìè, øóì íå ìîæåò ïåðåáðîñèòü ÷àñòèöó èç îäíîãî ìèíè-

ìóìà ïîòåíöèàëà â äðóãîé (ðèñ. 3.35). Â ýòîì ñëó÷àå ðàçíîñòü ôàç

â ïðèñóòñòâèè øóìà ôëóêòóèðóåò ñëó÷àéíûì îáðàçîì, íî îñòàåòñÿ

îãðàíè÷åííîé, è óñëîâèå çàõâàòà ôàçû (3.3) ïî-ïðåæíåìó ñïðàâåä-

ëèâî. Ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà 
 øóìîâûõ àâòîêîëåáàíèé òàêæå çàõâà÷å-

íà ñèëîé. Ïðè áîëüøåé ðàññòðîéêå èíòåíñèâíîñòü øóìà ñòàíîâèòñÿ

äîñòàòî÷íîé äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåîäîëåòü ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð, è

÷àñòèöà íà÷èíàåò ñîñêàëüçûâàòü âíèç. Îòìåòèì, ÷òî ïåðåõîä ïðîèñ-

õîäèò ïðè ìåíüøåé ðàññòðîéêå, ÷åì â îòñóòñòâèå øóìà (ðèñ. 3.37a).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè

íå äîõîäèò äî îñè !: ñëàáàÿ ñèëà íå ìîæåò óäåðæàòü ÷àñòèöó â

ïîòåíöèàëüíîé ÿìå.

Íåîãðàíè÷åííûé èëè ñèëüíûé øóì
Åñëè øóì íåîãðàíè÷åííûé (íàïðèìåð, ãàóññîâñêèé), èëè îãðàíè÷åí-

íûé, íî ñèëüíûé, òî ïðîèñõîäÿò ïðîñêîêè ôàçû. Åñëè ïîòåíöèàë íà-

êëîíåí, òî ñêà÷êè âíèç ïðîèñõîäÿò áîëåå ÷àñòî, è â ñðåäíåì ðàçíîñòü

ω

Ω − ω Ω − ω

ω

(b)

ω
0 ω0

(a)

Ðèñ. 3.37. Ãðàôèê ðàçíîñòü íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò � ðàññòðîéêà äëÿ àâ-
òîêîëåáàíèé ñ øóìîì. (a) Ïðè ñëàáîì îãðàíè÷åííîì øóìå ñóùåñòâóåò

äèàïàçîí ðàññòðîåê, ïðè êîòîðûõ ÷àñòîòà àâòîêîëåáàíèé 
 â òî÷íîñòè

ðàâíà ÷àñòîòå ñèëû !. Ýòà îáëàñòü (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ìåíüøå, ÷åì â

îòñóòñòâèå øóìà (æèðíàÿ øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). (b) Ïðè íåîãðàíè÷åííîì

øóìå ÷àñò�îòû 
 è ! ñîâïàäàþò òîëüêî â îäíîé òî÷êå, à íå íà êîíå÷íîì

èíòåðâàëå. Åñëè øóì î÷åíü ñëàáûé (æèðíàÿ ëèíèÿ), òî ìîæíî ãîâî-

ðèòü î ïðèìåðíîì ðàâåíñòâå ÷àñòîò â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ðàññòðîåê

! � !0. Ïðè áîëåå ñèëüíîì øóìå (ñïëîøíàÿ è øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëè-

íèè) ýòîò èíòåðâàë èñ÷åçàåò. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñèíõðîíèçàöèÿ ïðîÿâëÿ-

åòñÿ òîëüêî êàê òåíäåíöèÿ: âíåøíÿÿ ñèëà ïîäòÿãèâàåò ÷àñòîòó àâòî-

êîëåáàíèé ê ñâîåé ÷àñòîòå, íî øóì ïðåïÿòñòâóåò èäåàëüíîìó çàõâàòó.

Î÷åíü ñèëüíûé øóì ïîëíîñòüþ ðàçðóøàåò ñèíõðîíèçàöèþ (øòðèõî-

âàÿ ëèíèÿ). Æèðíàÿ øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñèíõðîíèçàöèè â

îòñóòñòâèå øóìà.
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ôàç ðàñòåò ïðè ñêîëü óãîäíî ñëàáîé ðàññòðîéêå. Ýòî âàæíûé ìîìåíò:

ñòðîãî ãîâîðÿ, íåîãðàíè÷åííûé øóì ðàçðóøàåò ñèíõðîíèçàöèþ, òàê

÷òî íè óñëîâèå çàõâàòà ôàçû, íè óñëîâèå çàõâàòà ÷àñòîòû, ñôîðìó-

ëèðîâàííûå äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ, íå âûïîëíÿþòñÿ. Òåì

íå ìåíåå, ïî êðàéíåé ìåðå ïðè ñëàáîì øóìå, ìîæíî ãîâîðèòü î

ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå ÷àñòîò â íåêîòîðîì äèàïàçîíå ðàññòðîåê

(ðèñ. 3.37b). Ñ ðîñòîì èíòåíñèâíîñòè øóìà ýòîò äèàïàçîí óìåíüøà-

åòñÿ, è ñèíõðîíèçàöèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ñëàáîå ¾ïîäòÿãèâàíèå¿ íà-

áëþäàåìîé ÷àñòîòû 
 ê ÷àñòîòå âíåøíåé ñèëû !. Äðóãèìè ñëîâàìè,

÷àñòîòû ñòðåìÿòñÿ ïîäñòðîèòüñÿ, íî, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé òî÷êè,

èäåàëüíîãî ñîâïàäåíèÿ íå ïðîèñõîäèò.

Îáñóäèì òåïåðü ñîîòíîøåíèå ìåæäó ôàçàìè àâòîêîëåáàíèé è ñè-

ëû. Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ðàçíîñòü ôàç � � �e ìîæåò áûòü ñêîëü

óãîäíî áîëüøîé âñëåäñòâèå äèôôóçèè ôàçû (åñëè òîëüêî øóì íå

ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è ñëàáûì). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ øóìîâûõ ñè-

ñòåì, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ãîâîðèòü î çàõâàòå ôàçû, ïîñêîëüêó ðàç-

íîñòü ôàç íå îãðàíè÷åíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷àñòèöà ÷àùå íàõîäèòñÿ
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Ðèñ. 3.38. Øèðîêîå (a) è ñîñðåäîòî÷åííîå (b) ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçíî-

ñòè ôàç äëÿ øóìîâûõ àâòîêîëåáàíèé, â îòñóòñòâèå è â ïðèñóòñòâèè

âíåøíåé ñèëû, ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ñèëà îòñóòñòâóåò, òî ðàçíîñòü ôàç

ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ, âñëåäñòâèå

äèôôóçèè ôàçû (a). Âíåøíÿÿ ñèëà, ïðèâîäÿ ê ïîÿâëåíèþ ìèíèìóìà

ïîòåíöèàëà, äåëàåò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè ôàç áîëåå âåðî-

ÿòíûì (b). Ñõîæèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðè ñòðîáîñêîïè÷åñêîì

íàáëþäåíèè ôàçû àâòîêîëåáàíèé ñ ïåðèîäîì âíåøíåé ñèëû. Ïðè òàêîì

íàáëþäåíèè ôàçà çàõâà÷åííûõ àâòîêîëåáàíèé áåç øóìà âñåãäà îáíàðó-

æèâàåòñÿ â îäíîì ïîëîæåíèè (ñì. ðèñ. 3.13); øóì óøèðÿåò ðàñïðåäåëå-

íèå, íî ìàêñèìóì, ñëóæàùèé èíäèêàòîðîì ñèíõðîíèçàöèè, ñîõðàíÿåò-

ñÿ (ñì. òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíûé ïðèìåð íà ðèñ. 3.15). Ðàñïðåäåëåíèå,

ñõîæåå ñ (b), íàáëþäàåòñÿ òàêæå â îòñóòñòâèå ñèíõðîíèçàöèè, åñëè

ôàçà ïðîöåññà ìîäóëèðóåòñÿ.
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â ìèíèìóìå ïîòåíöèàëà,23 è ïîýòîìó îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ �� �e

íàáëþäàþòñÿ ñ á�îëüøåé âåðîÿòíîñòüþ. Åñëè ðàññìîòðåòü ðàçíîñòü

ôàç íà îêðóæíîñòè [0; 2�]24 è ïîñòðîèòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

ôàçû, òî ìû óâèäèì, ÷òî îíà íå ðàâíîìåðíà, à èìååò âûðàæåííûé

ìàêñèìóì (ðèñ. 3.38). Ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà îòâå÷àåò ðàçíîñòè ôàç,

êîòîðàÿ íàáëþäàëàñü áû â îòñóòñòâèå øóìà. Øóì óøèðÿåò ïèê, íî

ìàêñèìóì âñå æå âèäåí. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäïî÷òèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ

ðàçíîñòè ôàç � � �e ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñòàòèñòè÷åñêèé

àíàëîã çàõâàòà ôàç. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïîõîæåå ðàñïðåäåëåíèå

ôàç íàáëþäàåòñÿ è â àâòîêîëåáàíèÿõ áåç øóìà, âáëèçè ïåðåõîäà

îò ñèíõðîíèçàöèè, êîãäà äèíàìèêà ôàçû � ïåðåìåæàþùàÿñÿ (ñì.

êðèâûå 3 è 4 íà ðèñ. 3.8), à òàêæå â ñëó÷àå ìîäóëÿöèè, êîãäà ñèí-

õðîíèçàöèÿ îòñóòñòâóåò (ñì. ðàçäåë 3.3.4).

3.4.3 Ïðèìåð: çàõâàò äûõàíèÿ ïðè ìåõàíè÷åñêîé
âåíòèëÿöèè

Äëÿ èëëþñòðàöèè âåðíåìñÿ ê ýêñïåðèìåíòó [Graves et al. 1986] (ñì.

ðàçäåë 3.1.4), â êîòîðîì îïðåäåëÿëàñü îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè ïðè

ìåõàíè÷åñêîé âåíòèëÿöèè ëåãêèõ. (ðèñ. 3.39). Â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ

îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ãðàíèöó îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè. Áîëåå òîãî,

ïðè î÷åíü ìàëûõ àìïëèòóäàõ ñèëû ñèíõðîíèçàöèÿ íåâîçìîæíà: ñèëà

ñëèøêîì ñëàáà, ÷òîáû ïðåîäîëåòü äåéñòâèå øóìà.

3.4.4 Ïðèìåð: çàõâàò ñåðäå÷íîãî ðèòìà ñëàáûì
âíåøíèì ñòèìóëîì

Äðóãîé ïðèìåð ñèíõðîíèçàöèè øóìîâûõ àâòîêîëåáàíèé ïåðèîäè-

÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé îïèñàí Àíèùåíêî è äð. [Anishchenko et al.

2000]. Â ýòîé ðàáîòå èññëåäîâàëñÿ çàõâàò ñåðäå÷íîãî ðèòìà ÷åëîâåêà

ñëàáûì ïåðèîäè÷åñêèì ñèãíàëîì. Â õîäå ýêñïåðèìåíòà èñïûòóåìûå

íàõîäèëèñü â ïîêîå ïåðåä ýêðàíîì ìîíèòîðà, â òî âðåìÿ êàê êîìïüþ-

òåð ïåðèîäè÷åñêèå ãåíåðèðîâàë àêóñòè÷åñêèå è âèçóàëüíûå ñèãíàëû

� îäíîâðåìåííî ñî çâóêîâûìè èìïóëüñàìè íà ýêðàíå ïîÿâëÿëèñü

öâåòíûå êâàäðàòû.

23 Ñèëà ñòàðàåòñÿ óäåðæàòü ÷àñòîòó â îïðåäåëåííîì ïîëîæåíèè è ïîýòîìó

ïîäàâëÿåò äèôôóçèþ; â ñëó÷àå ñëàáîãî îãðàíè÷åííîãî øóìà äèôôóçèÿ

ïîëíîñòüþ èñ÷åçàåò.
24 Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ðàññìàòðèâàåì ðàçíûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ êàê

ýêâèâàëåíòíûå è âû÷èñëÿåì ðàçíîñòü ôàç ïî ìîäóëþ 2�: (���e) mod 2�.
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Îòêëèê íà âîçäåéñòâèå îïðåäåëÿëñÿ ïî êàðäèîãðàììå, ñíèìàåìîé

ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé íîðìàëüíûé

ñåðäå÷íûé öèêë ñîäåðæèò î÷åíü îñòðûé, õîðîøî âûäåëåííûé ïèê,

íàçûâàåìûé R-çóáöîì (ñì. äëÿ èëëþñòðàöèè ðèñ. 6.1); èíòåðâàë ìå-

æäó ñîñåäíèìè R-ïèêàìè îáû÷íî áåðåòñÿ â êà÷åñòâå èíòåðâàëà ìå-

æäó ñåðäöåáèåíèÿìè. Åñòåñòâåííî, ÷òî ñîêðàùåíèÿ ñåðäöà � äàëåêî

íå ïåðèîäè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ,25 è ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíòåðâàëû

ìåæäó áèåíèÿìè ñóùåñòâåííî ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì; ýòà âàðèà-

áåëüíîñòü õîðîøî èçâåñòíà â ôèçèîëîãèè. Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü

òîëüêî î ñðåäíèõ ïåðèîäå è ÷àñòîòå ñîêðàùåíèé ñåðäöà. ×òîáû îöå-

íèòü ñðåäíþþ ÷àñòîòó F , äîñòàòî÷íî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî n R-ïèêîâ çà

îïðåäåëåííûé èíòåðâàë âðåìåíè � è íàéòè F = n=� .

Â îïèñûâàåìûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñíà÷àëà îïðåäåëÿëàñü ÷àñòîòà f0
ñåðäå÷íîãî ðèòìà èñïûòóåìîãî áåç âîçäåéñòâèÿ. Çàòåì èñïûòóåìûé

ïîäâåðãàëñÿ âíåøíåé ñòèìóëÿöèè ñ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè f . Â òå-

÷åíèå 10 ìèíóò ÷àñòîòà f ïîääåðæèâàëàñü ïîñòîÿííîé, íî îíà èç-

ìåíÿëàñü â ïðåäåëàõ 0:75f0�1:25f0 îò îäíîãî èñïûòàíèÿ äî äðóãîãî.

25 Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå òî÷êè çðåíèÿ íà ïðèðîäó íåðåãóëÿðíîñòè ñåð-

äå÷íîãî ðèòìà � øóì ýòî èëè õàîñ âìåñòå ñ øóìîì; â ïîñëåäóþùåì ìû

ïîêàæåì, ÷òî ýòîò àñïåêò íå âëèÿåò íà ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
f/f0

0.0

0.5

1.0

1.5
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1:1 ÚÁÈ×ÁÔ
ÎÅÔ ÚÁÈ×ÁÔÁ

Ðèñ. 3.39. Îáëàñòü 1 : 1 ñèíõðîíèçàöèè ñïîíòàííîãî äûõàíèÿ àïïàðà-

òîì èñêóññòâåííîãî äûõàíèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïî äàííûì îò ñåìè èñïû-

òóåìûõ. Ñèëà âîçäåéñòâèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ äûõàòåëüíûì îáúåìîì Vex.

Îñè ÷àñòîòû è îáúåìà íîðìèðîâàíû íà ñðåäíþþ ¾ñâîáîäíóþ¿ ÷àñòîòó

è íà îáúåì äûõàíèÿ êàæäîãî èñïûòóåìîãî, ñîîòâåòñòâåííî. Ãðàíèöà

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ïðîâåäåíà ïðîèçâîëüíî. Èç [Graves et al. 1986].
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Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû êðèâûå ðàçíîñòü íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò

� ðàññòðîéêà; äëÿ îäíîãî èç èñïûòóåìûõ îíà ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.40.

Ïîëêà âáëèçè f � f0, õîòÿ è íå èäåàëüíî ãîðèçîíòàëüíàÿ, óêàçûâàåò

íà çàõâàò ÷àñòîòû. Îòìåòèì, ÷òî âîçäåéñòâèå â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ

áûëî äåéñòâèòåëüíî ñëàáûì: ñïåöèàëüíî ïðîâåðÿëîñü, ÷òî âîçäåé-

ñòâèå áåç ðàññòðîéêè (ò.å. ñ f = f0) íå ìåíÿëî ñåðäå÷íûé ðèòì è

äðóãèå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè, òàêèå êàê äàâëåíèå êðîâè è óäàðíûé

îáúåì.

3.5 Ðàçëè÷íûå ïðèìåðû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñèíõðîíèçàöèè â

æèâûõ ñèñòåìàõ.

3.5.1 Öèðêàäíûå ðèòìû

Ïîâåäåíèå ëþäåé è æèâîòíûõ ïîä÷èíÿåòñÿ òî÷íîìó 24-÷àñîâîìó

ðèòìó ïîêîÿ è àêòèâíîñòè, ñíà è áîäðñòâîâàíèÿ. Ýòîò ðèòì, íàçû-

âàåìûé öèðêàäíûì, ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì àäàïòàöèè îðãàíèçìîâ êî

âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ � öèêëó ñìåíû äíÿ è íî÷è (ñì. [Aschoff et al.

1982; Moore 1999; Sassone-Corsi 1999] è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè).

Ïîâåäåí÷åñêèé öèêë ñîïðîâîæäàåòñÿ ñóòî÷íûìè êîëåáàíèÿìè âûäå-
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Ðèñ. 3.40. Íàáëþäàåìàÿ ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà F ñåðäå÷íîãî ðèòìà êàê

ôóíêöèÿ ÷àñòîòû f ñëàáîãî âíåøíåãî ñòèìóëà. Ýòà ýêñïåðèìåíòàëü-

íàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò êðèâîé çàâèñèìîñòè ðàçíîñòè ÷àñòîò îò ðàñ-

ñòðîéêè äëÿ øóìîâûõ àâòîêîëåáàíèé ñ âíåøíåé ñèëîé (ñð. ñ ðèñ. 3.37).

Èç [Anishchenko et al. 2000].



Æ

��
��
��
��
��
k122 Ãëàâà 3. Ñèíõðîíèçàöèÿ àâòîêîëåáàíèé âíåøíåé ñèëîé

ëÿåìûõ ãîðìîíîâ, âíóòðåííåé òåìïåðàòóðû òåëà, ÷èñëà ëèìôîöèòîâ

è äðóãèõ âàæíûõ ôèçèîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â îòñóòñòâèå ñìåíû äíÿ è íî÷è ïåðèîä öèð-

êàäíîãî ðèòìà îòëè÷àåòñÿ îò 24 ÷àñîâ; îí ìîæåò áûòü êàê äëèííåå,

òàê è êîðî÷å. Ïðè íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ, ýòîò öèêë çàõâàòûâàåò-

ñÿ ñóòî÷íûìè êîëåáàíèÿìè îñâåùåííîñòè. Ýòîò çàõâàò èçó÷àëñÿ â

ìíîãî÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ, â êîòîðûõ èñïûòóåìûå íàõîäèëèñü

ïðè ïîñòîÿííîé îñâåùåííîñòè è áûëè ëèøåíû âîçìîæíîñòè ñëåäèòü

çà âðåìåíåì. Ðåçóëüòàòû ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòà-

âëåíû íà ðèñ. 3.41. Îíè äîêàçûâàþò, ÷òî öèðêàäíûé ðèòì èìååò

âíóòðåííþþ ïðèðîäó, ò.å. ñóùåñòâóþò âíóòðåííèå ÷àñû, óïðàâëÿþ-

ùèå ýòèì ðèòìîì. Èìåþùèåñÿ äàííûå óêàçûâàþò íà ñóùåñòâîâà-

íèå îäíîãî ãëàâíîãî èñòî÷íèêà öèðêàäíîãî ðèòìà ó ìëåêîïèòàþùèõ

� ýòî ñóïðàõèàçìàòè÷åñêîå ÿäðî ãèïîòàëàìóñà. Ýòî ÿäðî ïîëó÷àåò

âíåøíèé ñèãíàë îò êëåòîê ãàíãëèÿ ñåò÷àòêè [Moore 1999].

Ïðè êîëè÷åñòâåííîì îïèñàíèè öèðêàäíîãî ðèòìà ó ëþäåé áûëè ïî-

ëó÷åíû ïðîòèâîðå÷èâûå ðåçóëüòàòû [Czeisler et al. 1999; Sassone-Corsi

1999; Moore 1999]: äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïåðèîäà ïîëó÷àëèñü äàííûå

îò 23 äî 25 ÷àñîâ, ñ èíäèâèäóàëüíûìè âàðèàöèÿìè îò 13 äî 65 ÷àñîâ

äëÿ íîðìàëüíûõ èñïûòóåìûõ. Òàêèå áîëüøèå âàðèàöèè, âîçìîæíî,
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Ðèñ. 3.41. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñóòî÷íîãî ïîâåäåí÷åñêîãî

ðèòìà. Öèðêàäíûé ðèòì çàõâà÷åí âíåøíåé ñìåíîé îñâåùåííîñòè â òå-

÷åíèå ïåðâûõ ïÿòè äíåé, â äàëüíåéøåì çàïèñü ïðîäîëæàëàñü â óñëîâè-

ÿõ ïîñòîÿííîé îñâåùåííîñòè. Â äàííîì ñëó÷àå öèðêàäíûé îñöèëëÿòîð

èìååò ïåðèîä áîëåå 24 ÷àñîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, ðàçíîñòü ôàç ìåæäó

öèêëàìè ñîí�áîäðñòâîâàíèå è äåíü�íî÷ü ðàñòåò: âíóòðåííèé ¾äåíü¿

íà÷èíàåòñÿ âñå ïîçæå è ïîçæå. Ïîäîáíûå ãðàôèêè áûëè ïîëó÷åíû â

ýêñïåðèìåíòàõ êàê ñ æèâîòíûìè, òàê è ñ ëþäüìè [Aschoff et al. 1982;

Czeisler et al. 1986; Moore 1999].
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îòâåòñòâåííû çà ñóùåñòâîâàíèå äâóõ òèïîâ ëþäåé � ¾æàâîðîíêîâ¿

è ¾ñîâ¿. Äåéñòâèòåëüíî, èñõîäÿ èç îáùèõ ñâîéñòâ ñèíõðîíèçàöèè,

ìîæíî îæèäàòü, ÷òî èñïûòóåìûå ñ âíóòðåííèì ïåðèîäîì T0 < 24 ÷

áóäóò îïåðåæàòü ïî ôàçå âíåøíþþ ñèëó, à òå, ó êîãî T0 > 24 ÷, áóäóò

îòñòàâàòü ïî ôàçå. Àíàëîãè÷íî, ñâÿçàííîå ñ âîçðàñòîì óêîðî÷åíèå

âíóòðåííåãî ïåðèîäà, âîçìîæíî, îòâåòñòâåííî çà ñäâèã öèðêàäíîé

ôàçû è ðàííåå ïðîñûïàíèå, ÷àñòî íàáëþäàåìîå ó ïîæèëûõ ëþäåé

(ñì. [Czeisler et al. 1999] è ïðèâîäèìûå òàì ññûëêè). Îòìåòèì, ÷òî

ñäâèã ôàçû çàâèñèò íå òîëüêî îò ðàññòðîéêè, íî è îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ

ëè îñöèëëÿòîð êâàçèãàðìîíè÷åñêèì èëè ðåëàêñàöèîííûì. Âïîëíå

âîçìîæíî, ÷òî âîçðàñòíûå èçìåíåíèÿ öèðêàäíîãî ãåíåðàòîðà ñâÿçà-

íû è ñ ýòèì.

Â íåäàâíèõ ýêñïåðèìåíòàõ [Czeisler et al. 1999] áûëà ñäåëàíà ïî-

ïûòêà òî÷íî îïðåäåëèòü âíóòðåííèé ïåðèîä ãåíåðàòîðà öèðêàäíîãî

ðèòìà ó ëþäåé. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëñÿ òàê íàçûâàåìûé ¾ïðîòî-

êîë âûíóæäåííîãî àñèíõðîíèçìà¿: èíòåðâàëû ñíà è áîäðñòâîâàíèÿ

êàæäîãî èñïûòóåìîãî ñîñòàâëÿëè 28-÷àñîâûå ¾ñóòêè¿. (Czeisler et al.

[1999] ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ýòîò ìåòîä ëó÷øå ïðåäûäóùèõ, ïîñêîëüêó

èçîëÿöèÿ â óñëîâèÿõ ïîñòîÿííîé îñâåùåííîñòè âëèÿåò íà íîðìàëü-

íóþ àêòèâíîñòü ãåíåðàòîðà.) Òàêèì îáðàçîì â ýêñïåðèìåíòå äîáèâà-

ëèñü êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà: 4-÷àñîâàÿ ðàññòðîéêà ñëèøêîì

âåëèêà è âíóòðåííèé ãåíåðàòîð íå çàõâàòûâàåòñÿ âíåøíåé ñèëîé.

Â ýòîì ðåæèìå çàïèñè ôèçèîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (âíóòðåííåé

òåìïåðàòóðû òåëà, ñîäåðæàíèÿ ìåëàòîíèíà è êîðòèçîëà â ïëàçìå)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñìåñü êîëåáàíèé ñ ïåðèîäîì ñèëû (28 ÷àñîâ)

è íåèçâåñòíûì ïåðèîäîì T . Àíàëèçèðóÿ òàêîé ñèãíàë ñ ïîìîùüþ

ñïåöèàëüíîãî ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà, ìîæíî òî÷íî îïðåäåëèòü íåèç-

âåñòíûé ïåðèîä; îí è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âíóòðåííèé ïåðèîä ãåíå-

ðàòîðà. Îäíàêî ýòà èíòåðïðåòàöèÿ ñîìíèòåëüíà. Äåéñòâèòåëüíî, âíå

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòðîéêè íàáëþäàåìûé

ïåðèîä êîëåáàíèé ïîñòåïåííî ïðèáëèæàåòñÿ ê ïåðèîäó àâòîíîìíûõ

àâòîêîëåáàíèé, íî îíè íå ñîâïàäàþò (ñì. ðèñ. 3.7a). Íèîòêóäà íå

ñëåäóåò, ÷òî ýòà ðàçíîñòü äîëæíà áûòü ìàëà.

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò äðóãèõ ïðèìåðîâ, âíåøíåå âîçäåé-

ñòâèå íà öèðêàäíûé ãåíåðàòîð íå ñòðîãî ïåðèîäè÷íî: íåêîòîðûå äíè

ñîëíå÷íûå, íåêîòîðûå íåò, òàê ÷òî ñóòî÷íûé öèêë ìåíÿåòñÿ äåíü

îòî äíÿ. Ïîýòîìó ñèëó ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê øóìîâóþ, õîòÿ

è ñ ñèëüíî âûðàæåííîé ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòîé. Êàê ñëåäóåò èç

îïûòà, ýòî íå ïðåïÿòñòâóåò ñèíõðîíèçàöèè.

Â çàêëþ÷åíèå îáñóæäåíèÿ öèðêàäíûõ ðèòìîâ óïîìÿíåì î õðîíî-

òåðàïèè. Ôèçèîëîãèÿ è áèîõèìèÿ ÷åëîâåêà ñóùåñòâåííî ìåíÿþòñÿ â
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òå÷åíèå 24-÷àñîâîãî öèêëà. Áîëåå òîãî, öèðêàäíûå ðèòìû â êëþ÷å-

âûõ áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ïðèâîäÿò ê ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè

ìíîãèõ áîëåçíåé è èõ ñèìïòîìîâ îò âðåìåíè äíÿ è íî÷è. Äåéñòâèå

ëåêàðñòâ ÷àñòî ñèëüíî çàâèñèò îò âðåìåíè èõ ïðèåìà [Smolensky

1997]. Ýòîò ôàêò (âåñüìà âàæíûé äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ìåäèöèíû) äî-

âîëüíî åñòåñòâåíåí ñ òî÷êè çðåíèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè: êàê ìû çíàåì,

âëèÿíèå âîçäåéñòâèÿ íà îñöèëëÿòîð ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, â

êàêîé ôàçå îíî ïðèëîæåíî.

3.5.2 Ìåíñòðóàëüíûé öèêë

Ìåíñòðóàëüíûé öèêë òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íå ñòðîãî

ðåãóëÿðíûå, ò.å. çàøóìëåííûå, êîëåáàíèÿ îïðåäåëåííûõ ãîðìîíîâ.

Ðåãóëÿöèÿ èõ âûäåëåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìû ïîëîæèòåëü-

íîé è îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè. (Íàïîìíèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå

îáðàòíîé ñâÿçè � íåîáõîäèìîå ñâîéñòâî àâòîêîëåáàíèé.) Ïåðèîä êî-

ëåáàíèé áëèçîê ê 28 äíÿì, íî ìîæåò çíà÷èòåëüíî ôëóêòóèðîâàòü

(ðèñ. 3.42). Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèé ïðèåì ãîðìî-

íîâ ìîæåò çàõâàòèòü êîëåáàíèÿ; ýòî äåéñòâèòåëüíî ïðîèñõîäèò ïðè

ïðèåìå ãîðìîíàëüíûõ òàáëåòîê (ðèñ. 3.42). Âíåøíÿÿ ñèëà ïîäàâëÿåò

äèôôóçèþ ôàçû è äåëàåò ïåðèîä öèêëà ðàâíûì â òî÷íîñòè 28 äíÿì.

Ðàçóìíîé ìîäåëüþ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìîæåò áûòü îñöèëëÿ-

òîð òèïà íàêîïëåíèå�ñáðîñ ñ èçìåíÿþùèìñÿ ïîðîãîì: èç-çà ïðèåìà

òàáëåòîê ãîðìîíàëüíàÿ ðåãóëÿöèÿ èçìåíÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî

ïîðîã ñíà÷àëà ïîääåðæèâàåòñÿ âûñîêèì, à çàòåì îí ðåçêî ñíèæàåòñÿ

è ïðîèñõîäèò ñáðîñ (ýòî ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðå-
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Ðèñ. 3.42. Äëèòåëüíîñòü ìåíñòðóàëüíîãî öèêëà îáû÷íî ôëóêòóèðóåò,
íî ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè ïðèåìå ãîðìîíàëüíûõ ïðåïàðàòîâ. Ñèì-

âîëû Æ è � îáîçíà÷àþò äëèòåëüíîñòü öèêëà ñîîòâåòñòâåííî äî íà÷àëà

ïðèåìà ïðåïàðàòîâ è âî âðåìÿ èõ äåéñòâèÿ.
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êðàùåíèå ïðèåìà ïðåïàðàòà íåìåäëåííî ïðèâîäèò ê ìåíñòðóàöèè).

Âîçìîæíî, â ýòîì ñëó÷àå ñèëà íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé.

3.5.3 Çàõâàò ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé óðîâíÿ
èíñóëèíà ïåðèîäè÷åñêèìè èíúåêöèÿìè
ãëþêîçû

Îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ ãîðìîíà èíñóëèí ñîñòîèò â ðåãóëÿöèè ïîãëî-

ùåíèÿ ãëþêîçû ìûøå÷íûìè è äðóãèìè êëåòêàìè, è òåì ñàìûì â

ðåãóëÿöèè êîíöåíòðàöèè ãëþêîçû â êðîâè. Íàèáîëåå âàæíûì ðåãó-

ëÿòîðîì âûäåëåíèÿ èíñóëèíà ïîäæåëóäî÷íîé æåëåçîé ñëóæèò ñàìà

ãëþêîçà, òàê ÷òî èíñóëèí è ãëþêîçà åñòü äâà âàæíåéøèõ êîìïîíåíòà

ñèñòåìû îáðàòíîé ñâÿçè. Ó çäîðîâûõ ëþäåé íàáëþäàþòñÿ êîëåáàíèÿ

âûäåëåíèÿ èíñóëèíà è êîíöåíòðàöèè ãëþêîçû â êðîâè ñ ïåðèîäîì

ïðèìåðíî 2 ÷àñà (ñì. [Sturis et al. 1991, 1995] è ïðèâåäåííûå òàì

ññûëêè).

Ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå Sturis et al. [1991], ïîêàçàëè, ÷òî ýòè

êîëåáàíèÿ èíñóëèíà ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ïîñòîÿííîì âíóòðèâåííîì âëè-

âàíèè ãëþêîçû è ìîãóò áûòü çàõâà÷åíû, åñëè ãëþêîçó ââîäèòü êî-

ëåáàòåëüíûì îáðàçîì. Åñëè âëèâàíèå ãëþêîçû ìîäóëèðîâàòü ïî ñè-

íóñîèäàëüíîìó çàêîíó ñ îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäîé 33% îò ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ, à ïåðèîä èçìåíÿòü â ïðåäåëàõ �20% îò ïåðèîäà, íàáëþäà-

åìîãî ïðè ïîñòîÿííîì âëèâàíèè ãëþêîçû, òî âîçíèêàåò ñèíõðîíèçà-
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Ðèñ. 3.43. Ðàñïðåäåëåíèå ìåæèìïóëüñíûõ èíòåðâàëîâ (äëèòåëüíîñòåé
öèêëà) âûäåëåíèÿ èíñóëèíà ïðè ïîñòîÿííîì (a) è êîëåáàòåëüíîì (b)

âëèâàíèè ãëþêîçû. Êàê è îæèäàëîñü äëÿ ñèñòåì ñ øóìîì, ïåðèîä êîëå-

áàíèé íå ïîñòîÿíåí. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà äåëàåò êîëåáàíèÿ ðåãóëÿðíåå,

óìåíüøàÿ ôëóêòóàöèè äëèòåëüíîñòè öèêëà. Ýòî îòðàæàåòñÿ â ïîÿâëå-

íèè ïèêà â ðàñïðåäåëåíèè (b). Ïîëîæåíèå ïèêà ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäó

âîçäåéñòâèÿ (ñòðåëêà), ò.å. ñðåäíèé ïåðèîä êîëåáàíèé çàõâàòûâàåòñÿ

ñèëîé. Èç [Sturis et al. 1991].
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öèÿ ïîðÿäêà 1 : 1 (ðèñ. 3.43). Ââåäåíèå ñ î÷åíü áîëüøèì ïåðèîäîì

320 ìèíóò ïðèâîäèëî ê ðåæèìó ñ äâóìÿ èìïóëüñàìè â âûäåëåíèè

ãëþêîçû è èíñóëèíà íà îäèí ïåðèîä ââåäåíèÿ, ò.å. ê ñèíõðîíèçàöèè

ïîðÿäêà 2 : 1.

3.5.4 Ñèíõðîíèçàöèÿ ïëàçìîäèÿ ìèêñîìèöåòà
Physarum

Ïëàçìîäèé âíåêëåòî÷íîãî ìèêñîìèöåòà Physarum � îäèí èç ïðîñòåé-

øèõ îðãàíèçìîâ. Â òåëå ïëàçìîäèÿ ðàçëè÷àþò ôðîíòàëüíóþ çîíó,

ñîñòîÿùóþ èç áîëåå èëè ìåíåå ðàâíîìåðíîãî ñëîÿ ïðîòîïëàçìû, è

çàäíþþ îáëàñòü, ñîñòîÿùóþ èç òðóáîê-òÿæåé, â êîòîðûõ äâèæåòñÿ

ýíäîïëàçìà. Ñèëà, ïðèâîäÿùàÿ ê òðàíñïîðòèðîâêå, ãåíåðèðóåòñÿ êî-

ëåáàòåëüíîé ñîêðàòèòåëüíîé àêòèâíîñòüþ òÿæåé (ñì. [Achenbach and

Wohlfarth-Bottermann 1980, 1981] è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè).

Ïîòîê ïðîòîïëàçìû ðèòìè÷åñêè ìåíÿåò ñâîþ ñêîðîñòü è íàïðà-

âëåíèå ñ ïåðèîäîì ïîðÿäêà 1�3 ìèí. Ïåðèîä è àìïëèòóäà ýòèõ êî-

ëåáàíèé çàâèñÿò, â ÷àñòíîñòè, îò òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé ñðåäû.

Êîëèíüêî è äð. [1985] èçó÷àëè ñèíõðîíèçàöèþ ïîòîêà ïðîòîïëàçìû

ïåðèîäè÷åñêèì èçìåíåíèåì ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

îíî âûçûâàåò èçìåíåíèå âíóòðèêëåòî÷íîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Ñêî-

ðîñòü òå÷åíèÿ ïðîòîïëàçìû èçìåðÿëàñü ñ ïîìîùüþ äîïïëåðîâñêîãî

ëàçåðíîãî àíåìîìåòðà. Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëÿëñÿ ïåðèîä àâòîíîì-

íûõ êîëåáàíèé T0 ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå 19
ÆC. Äàëåå ãðàäèåíò

òåìïåðàòóðû ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿëñÿ ñ àìïëèòóäîé 0:5 ÆC; ïåðèîä

Te ýòèõ êîëåáàíèé èçìåíÿëñÿ ñòóïåí÷àòî, íà÷èíàÿ ñ Te � T0. Â

îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå ïåðèîäà Te âíåøíåé ñèëû, ïåðèîä êîëåáàíèé

ïðîòîïëàçìû çàõâàòûâàëñÿ (ðèñ. 3.44).

3.6 ßâëåíèÿ, áëèçêèå ê ñèíõðîíèçàöèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì íåêîòîðûå ÿâëåíèÿ, êîòîðûå èìåþò îò-

íîøåíèå ê ñèíõðîíèçàöèè, íî íå ìîãóò áûòü êëàññèôèöèðîâàíû êàê

çàõâàò àâòîêîëåáàíèé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé.

3.6.1 ßâëåíèÿ ïðè áîëüøîé âíåøíåé ñèëå

Ìû ïîäðîáíî, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíûõ ïðèìåðîâ, îáñóäèëè, êàê

âíåøíÿÿ ñèëà ìîæåò çàõâàòèòü àâòîêîëåáàíèÿ. Ïðè ýòîì, êàê ñëå-

äóåò èç èçîáðàæåíèÿ îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè íà ðèñ. 3.7, ÷åì áîëüøå
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ðàññòðîéêà ìåæäó ÷àñòîòîé ñèëû è ÷àñòîòîé àâòîêîëåáàíèé, òåì

áîëüøå äîëæíà áûòü àìïëèòóäà ñèëû. Ýòîò ðèñóíîê ìîæåò ñîçäàòü

íåïðàâèëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, ÷òî î÷åíü áîëüøàÿ ñèëà äåëàåò ñèíõðî-

íèçàöèþ âîçìîæíîé äàæå ïðè î÷åíü áîëüøèõ ðàññòðîéêàõ. Ñëåäóåò

ïîìíèòü, ÷òî â íàøåì îïèñàíèè ñèíõðîíèçàöèè ñèëà ïðåäïîëàãàëàñü

ñëàáîé; â ñàìîì äåëå, ìû ñ÷èòàëè, ÷òî ñèëà äåéñòâóåò òîëüêî íà ôàçó

àâòîêîëåáàíèé è íå ìåíÿåò ôîðìó ïðåäåëüíîãî öèêëà (ò.å. àìïëè-

òóäó). Åñëè ñèëà íå ñëàáàÿ, òî ôîðìà ÿçûêîâ Àðíîëüäà áóäåò íå

òðåóãîëüíîé, è êàðòèíà ñèíõðîíèçàöèè ñòàíîâèòñÿ íå óíèâåðñàëüíîé

� îíà çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ ñâîéñòâ àâòîêîëåáàíèé è ñèëû. Áîëåå

òîãî, ïðè ñèëüíîì âîçäåéñòâèè ìîãóò íàáëþäàòüñÿ êà÷åñòâåííî íî-

âûå ýôôåêòû.

Õàîòèçàöèÿ àâòîêîëåáàíèé

Äèíàìèêà âûíóæäåííûõ àâòîêîëåáàíèé ìîæåò ñòàòü íåðåãóëÿðíîé,

ò.å. õàîòè÷åñêîé (ñì. êðàòêîå ââåäåíèå â ãëàâå 5 è ðàçäåë 7.3.4 ÷àñòè

II, ãäå îáñóæäàåòñÿ ïåðåõîä ê õàîñó ïðè áîëüøîé ñèëå). Ïîäîáíûå

ðåæèìû íàáëþäàëèñü â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòèìóëÿöèåé

0 50 100
×ÒÅÍÑ (ÍÉÎ)

80

100

120

140

T
 (

s)

Ðèñ. 3.44. Ñèíõðîíèçàöèÿ êîëåáàíèé ïîòîêà ïðîòîïëàçìû ïëàçìîäèÿ

ìèêñîìèöåòà Physarum ãàðìîíè÷åñêè èçìåíÿþùèìñÿ ãðàäèåíòîì òåì-

ïåðàòóðû. Ïåðèîä êîëåáàíèé ïðîòîïëàçìû T ïîêàçàí êàê ôóíêöèÿ

âðåìåíè; ïåðèîä Te âíåøíåé ñèëû èçìåíÿëñÿ ñòóïåí÷àòî (ïóíêòèð).

Ïðè Te = 100 ñ è Te = 110 ñ ñèíõðîíèçàöèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñëå

íåêîòîðîãî ïåðåõîäíîãî âðåìåíè; â ñèíõðîííîì ðåæèìå T ôëóêòóèðóåò

âîêðóã Te. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè T ñèíõðîíèçàöèÿ ðàçðóøàåòñÿ

è íàáëþäàåòñÿ íèçêî÷àñòîòíàÿ ìîäóëÿöèÿ T . Èç [Êîëèíüêî è äð. 1985].

Copyright Overseas Publishers Association N.V., ñ ðàçðåøåíèÿ Gordon

and Breach Publishers.
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àãðåãàòîâ êëåòîê èç ñåðäöà êóðèíîãî ýìáðèîíà [Guevara et al. 1981;

Zeng et al. 1990]; ñì. ðèñ. 3.45 è ñðàâíè åãî ñ ðèñ. 3.21. Â ýòèõ ðàáîòàõ

íàáëþäàëèñü òàêæå ñèíõðîííûå ðåæèìû, â êîòîðûõ äâà ñòèìóëèðó-

þùèõ èìïóëüñà ñîîòâåòñòâîâàëè äâóì öèêëàì. Â îòëè÷èå îò ïðîñòî-

ãî ðåæèìà çàõâàòà 1 : 1, çäåñü äâà èìïóëüñà ñîîòâåòñòâóþò äâóì

ðàçíûì ôàçàì àâòîêîëåáàíèé. Òàêîå ïîâåäåíèå (óäâîåíèå ïåðèîäà)

òèïè÷íî äëÿ ïåðåõîäà ê õàîñó.

Ïîäàâëåíèå êîëåáàíèé

Èíîãäà äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ñèëà èëè äàæå åäèíè÷íûé èìïóëüñ

ìîãóò ïîäàâèòü àâòîêîëåáàíèÿ. Ýòî ìîæåò, íàïðèìåð, ïðîèçîéòè,

åñëè íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ïðåäåëüíûé

öèêë ñîñóùåñòâóåò ñ óñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ.26 Ïîäàâëå-

íèå ïðîèñõîäèò, åñëè èìïóëüñ äåéñòâóåò â ¾÷óâñòâèòåëüíîé ôàçå¿

(ðèñ. 3.46). Ýòîò ýôôåêò íàáëþäàëñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ ñ àêñîíàìè

ãèãàíòñêîãî êàëüìàðà [Guttman et al. 1980] è ñ ñèíîàòðèàëüíûì óç-

ëîì ñåðäöà êîøêè [Jalife and Antzelevitch 1979] (ñì. òàêæå [Winfree

1980; Ãëàññ è Ìýêè 1988]).

26 Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþò àâòîãåíåðàòîðàìè ñ æåñòêèì âîçáóæäåíèåì:

÷òîáû ïðèâåñòè èõ â äâèæåíèå, íóæíî ïðèëîæèòü êîíå÷íîå âîçìóùåíèå,

ïåðåâîäÿùåå ôàçîâóþ òî÷êó â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà;

ýòîò ìåõàíèçì âîçáóæäåíèÿ íàçûâàþò òàêæå äîêðèòè÷åñêîé áèôóðêàöè-

åé Õîïôà.

Ðèñ. 3.45. (a) Õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïåðèîäè÷åñêè âîçáóæäàåìîãî

àãðåãàòà êëåòîê ñåðäöà êóðèíîãî ýìáðèîíà. Èç [Glass and Shrier 1991],

Fig. 12.5a, Copyright Springer-Verlag. (b) Ñèíõðîíèçàöèÿ ïîðÿäêà 2 : 2

(óäâîåíèå ïåðèîäà). Èç [Ãëàññ è Ìýêè 1988]. Copyright c
1988 by PUP.

Âîñïðîèçâåäåíî ñ ðàçðåøåíèåì Princeton University Press.
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ßñíî òàêæå, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ ìî-

æåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü àìïëèòóäó êîëåáàíèé, äàæå åñëè ñî-

ñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâî: ïåðâûé èìïóëüñ ñäâèãàåò òî÷êó

ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ, à ïîñëåäóþùèå íå äàþò åé âåðíóòüñÿ ê

ïðåäåëüíîìó öèêëó. Âàæíûì ïðàêòè÷åñêèì ïðèìåíåíèåì ýòèõ èäåé

ÿâëÿåòñÿ ãàøåíèå ïàòîëîãè÷åñêîé àêòèâíîñòè ìîçãà, âûçûâàþùåé

òðåìîð ïðè áîëåçíè Ïàðêèíñîíà (ñì. [Tass 1999] è ïðèâåäåííûå òàì

ññûëêè).

3.6.2 Âîçäåéñòâèå íà âîçáóäèìûå ñèñòåìû

Âîçáóäèìûå ñèñòåìû ñàìè ïî ñåáå íå ãåíåðèðóþò êîëåáàíèé, ïîýòîìó

èõ äèíàìèêà íå ñîîòâåòñòâóåò íàøåìó ïîíèìàíèþ ñèíõðîíèçàöèè.

Òåì íå ìåíåå, èõ îòêëèê íà ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå ñèëüíî íà-

ïîìèíàåò ñèíõðîíèçàöèþ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, è ïîýòîìó ìû

ïðèâîäèì êðàòêîå îïèñàíèå òàêèõ ñèñòåì. Îñíîâíûå ñâîéñòâà âîçáó-

äèìûõ ñèñòåì ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

Â îòâåò íà âîçäåéñòâèå, ïðåâûøàþùåå îïðåäåëåííûé ïîðîã,

îíè ãåíåðèðóþò èìïóëüñ (èíîãäà íàçûâàåìûé ïîòåíöèàëîì äåé-

ñòâèÿ). Åñëè âîçäåéñòâèå ìåíüøå ïîðîãîâîãî, òî îòêëèê îòñóò-

ñòâóåò èëè ïðåíåáðåæèìî ìàë.

Ñðàçó ïîñëå àêòèâíîãî ïåðèîäà îíè íàõîäÿòñÿ â ðåôðàêòåðíîé

ôàçå, ò.å. íå îòêëèêàþòñÿ íà âîçäåéñòâèå ëþáîé àìïëèòóäû.

2

1

Ðèñ. 3.46. Ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ îäèíî÷íîãî èìïóëüñà íà ñèñòåìó, â

êîòîðîé ñîñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûé öèêë è óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíî-

âåñèÿ, çàâèñèò êàê îò àìïëèòóäû, òàê è îò ôàçû âîçäåéñòâèÿ. Èìïóëüñ,

ïðèëîæåííûé â òî÷êå 1, ïðèâîäèò ê ñäâèãó ôàçû; èìïóëüñ òîé æå àì-

ïëèòóäû, ïðèëîæåííûé â òî÷êå 2, ïåðåâîäèò ôàçîâóþ òî÷êó â îáëàñòü

ïðèòÿæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (êðóæîê) è ïîäàâëÿåò

àâòîêîëåáàíèÿ; ãðàíèöà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ïîêàçàíà ñïëîøíîé ëè-

íèåé.
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Ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà ïîäîáíûå ñèñòåìû ïðèâîäèò ê ðàç-

ëè÷íûì âèäàì êîëåáàíèé, çàâèñÿùèì îò ÷àñòîòû âîçäåéñòâèÿ.

Âîçáóäèìîñòü � ýòî òèïè÷íîå ñâîéñòâî íåðâíûõ è ìûøå÷íûõ êëå-

òîê, è ïîõîæèå íà ñèíõðîíèçàöèþ ÿâëåíèÿ íàáëþäàëèñü â ýêñïå-

ðèìåíòàõ ñ òêàíÿìè îáîèõ òèïîâ. Matsumoto et al. [1987] èçó÷àëè

îòêëèê àêñîíà ãèãàíòñêîãî êàëüìàðà íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëü-

ñîâ. Îíè íàáëþäàëè ðàçëè÷íûå ðåãóëÿðíûå è íåðåãóëÿðíûå (âîç-

ìîæíî, õàîòè÷åñêèå) ðèòìû. Â ýêñïåðèìåíòå îïðåäåëÿëèñü èíòåðâà-

ëû ÷àñòîòû âîçäåéñòâèÿ, ïðè êîòîðûõ îòêëèê íàõîäèëñÿ â ñîîòíîøå-

íèè n : m ê ýòîé ÷àñòîòå; ýòè èíòåðâàëû íàïîìèíàëè îáëàñòè çàõâàòà

ôàçû (ðèñ. 3.47, ñð. ñ ðèñ. 3.19b).

Á�îëüøàÿ ÷àñòü ñåðäå÷íûõ êëåòîê íå äåìîíñòðèðóþò ñïîíòàííóþ

àêòèâíîñòü. Îíè âîçáóæäàþòñÿ, èëè ãåíåðèðóþò ïîòåíöèàë äåé-

ñòâèÿ, ïîä äåéñòâèåì ñòèìóëÿöèè, ãåíåðèðóåìîé âîäèòåëåì ðèòìà

(ïåéñìåêåðîì). Îáû÷íî, îäèí ñòèìóë îò âîäèòåëÿ ðèòìà âûçûâàåò

îäèí îòêëèê (1 : 1 ðèòì). Îäíàêî, åñëè âîçáóäèìîñòü ïàññèâíûõ êëå-

òîê óìåíüøàåòñÿ, èëè, åñëè ÷àñòîòà áèåíèé óâåëè÷èâàåòñÿ, òî ýòîò

ðèòì ìîæåò íàðóøèòüñÿ. Â ðåçóëüòàòå ìîãóò âîçíèêíóòü ðàçëè÷íûå

ñåðäå÷íûå àðèòìèè [Glass and Shrier 1991; Guevara 1991; Yehia et al.

1999; Hall et al. 1999]. Â ÷àñòíîñòè, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî îäèí èç

n ñòèìóëèðóþùèõ èìïóëüñîâ ïîäàåòñÿ â ìîìåíò, êîãäà êëåòêè ðå-

ôðàêòåðíû, è ïîýòîìó ïðîâåäåíèå ýòîãî èìïóëüñà áëîêèðóåòñÿ. Â

ðåçóëüòàòå áóäåò íàáëþäàòüñÿ ðèòì n : (n � 1). Ïîñêîëüêó âîçáóäè-

ìûå ñèñòåìû íå àâòîêîëåáàòåëüíûå, ìû ïðåäëàãàåì ãîâîðèòü â ýòîì

ñëó÷àå íå î ñèíõðîíèçàöèè, à î ñëîæíîì íåëèíåéíîì ðåçîíàíñå.

30 80 130 180 230
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Ðèñ. 3.47. ¾×åðòîâà ëåñòíèöà¿, âîçíèêàþùàÿ ïðè âîçäåéñòâèè íà àê-

ñîí ãèãàíòñêîãî êàëüìàðà. Ãðàôèê ïîñòðîåí ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ

èç [Matsumoto et al. 1987].
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3.6.3 Ñòîõàñòè÷åñêèé ðåçîíàíñ ñ òî÷êè çðåíèÿ
ñèíõðîíèçàöèè

Çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ âîçáóäèìûõ ñèñòåì, ìû âñå âðåìÿ ðàññìà-

òðèâàëè âëèÿíèå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà ñèñòåìû, äåìîíñòðèðó-

þùèå êîëåáàíèÿ â àâòîíîìíîì ñîñòîÿíèè. Ïðè ýòîì ìû ðàçëè÷àëè

àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû è òå, â êîòîðûõ êîëåáàíèÿ âûíóæäåíûå.

Â àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåìàõ åñòü íåéòðàëüíî óñòîé÷èâàÿ ôàçà,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîäñòðîåíà âíåøíèì âîçäåéñòâèåì èëè çà ñ÷åò

ñâÿçè ñ äðóãèì îñöèëëÿòîðîì. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, ïðè âû-

íóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ôàçà ïðèâÿçàíà ê ôàçå ñèëû è íå ìîæåò

áûòü ëåãêî ñäâèíóòà âíåøíèì âîçäåéñòâèåì èëè âçàèìîäåéñòâèåì.27

Ñîîòâåòñòâåííî, âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ íåëüçÿ ñèíõðîíèçîâàòü.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì êëàññ îñöèëëÿòîðîâ, çàíèìàþùèé, â

îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ïðîìåæóòî÷íîå ìåñòî ìåæäó àâòîêîëåáàíèÿ-

ìè è âûíóæäåííûìè êîëåáàíèÿìè. Êîíêðåòíåå, ìû ðàññìîòðèì êî-

ëåáàíèÿ, âîçáóæäàåìûå øóìîì, ò.å. îáóñëîâëåííûå áûñòðî ôëóêòó-

èðóþùèìè ñèëàìè. Â îòëè÷èå îò ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ øóìîì,

îáñóæäàâøèõñÿ â ðàçäåëå 3.4, çäåñü øóì èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü:

áåç ôëóêòóàöèé êîëåáàíèé íåò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òàêîé ñèñòåìå

êîëåáàíèÿ íàáëþäàþòñÿ áåç âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû, ÷òî îòëè-

÷àåò èõ îò âîçáóäèìûõ ñèñòåì. Â ýòîì ñìûñëå ýòè ñèñòåìû íàïîìè-

íàþò àâòîêîëåáàòåëüíûå, è ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü âîçíèêíîâåíèÿ

ÿâëåíèé òèïà ñèíõðîíèçàöèè. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ìíîãèå ñèñòåìû

ñ øóìîì äåìîíñòðèðóþò ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âîçäåéñòâèè ÿâëåíèå

ñòîõàñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, íàáëþäàâøååñÿ âî ìíîãèõ ýêñïåðèìåí-

òàõ (ñì. îáçîð Gammaitoni et al. [1998]). Ìû ñíà÷àëà îïèøåì îáùèå

ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà è ñèíõðî-

íèçàöèè, à çàòåì îáñóäèì ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû ýòîãî ñõîäñòâà.

Ïîðîãîâûå ñèñòåìû

Íà÷íåì ñ ìîäåëè, íàïîìèíàþùåé îñöèëëÿòîð ¾íàêîïëåíèå�ñáðîñ¿.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, â êîòîðîé ïåðåìåííàÿ íå ðàñòåò ìîíîòîííî è

ðåãóëÿðíî, à èñïûòûâàåò ñëó÷àéíûå ôëóêòóàöèè (ðèñ. 3.48a), âðåìÿ

îò âðåìåíè äîñòèãàÿ ïîðîãà.28 Áóäåì îòìå÷àòü êàæäîå ïåðåñå÷åíèå

ïîðîãà è îáîçíà÷àòü åãî êàê ñîáûòèå, èëè èìïóëüñ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî

27 Íà ÿçûêå òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îòëè÷èå ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè

ó àâòîíîìíîé àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû íóëåâîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçà-

òåëÿ è â îòñóòñòâèè íóëåâîãî ïîêàçàòåëÿ äëÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé.
28 Èíîãäà òàêèå ìîäåëè íàçûâàþò ¾íàêîïëåíèå è ñáðîñ ñ óòå÷êîé¿

[Gammaitoni et al. 1998].
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òàêîé ìîäåëüþ ìîæíî îïèñàòü íåêîòîðûå ñåíñîðíûå íåéðîíû, â îò-

ñóòñòâèå ñòèìóëÿöèè ãåíåðèðóþùèå ñëó÷àéíûå èìïóëüñû.

Åñëè ïîðîã ìåíÿòü ïåðèîäè÷åñêè (ðèñ. 3.48b), òî ñèñòåìà äåìîí-

ñòðèðóåò ñòîõàñòè÷åñêèé ðåçîíàíñ; îí ïðîÿâëÿåòñÿ â òèïè÷íîé ñòðóê-

òóðå ðàñïðåäåëåíèÿ ìåæèìïóëüñíûõ èíòåðâàëîâ [Moss et al. 1994,

1993; Wiesenfeld and Moss 1995; Gammaitoni et al. 1998], ñì. ðèñ. 3.48c.

Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà ãåíåðèðóåò èìïóëüñ ñ áîëüøåé âåðîÿòíî-

ñòüþ, åñëè ïîðîã ìàêñèìàëüíî íèçêèé, è ïîýòîìó èíòåðâàë ìåæäó

èìïóëüñàìè ñêîðåå âñåãî áóäåò ðàâåí èëè êðàòåí ïåðèîäó ñèëû.

Èç-çà ýòîãî ïîÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

ãåíåðèðóåìûõ èìïóëüñîâ è âíåøíèì âîçäåéñòâèåì. Â íåéðîôèçèîëî-

ãè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ýòó êîððåëÿöèþ íàçûâàþò çàõâàòîì ôàçû (ñì.,

íàïðèìåð, [Rose et al. 1967; Longtin and Chialvo 1998]).

Áèñòàáèëüíûå ñèñòåìû

Äðóãîé ïîïóëÿðíîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ óñòîé÷èâû-

ìè ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîé øóì âûçûâàåò ïåðåõîäû èç

×Å
Ò

Ï
ÑÔ

Î
Ï

ÓÔ
Ø

T

(c)

×ÒÅÍÑ ×ÒÅÍÑ

(a) (b)

T 2T 3T 4T 5T 6T
ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÍÅÖÄÕ ÉÍÐÕÌØÓÁÍÉ

Ðèñ. 3.48. (a) Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîðîãîâîé øóìîâîé ñè-

ñòåìû. Îíà ãåíåðèðóåò èìïóëüñû, êîãäà øóì ïðåâûøàåò îïðåäåëåí-

íûé ïîðîã. (b) Åñëè ïîðîã ìîäóëèðóåòñÿ ñëàáûì âíåøíèì ñèãíàëîì,

òî ãåíåðàöèÿ ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ ïðîèñõîäèò ïðè îïðåäåëåííîé

ôàçå ñèëû, êîãäà ïîðîã íèçêèé. Ýòî ïðèâîäèò ê õàðàêòåðíîé ñòðóêòóðå

ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëîâ ìåæäó èìïóëüñàìè (c). Òàêîå ðàñïðåäåëå-

íèå íàáëþäàëîñü â ýêñïåðèìåíòàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì íà

ïåðâè÷íûé ñëóõîâîé íåðâ îáåçüÿíû Saimiri Sciureus [Rose et al. 1967]

è êîøêè [Longtin et al. 1994], à òàêæå ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âîçäåéñòâèè

íà âîëîñÿíûå êëåòêè ðàêà [Petracchi et al. 1995].
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îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Óäîáíî ïðåäñòàâèòü ýòî êàê äâèæåíèå ÷à-

ñòèöû â ïîòåíöèàëå ñ äâóìÿ ìèíèìóìàìè (ðèñ. 3.49a). Òàêàÿ ìîäåëü

ïðèìåíèìà êî ìíîãèì ôèçè÷åñêèì è áèîëîãè÷åñêèì ÿâëåíèÿì. Äëÿ

èëëþñòðàöèè ìû âûáðàëè ýêñïåðèìåíò, ïðîâåäåííûé Barbay et al.

[2000] ñ ëàçåðîì, êîòîðûé ìîæåò èçëó÷àòü äâå ìîäû ñ ðàçíîé ïî-

ëÿðèçàöèåé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äâóì óñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèÿì. Èç-çà

øóìà ãåíåðàöèÿ ëàçåðà íåðåãóëÿðíî ïåðåêëþ÷àåòñÿ ìåæäó èçëó÷å-

íèåì ýòèõ ìîä; äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû ïî-ïðåæíåìó áóäåì

ãîâîðèòü î ÷àñòèöå â áèñòàáèëüíîì ïîòåíöèàëå. Ýòîò ïîòåíöèàë,

ðåêîíñòðóèðîâàííûé ïî äàííûì ýêñïåðèìåíòà, ïîêàçàí íà ðèñ. 3.49b.

×àñòîòà ïåðåñêîêîâ ÷àñòèöû ìåæäó ïîòåíöèàëüíûìè ÿìàìè çà-

âèñèò îò èíòåíñèâíîñòè øóìà. Ïðè ìàëîì øóìå ïåðåñêîêè ðåäêè; ñ

óâåëè÷åíèåì åãî èíòåíñèâíîñòè ÷àñòîòà ðàñòåò. Íàêîíåö, åñëè øóì

î÷åíü áîëüøîé, òî ÷àñòèöà íå ¾÷óâñòâóåò¿ ìèíèìóìû ïîòåíöèàëà è

äâèæåòñÿ âçàä-âïåðåä ñîâåðøåííî ñëó÷àéíî. Ñëàáàÿ âíåøíÿÿ ñèëà

ìåíÿåò ïîòåíöèàë,29 äåëàÿ îäíî ñîñòîÿíèå áîëåå óñòîé÷èâûì, ÷åì

äðóãîå (ðèñ. 3.49a). Ïåðåñêîêè ìåæäó ÿìàìè áîëåå âåðîÿòíû â òå

ìîìåíòû, êîãäà áàðüåð íèçêèé; â ðåçóëüòàòå ïðè îïðåäåëåííîé èí-

òåíñèâíîñòè øóìà èíäóöèðîâàííûå øóìîì ïåðåñêîêè îêàçûâàþòñÿ

29 Ñëàáîñòü ñèëû îçíà÷àåò, ÷òî îíà íå ìîæåò âûçâàòü ïåðåñêîê â îòñóòñòâèå

øóìà.
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Ðèñ. 3.49. (a) Äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå ñ äâóìÿ ÿìàìè. Øóì

ïðèâîäèò ê íåðåãóëÿðíûì ïåðåõîäàì ìåæäó äâóìÿ óñòîé÷èâûìè ñî-

ñòîÿíèÿìè. Ñëàáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà èçìåíÿåò ïîòåíöèàë òàê, ÷òî

âûñîòà áàðüåðà ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿåòñÿ (îäíî ìãíîâåííîå ñîñòîÿíèå

ïîêàçàíî øòðèõîâîé ëèíèåé). (b) Ýôôåêòèâíûé áèñòàáèëüíûé ïîòåí-

öèàë V (q), ïîëó÷åííûé ïî äàííûì ýêñïåðèìåíòà ñ ëàçåðîì (êîîðäèíàòà

è âûñîòà ïîòåíöèàëà äàíû â ïðîèçâîëüíûõ åäèíèöàõ). Ðèñóíîê (b) èç

Barbay et al., Physical Review E, Vol. 61, 2000, pp. 157�166. Copyright

2000 by the American Physical Society.
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â ïðèìåðíîì ñèíõðîíèçìå ñ ñèëîé (ðèñ. 3.50).30 Ýòî ïðîÿâëåíèå

ñòîõàñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íàáëþäàëîñü âî ìíîãèõ ýêñïåðèìåíòàõ

(ñì., íàïðèìåð, [Gammaitoni et al. 1998]). Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå

ñòîõàñòè÷åñêèé ðåçîíàíñ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñèíõðîíèçà-

öèþ èíäóöèðîâàííûõ øóìîì êîëåáàíèé [Simon and Libchaber 1992;

Shulgin et al. 1995]. Íåäàâíî äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ýòîãî ÿâëåíèÿ ñòàëî

òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèå ôàçû [Neiman et al. 1998, 1999c]; â

ýòîì êîíòåêñòå îäèí ñêà÷îê ÷àñòèöû îòâå÷àåò óâåëè÷åíèþ ôàçû íà

�.

Ñõîæåñòü ñâîéñòâ ñèíõðîíèçàöèè òàêèõ ðàçíûõ ñèñòåì êàê àâòî-

êîëåáàòåëüíàÿ è ñòîõàñòè÷åñêàÿ áèñòàáèëüíàÿ ñèñòåìà ìîæíî îáú-

ÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû ïîäðîáíî îáñóæäàëè, ÷òî âîçìîæ-

30 Îòìåòèì ñõîäñòâî â äèíàìèêå áèñòàáèëüíîé è ïîðîãîâîé ñèñòåìû ñ âíåø-

íåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé: â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñèëà ìîäóëèðóåò áàðüåð è

ñïîñîáñòâóåò ïåðåõîäàì ïðè îïðåäåëåííîé ôàçå ñèëû.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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0.10
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 (
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 u
.)

Ðèñ. 3.50. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ Barbay et al. [2000]. Âðåìåíí�àÿ

çàâèñèìîñòü ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ ëàçåðà â ïðèñóòñòâèè ïåðèîäè÷å-

ñêîé âíåøíåé ñèëû ñ ïåðèîäîì Te. Ðàçëè÷íûå êðèâûå îòâå÷àþò ðàçëè÷-

íûì èíòåíñèâíîñòÿì øóìà (îíà âîçðàñòàåò ñíèçó ââåðõ). Ïðè ñëàáîì è

ñèëüíîì øóìå ñèíõðîíèçàöèè íåò, à ïðè ñðåäíåì øóìå (âòîðàÿ êðèâàÿ

ñíèçó) ïåðåñêîêè ïðàêòè÷åñêè èäåàëüíî ñèíõðîíèçîâàíû ñ âíåøíåé

ñèëîé (÷èòàòåëü ìîæåò ëåãêî èäåíòèôèöèðîâàòü ñèëó ïî ìàðêåðàì íà

îñè âðåìåíè). Èç Barbay et al., Physical Review E, Vol. 61, 2000, pp.

157�166. Copyright 2000 by the American Physical Society.
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íîñòü ñèíõðîíèçàöèè àâòîêîëåáàíèé îñíîâàíà íà òîì, ÷òî èõ ôàçà

ñâîáîäíà (è ïîýòîìó ìîæåò áûòü ëåãêî ñäâèíóòà), â òî âðåìÿ êàê ó ñè-

ñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé ôàçà ôèêñèðîâàíà (ñì. ðèñ. 2.9 è ðàçäåë

2.3.2). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ àâòîíîìíûõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ

ñèñòåì âñå ìîìåíòû âðåìåíè ýêâèâàëåíòíû, à äëÿ âûíóæäåííûõ

êîëåáàíèé � íåò, ïîñêîëüêó ñèëà çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïîñëåäíåå

âåðíî è äëÿ áèñòàáèëüíûõ ñèñòåì ñ øóìîì: ïîëîæåíèå ÷àñòèöû (è,

ñëåäîâàòåëüíî, ôàçà) îïðåäåëÿåòñÿ ôëóêòóèðóþùåé ñèëîé.

Êëþ÷åâîé ìîìåíò, ïîçâîëÿþùèé îïèñàòü ñòîõàñòè÷åñêèé ðåçîíàíñ

êàê ñèíõðîíèçàöèþ, çàêëþ÷àåòñÿ â íàëè÷èè äâóõ âðåìåíí�ûõ ìàñøòà-

áîâ. Îäèí (ìèêðîñêîïè÷åñêèé) ìàñøòàá ñâÿçàí ñ âðåìåíåì êîððåëÿ-

öèè øóìà; îí ìàë. Äðóãîé (ìàêðîñêîïè÷åñêèé) ìàñøòàá � ýòî õàðàê-

òåðíîå âðåìÿ ìåæäó ìàêðîñêîïè÷åñêèìè ñîáûòèÿìè (èìïóëüñàìè

â ïîðîãîâîé ñèñòåìå, ñêà÷êàìè â áèñòàáèëüíîé); îí ìíîãî áîëüøå

âðåìåíè êîððåëÿöèè øóìà. Íàñ èíòåðåñóþò ñêà÷êè (èìïóëüñû) è èí-

òåðâàëû âðåìåíè ìåæäó íèìè. Ðàçëè÷èå äâóõ âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáîâ

ïîçâîëÿåò ñêàçàòü, ÷òî ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñîáûòèÿ ìîãóò ïðîèçîéòè

â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Íàïðèìåð, ìåæäó äâóìÿ ïåðåñå÷åíèÿìè

ïîðîãà íà ðèñ. 3.48a ïðîöåññ ìîæåò ìíîãî ðàç ïî÷òè ïîäõîäèòü ê

ïîðîãó, íå äîñòèãàÿ åãî. Íåìíîãî èçìåíèâ ïîðîã â êàêîé-òî ìîìåíò

âðåìåíè, ìû ìîæåì âûçâàòü èìïóëüñ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôàçà ìàêðî-

ñêîïè÷åñêîãî ñîáûòèÿ ìîæåò áûòü ñäâèíóòà ñëàáûì âîçäåéñòâèåì, à

ýòî êàê ðàç è åñòü ñâîéñòâî, îáåñïå÷èâàþùåå ñèíõðîíèçàöèþ.

3.6.4 Çàõâàò íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ îáùåé
ñèëîé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì äîâîëüíî ïðîñòîå ñëåäñòâèå ñèíõðîíèçà-

öèè âíåøíåé ñèëîé: ïîÿâëåíèå êîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé â àíñàìáëå

îñöèëëÿòîðîâ, íà êîòîðûå äåéñòâóåò îáùàÿ ñèëà; ïðè ýòîì ÷àñòî

ãîâîðÿò îá îñöèëëÿòîðàõ, íàõîäÿùèõñÿ â îáùåì ïîëå.

Êîãåðåíòíîå ñëîæåíèå êîëåáàíèé. Ïðèìåð: çàõâàò ðåøåòêè
ëàçåðîâ âíåøíèì ïîëåì

Ïðåäñòàâèì, ÷òî åñòü íåñêîëüêî ñõîæèõ àâòîãåíåðàòîðîâ, íà êîòî-

ðûå äåéñòâóåò îáùàÿ âíåøíÿÿ ñèëà (ðèñ. 3.51). Ïóñòü îñöèëëÿòîðû

ðàçëè÷íû, íî èìåþò áëèçêèå ÷àñòîòû. Òîãäà ïåðèîäè÷åñêàÿ âíåøíÿÿ

ñèëà ìîæåò ñèíõðîíèçîâàòü âñå èëè ïî÷òè âñå èç íèõ. Â ðåçóëüòàòå

îñöèëëÿòîðû áóäóò êîëåáàòüñÿ êîãåðåíòíî, ñ îäíîé è òîé æå ÷àñòîòîé

(íî, âîçìîæíî, ñ ðàçíûì ñäâèãîì ôàçû).
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Ýòîò ïðîñòîé ôàêò ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñèíõðîíèçàöèþ äëÿ

ïîëó÷åíèÿ êîãåðåíòíîãî ñëîæåíèÿ ñèãíàëîâ îò ðàçíûõ ãåíåðàòîðîâ.

Íàïðèìåð, òàêèì ñïîñîáîì ìîæíî ïîëó÷àòü ëàçåðíîå èçëó÷åíèå

áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè. Ñîâðåìåííàÿ òåõíîëîãèÿ ïîçâîëÿåò èçãîòî-

âèòü ðåøåòêó ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ëàçåðîâ íà îäíîì êðèñòàëëå; òàêèå

ëàçåðû äåøåâû, íî èõ ìîùíîñòü íåâåëèêà. Ïðîñòîå ñëîæåíèå èõ

ñâåòîâûõ ïó÷êîâ íå ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ìîùíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî,

äàæå åñëè ëàçåðû ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íû è èçëó÷àþò íà îäíîé è

òîé æå ÷àñòîòå, òî èõ ïîëÿ èìåþò ðàçíûå ôàçû.31 Òîãäà â íåêî-

òîðûé ìîìåíò âðåìåíè ïîëÿ áóäóò èìåòü ðàçíûé çíàê è ÷àñòè÷íî

êîìïåíñèðîâàòü äðóã äðóãà. Ðàçíèöà ÷àñòîò åùå áîëåå ïðåïÿòñòâóåò

òîìó, ÷òîáû ïðè ñëîæåíèè êîëåáàíèé ïîëó÷èëñÿ áîëüøîé âûõîäíîé

ñèãíàë.32 Ïîýòîìó, ÷òîáû ïîëó÷èòü âûõîäíîé ñèãíàë áîëüøîé èí-

òåíñèâíîñòè, ïîëÿ äîëæíû èìåòü íå òîëüêî îäíó è òó æå ÷àñòîòó, íî

è áëèçêèå ôàçû, ò.å. ëàçåðû äîëæíû áûòü ñèíõðîíèçîâàíû. Ýòîãî

ìîæíî äîñòè÷ü, åñëè èñïîëüçîâàòü îäèí ëàçåð äëÿ ñèíõðîíèçàöèè

îñòàëüíûõ. Òàêîé ìåõàíèçì, èçâåñòíûé â îïòèêå êàê çàõâàò âíåø-

íèì ïîëåì, äîâîëüíî ýôôåêòèâåí (ñì. äåòàëè â [Buczek et al. 1973;

Kurokawa 1973]). Â ýêñïåðèìåíòàõ [Goldberg et al. 1985] ñ èñïîëü-

çîâàíèåì âíåøíåãî ïîëÿ ìîùíîñòüþ ìåíåå 3 ìÂò óäàëîñü äîñòè÷ü

ãåíåðàöèè ìîùíîñòüþ 105 ìÂò â ðåøåòêå èç äåñÿòè ëàçåðíûõ äèîäîâ

(ðèñ. 3.52).

Ýòîò ìåõàíèçì êîãåðåíòíîãî ñëîæåíèÿ êîëåáàíèé ìîæíî ðàññìà-

òðèâàòü êàê ìåòîä îáíàðóæåíèÿ ñëàáîãî ñèãíàëà. Äåéñòâèòåëüíî,

ðåøåòêà ëàçåðîâ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ¾óñèëèòåëü¿, âûäàþ-

31 Íàïîìíèì, ÷òî ôàçà àâòîêîëåáàíèé ìîæåò áûòü ëþáîé; îíà çàâèñèò îò

òîãî, êàê àâòîãåíåðàòîð ¾âêëþ÷àëñÿ¿, ò.å. îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïîýòîìó

àâòîãåíåðàòîðû â àíñàìáëå áóäóò èìåòü â îáùåì ñëó÷àå ðàçíûå ôàçû.
32 Ïðè íåêîãåðåíòíîì ñëîæåíèè êîëåáàíèé ðåçóëüòàò ïðîïîðöèîíàëåí êîð-

íþ èç ÷èñëà îñöèëëÿòîðîâ, à ïðè êîãåðåíòíîì � ÷èñëó îñöèëëÿòîðîâ.

N21 3

Ðèñ. 3.51. Àíñàìáëü ñõîæèõ îñöèëëÿòîðîâ ïîä äåéñòâèåì îáùåé âíåø-

íåé ñèëû.
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ùèé ìîùíûé âûõîäíîé ñèãíàë, åñëè íà âõîä ïîäàí ñëàáûé ñèãíàë.

Êîíå÷íî, ýòîò óñèëèòåëü ðàáîòàåò òîëüêî â óçêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò

(ðàññòðîéêà îñíîâíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ äîëæíà áûòü ìà-

ëîé).

Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî ïîõîæèé ïðèíöèï ðåàëèçóåòñÿ â æèâûõ îðãà-

íèçìàõ äëÿ ïîâûøåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè îðãàíîâ ÷óâñòâ. Ïîñëåäíèå

îáû÷íî ñîñòîÿò èç ìíîæåñòâà íåéðîíîâ, ãåíåðèðóþùèõ èìïóëüñû ñ

ðàçíûìè ÷àñòîòàìè. Ïðè ïîÿâëåíèè âíåøíåãî ñèãíàëà ãðóïïû íåéðî-

íîâ ñ ÷àñòîòàìè, áëèçêèìè ê ÷àñòîòå ñòèìóëÿöèè, áóäóò çàõâà÷åíû,

è ñèãíàë, ïîñòóïàþùèé îò íèõ â ìîçã, áóäåò áîëüøèì. Äðóãèå ãðóï-

ïû íåéðîíîâ ðåàãèðóþò íà äðóãèå ÷àñòîòû, ÷òî äåëàåò âîçìîæíûì

äåòåêòèðîâàíèå ñëàáûõ ñèãíàëîâ.

Ïðèìåð: öèðêàäíûå êîëåáàíèÿ â êëåòêàõ

Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà àíñàìáëü íåèäåíòè÷íûõ è íåâçàèìîäåéñòâó-

þùèõ îñöèëëÿòîðîâ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ êîëå-

áàíèé. ßñíî, ÷òî, åñëè ñèëà ïðåêðàùàåò äåéñòâîâàòü, òî ýòè êîëå-

áàíèÿ çàòóõàþò, ïîñêîëüêó êàæäûé îñöèëëÿòîð òåïåðü êîëåáëåòñÿ

ñî ñâîåé ÷àñòîòîé � ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ èõ ôàçû ðàñõîäÿòñÿ

è êîëåáàíèÿ êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò,

îïèñàííûé â [Whitmore et al. 2000]. Îí ïîäòâåðæäàåò òîò ôàêò, ÷òî

öèðêàäíàÿ ñèñòåìà ïîçâîíî÷íûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåöåíòðàëèçî-
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Ðèñ. 3.52. Çàõâàò ðåøåòêè ëàçåðîâ âíåøíèì ïîëåì. Ñëîæåíèå ïîëåé

èçëó÷åíèÿ íåçàâèñèìûõ ëàçåðîâ äàåò ñâåòîâîå ïîëå ìàëîé èíòåíñèâíî-

ñòè (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). Åñëè íà ðåøåòêó ïîäàâàòü ïó÷îê ñ çàäàþùåãî

ëàçåðà, òî íà âûõîäå â ðåçóëüòàòå ñèíõðîíèçàöèè îòäåëüíûõ ëàçåðîâ

ïîëó÷àåòñÿ ìîùíûé ñèãíàë (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Èç [Goldberg et al. 1985].
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âàííûé íàáîð ïåðèôåðèéíûõ ÷àñîâ, è ýòè ïåðèôåðèéíûå îñöèëëÿòî-

ðû íåïîñðåäñòâåííî âîñïðèèì÷èâû ê ñâåòó. Íàáëþäàåìîé â ýêñïåðè-

ìåíòå âåëè÷èíîé ÿâëÿëàñü ñóììà êîëåáàíèé îòäåëüíûõ êëåòîê.

Whitmore et al. [2000] èññëåäîâàëè ýêñïðåññèþ ãåíà Clock â ïåðèôå-

ðèéíûõ îðãàíàõ (ñåðäöå è ïî÷êè) ðûáû�çåáðû. Äâå ãðóïïû îðãàíîâ

ïîääåðæèâàëèñü â êóëüòóðå, îäíà ïðè ïîñòîÿííîé îñâåùåííîñòè, à

äðóãàÿ â óñëîâèÿõ ñìåíû äíÿ è íî÷è. Â îáåèõ ãðóïïàõ ýêñïðåññèÿ

ãåíà Clock ïðîäîëæàëà îñöèëëèðîâàòü êàê in vivo. Â îðãàíàõ, îñâå-

ùàâøèõñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñóòî÷íûì öèêëîì, àìïëèòóäà è óñòîé-

÷èâîñòü êîëåáàíèé Clock áûëè áîëüøå, ÷åì â ãðóïïå, íàõîäèâøåéñÿ

â òåìíîòå. Ñìåíà öèêëà íà ïðîòèâîïîëîæíûé (ò.å. ñäâèã ôàçû ñèëû

íà �) ïðèâîäèë ê çàõâàòó ñ íîâîé ôàçîé.

Öèðêàäíûå êîëåáàíèÿ íàáëþäàëèñü òàêæå â èììîðòàëèçîâàííûõ

êëåòî÷íûõ ëèíèÿõ. Ëèíèÿ îäíîé ýìáðèîííîé êëåòêè ðûáû-çåáðû

äåìîíñòðèðîâàëà ïîñòîÿííûé óðîâåíü ýêñïðåññèè Clock â òåìíîòå.

Îäíàêî, êîãäà ýòè êëåòêè ïîäâåðãàëèñü ïåðåìåííîìó îñâåùåíèþ ñ

ñóòî÷íîé ïåðèîäè÷íîñòüþ, òî êîëåáàíèÿ óðîâíÿ Clock áûëè âèäíû

óæå â ïåðâûé äåíü; ôîðìà êîëåáàíèé áûëà òàêîâà, ÷òî ïèê áûë îòíî-

ñèòåëüíî øèðîêèé è íèçêèé (ò.å. ìàêñèìóì èìåë ðàçáðîñ íåñêîëüêî

÷àñîâ). Íà âòîðîé äåíü öèêëà ïèê ýêñïðåññèè ñîñðåäîòà÷èâàëñÿ â

îïðåäåëåííîé ôàçå ñèëû, è àìïëèòóäà êîëåáàíèé áûëà áîëüøå. Êî-

ãäà ýòè êëåòêè ñíîâà ïîìåùàëèñü â òåìíîòó, êîëåáàíèÿ ïðîäîëæà-

ëèñü äâà öèêëà, íî ñ óìåíüøåíèåì àìïëèòóäû è ðàñøèðåíèåì ïèêà.

Íà òðåòèé äåíü êîëåáàíèÿ íå áûëè âèäíû. Ïðîäîëæåíèå êîëåáàíèé

â òåìíîòå ïîñëå äåéñòâèÿ äíåâíîãî öèêëà ñëóæèò ïîäòâåðæäåíèåì

ãèïîòåçû î òîì, ÷òî êëåòêè ñîäåðæàò ÷àñû, êîòîðûå çàõâàòûâàþòñÿ

ñóòî÷íûì öèêëîì îñâåùåííîñòè.

Whitmore et al. [2000] ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî îòñóòñòâèå ïåðèîäè-

÷åñêîé ýêñïðåññèè â òåìíîòå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ëèáî öèêë äåíü �

íî÷ü ñèíõðîíèçóåò èìåþùèå ñëó÷àéíûå ôàçû êîëåáàíèÿ â îòäåëüíûõ

êëåòêàõ, ëèáî èíèöèèðóåò öèðêàäíûå êîëåáàíèÿ, êîòîðûõ íå áûëî

ðàíüøå. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ýòîé äèëåììû ñëåäóåò ïðîâåñòè âèçóàëè-

çàöèþ ýêñïðåññèè â îòäåëüíûõ êëåòêàõ ñ ïîìîùüþ ôëþîðèñöåíòíîãî

ãåíà�ðåïîðòåðà.

Ïðèìåð: ñèíõðîíèçàöèÿ ìèòîòè÷åñêîãî öèêëà ïðè îñòðîé
ëåéêåìèè

Ëþáîïûòíûé ìåõàíèçì ñèíõðîíèçàöèè áûë ðåàëèçîâàí Lampkin

et al. [1969] ïðè ëå÷åíèè ïÿòèëåòíåãî ìàëü÷èêà, ñòðàäàâøåãî îñòðîé

ëèìôîáëàñòîèäíîé ëåéêåìèåé. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî áîëüøèíñòâî

õèìèîòåðàïåâòè÷åñêèõ ñðåäñòâ, ýôôåêòèâíûõ ïðè ýòîì çàáîëåâàíèè,
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äåéñòâóþò â îñíîâíîì â îäíîé èç ôàç ìèòîòè÷åñêîãî öèêëà. Ñëåäî-

âàòåëüíî, òåðàïèÿ ìîæåò áûòü áîëåå ýôôåêòèâíà, åñëè ëåéêîçíûå

êëåòêè ñèíõðîíèçîâàíû â ÷óâñòâèòåëüíîé ôàçå, ÷òîáû ñäåëàòü èõ

áîëåå âîñïðèèì÷èâûìè ê ëåêàðñòâó, äåéñòâèå êîòîðîãî çàâèñèò îò

ôàçû ìèòîòè÷åñêîãî öèêëà.

Îáû÷íî äåëÿùèåñÿ ëåéêîçíûå êëåòêè ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ íàõî-

äÿòñÿ â ðàçíûõ ôàçàõ ìèòîçà. Ñèíõðîíèçàöèÿ äîñòèãàëàñü ââåäåíèåì

ñïåöèàëüíîãî ëåêàðñòâà (àðàáèíîçèä öèòîçèíà), êîòîðîå çàìåäëÿåò

èëè îñòàíàâëèâàåò ñèíòåç ÄÍÊ. Êëåòêè, âñòóïàþùèå â ôàçó ñèíòåçà

ÄÍÊ, ïîäâåðãàþòñÿ âëèÿíèþ ýòîãî ëåêàðñòâà è çàäåðæèâàþòñÿ â

ýòîé ñòàäèè ìèòîçà. Òàêèì îáðàçîì, âñå áîëüøå êëåòîê íàêàïëèâà-

åòñÿ â S-ôàçå ìèòîòè÷åñêîãî öèêëà. Ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ äåéñòâèÿ

ëåêàðñòâà, ñèíòåç ÄÍÊ âîçîáíîâëÿëñÿ îäíîâðåìåííî âî âñåõ ýòèõ

êëåòêàõ è, ñëåäîâàòåëüíî, îíè áûëè ñèíõðîíèçîâàíû. Çàòåì ââîäè-

ëîñü äðóãîå ëåêàðñòâî (âèíêðåñòèí).

Òàêàÿ äâóõøàãîâàÿ òåðàïèÿ ïîâòîðÿëàñü òðè ðàçà ñ íåäåëüíûì

èíòåðâàëîì, è ïîñëå ýòîãî ïàöèåíò äîñòèã ïîëíîé ðåìèññèè; âî âðåìÿ

íàïèñàíèÿ ñòàòüè [Lampkin et al. 1969] îí ïîäâåðãàëñÿ ïîääåðæèâàþ-

ùåé òåðàïèè è ïî ïðåæíåìó íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè ïîëíîé ðåìèññèè.

Íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ýòîò ìåõàíèçì ñèíõðîíè-

çàöèè èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè ìèòîçå (äåëåíèè ÿäðà). Ýòîò ïðî-

öåññ ìîæíî óïîäîáèòü ñèìôîíè÷åñêîìó îðêåñòðó, â êîòîðîì ìíîãî

èíñòðóìåíòîâ, èãðàÿ èíäèâèäóàëüíî, ïîä÷èíÿþòñÿ äèðèæåðñêîé ïà-

ëî÷êå. Ýòè ¾äèðèæåðû¿, íàçûâàåìûå ¾checkpoints¿, ðåãóëèðóþò ïðî-

äâèæåíèå êëåòêè ïî ìèòîòè÷åñêîìó öèêëó, ïðåäîòâðàùàÿ îøèáêè â

ðàçäåëåíèè õðîìîñîì, êîòîðûå ìîãóò ïðèâåñòè ê òàêèì çàáîëåâàíè-

ÿì, êàê ñèíäðîì Äàóíà è ðàê [Cortez and Elledge 2000; Scolnick and

Halazonetis 2000].



Ãëàâà 4

Ñèíõðîíèçàöèÿ äâóõ è ìíîãèõ
îñöèëëÿòîðîâ

Â ãëàâå 3 ìû â äåòàëÿõ èçó÷èëè ñèíõðîíèçàöèþ îñöèëëÿòîðà âíåø-

íåé ñèëîé. Çäåñü ìû ðàñïðîñòðàíÿåì ýòè èäåè íà áîëåå ñëîæíûå

ñëó÷àè, êîãäà âçàèìîäåéñòâóþò äâà èëè íåñêîëüêî îñöèëëÿòîðîâ.

Ìû íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ äâóõ âçàèìíî ñâÿçàííûõ àâòîêîëåáà-

òåëüíûõ ñèñòåì. Ýòîò ñëó÷àé âêëþ÷àåò êëàññè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû

Ãþéãåíñà, Ðýëåÿ è Ýïïëòîíà, à òàêæå ìíîæåñòâî äðóãèõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ è ÿâëåíèé ïðèðîäû. Ìû îïèøåì ýôôåêòû çàõâàòà ôàç è

÷àñòîò â òàêèõ ñèñòåìàõ, â òîì ÷èñëå â ïðèñóòñòâèè øóìîâ. Äà-

ëåå ìû ïðîèëëþñòðèðóåì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè â ñèíõðîíèçàöèè

ðåëàêñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ è êðàòêî îáñóäèì ñëó÷àé âçàèìîäåé-

ñòâèÿ íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Çäåñü ìû òàêæå îáñóäèì ñâîéñòâà

ñèíõðîíèçàöèè ñèñòåì ñïåöèàëüíîãî êëàññà, à èìåííî ðîòàòîðîâ.

Ýòà ãëàâà òàêæå âêëþ÷àåò îáñóæäåíèå ñèíõðîíèçàöèè â áîëüøèõ

ïðîñòðàíñòâåííî óïîðÿäî÷åííûõ àíñàìáëÿõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñè-

ñòåì (â öåïî÷êàõ è â ðåøåòêàõ), à òàêæå â íåïðåðûâíûõ êîëåáà-

òåëüíûõ ñðåäàõ. Èíòåðåñíûì ýôôåêòîì â òàêèõ ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ

ôîðìèðîâàíèå ñèíõðîííûõ êëàñòåðîâ.

Ãëàâà ïðîäîëæàåòñÿ îïèñàíèåì è êà÷åñòâåííûì îáúÿñíåíèåì ñàìî-

ñèíõðîíèçàöèè â áîëüøèõ ïîïóëÿöèÿõ îñöèëëÿòîðîâ, ñâÿçàííûõ êà-

æäûé ñ êàæäûì (òàêàÿ ñâÿçü íàçûâàåòñÿ òàêæå ãëîáàëüíîé). Îäèí

ïðèìåð òàêîãî ÿâëåíèÿ � ñèíõðîíèçàöèÿ âñïûøåê ñâåòà, ãåíåðèðóå-

ìûõ ïîïóëÿöèåé ñâåòëÿ÷êîâ, � áûë ðàññìîòðåí â ãëàâå 1; äàëüíåé-

øèå áóäóò ïðèâåäåíû â ýòîé ãëàâå. Ìû çàâåðøàåì ãëàâó îïèñàíèåì
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ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

4.1 Âçàèìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ
àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóæäàåì ñèíõðîíèçàöèþ âçàèìíî ñâÿçàííûõ

îñöèëëÿòîðîâ. Ýòîò ýôôåêò î÷åíü áëèçîê ê ñëó÷àþ ñèíõðîíèçàöèè

âíåøíåé ñèëîé, äåòàëüíî ðàññìîòðåííîìó â ãëàâå 3. Òåì íå ìåíåå,

åñòü íåêîòîðûå îñîáåííîñòè, êîòîðûå ìû è îïèøåì äàëåå. Ìû òàêæå

êðàòêî îáñóäèì ñëó÷àé âçàèìîäåéñòâèÿ íåñêîëüêèõ îñöèëëÿòîðîâ.

4.1.1 Äâà âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðà

Ñèíõðîíèçàöèÿ áûëà èçíà÷àëüíî îòêðûòà â ñèñòåìå äâóõ ñâÿçàííûõ

îñöèëëÿòîðîâ. Ìû óæå îïèñàëè â ãëàâå 1 íàáëþäåíèÿ âçàèìîäåéñòâó-

þùèõ ìàÿòíèêîâûõ ÷àñîâ Õðèñòèààíîì Ãþéãåíñîì è îðãàííûõ òðóá

ëîðäîì Ðýëååì. Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáúÿñíÿåì êàê ýòè, òàê è äðóãèå

ýêñïåðèìåíòû, èñïîëüçóÿ èäåè è ïîíÿòèÿ, ââåäåííûå â ïðåäûäóùèõ

ãëàâàõ. Ïåðâûì äåëîì ìû îáñóäèì ïîäñòðîéêó ÷àñòîò.

Çàõâàò ÷àñòîò

Â îáùåì ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ñèñòåì íåñèììåòðè÷íî: ëèáî

îäèí îñöèëëÿòîð ìîùíåå äðóãîãî, ëèáî îíè âëèÿþò äðóã íà äðóãà

â ðàçíîé ñòåïåíè, ëèáî è òî, è äðóãîå. Åñëè âîçäåéñòâèå â îäíîì

íàïðàâëåíèè ñóùåñòâåííî ñèëüíåå, ÷åì â äðóãîì, òî ìû âíîâü èìååì

äåëî ñ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèíõðîíèçàöèè âíåøíåé ñèëîé. Ìû çíàåì,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòîòà ñèñòåìû ïîäòÿãèâàåòñÿ ê ÷àñòîòå âîçäåé-

ñòâèÿ. Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü âçàèìíîãî âîçäåéñòâèÿ � ýòî òî, ÷òî

ìåíÿþòñÿ ÷àñòîòû îáîèõ îñöèëëÿòîðîâ. Îáîçíà÷èì ÷àñòîòû àâòî-

íîìíûõ ñèñòåì (÷àñòî íàçûâàåìûå ïàðöèàëüíûìè) êàê !1 è !2, è

ïóñòü !1 < !2; íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿ-

òîðîâ ìû îáîçíà÷èì êàê 
1;2. Òîãäà, åñëè ñâÿçü äîñòàòî÷íî ñèëüíà,

òî çàõâàò ÷àñòîò âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå èõ âçàèìíîé ïîäñòðîéêè,

òàê ÷òî 
1 = 
2 = 
, ãäå îáû÷íî !1 < 
 < !2, ñì. ðèñ. 4.1.
1

1 Äâà îñöèëëÿòîðà ìîãóò áûòü ñâÿçàíû äîâîëüíî ñëîæíûì îáðàçîì. Òàê,

íàïðèìåð, äâà ýëåêòðîííûõ ãåíåðàòîðà ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ÷åðåç ðåçè-

ñòîð è äîïîëíèòåëüíî âçàèìîäåéñòâîâàòü çà ñ÷åò ïåðåêðûòèÿ ìàãíèòíûõ

ïîëåé êàòóøåê èíäóêòèâíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçü

õàðàêòåðèçóåòñÿ íåñêîëüêèìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè òàêîé ñëîæíîé ñâÿçè

÷àñòîòû â ñèíõðîííîì ðåæèìå ìîãóò íàõîäèòüñÿ è âíå èíòåðâàëà [!1; !2].
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Çàõâàò ôàç

Çàõâàò ÷àñòîò ïðåäïîëàãàåò òàêæå è ñóùåñòâîâàíèå îïðåäåëåííîãî

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôàçàìè. Ýòî ñîîòíîøåíèå çàâèñèò íå òîëüêî îò

ðàññòðîéêè ÷àñòîò è ñèëû ñâÿçè, íî òàêæå è îò ñïîñîáà âçàèìîäåé-

ñòâèÿ. Âî ââåäåíèè ìû óïîìÿíóëè ýêñïåðèìåíòû ñ ìàÿòíèêîâûìè

÷àñàìè, ïðîâåäåííûå È. È. Áëåõìàíîì [1981] ñ ñîòðóäíèêàìè; îíè

íàáëþäàëè êàê ñèíõðîíèçàöèþ ÷àñîâ â ïðîòèâîôàçå (ðàçíîñòü ôàç

áëèçêà ê �), òàê è ñèíõðîíèçàöèþ â ôàçå (ðàçíîñòü ôàç áëèçêà ê

ε1

ε2

ε2

ε1

ω2ω1
ω ω2ω1

(c)

ω

ω1 ω2
ωΩ

1 2 1 2

1 2

(a) (b)

Ðèñ. 4.1. Ïîäñòðîéêà ÷àñòîò äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ

(!1 è !2 � ýòî àâòîíîìíûå ÷àñòîòû). Åñëè ñâÿçü äåéñòâóåò òîëüêî

â îäíîì íàïðàâëåíèè (a è b), òî ÷àñòîòà ñèñòåìû ïîä âîçäåéñòâèåì

(âåðòèêàëüíàÿ ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) ïîäòÿãèâàåòñÿ ê ÷àñòîòå âîçäåéñòâó-

þùåãî îñöèëëÿòîðà. Ýòî ýêâèâàëåíòíî çàõâàòó âíåøíåé ñèëîé. Åñëè

âçàèìîäåéñòâèå äâóñòîðîííåå ("1;2 6= 0), òî ìåíÿþòñÿ ÷àñòîòû îáåèõ

ñèñòåì (c); îáùàÿ ÷àñòîòà 
 ñèíõðîííûõ êîëåáàíèé îáû÷íî ëåæèò

ìåæäó !1 è !2. ×àñòîòíàÿ äèàãðàììà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñïåêòðà ìîùíîñòè êîëåáàíèé.
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íóëþ).2 Íàïîìíèì ÷èòàòåëþ, ÷òî ïåðâîîòêðûâàòåëü ñèíõðîíèçàöèè

Õðèñòèààí Ãþéãåíñ íàáëþäàë ñèíõðîíèçàöèþ â ïðîòèâîôàçå.

Ðàññìîòðèì äâà ïî÷òè èäåíòè÷íûõ ñèììåòðè÷íî ñâÿçàííûõ îñ-

öèëëÿòîðà. Åñëè âçàèìîäåéñòâèå ñëàáîå, òî, â ïîëíîé àíàëîãèè ñî

ñëó÷àåì âíåøíåé ñèëû, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíî âëèÿåò

ëèøü íà ôàçû, ñäâèãàÿ òî÷êè âäîëü ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, íî íå íà

àìïëèòóäû. Âçàèìîäåéñòâèå çàâèñèò íåêîòîðûì îáðàçîì îò äâóõ

ôàç, è äâà ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿ � ýòî êîãäà ñâÿçü ëèáî ñáëèæàåò ôàçû

(ðèñ. 4.2a), ëèáî ðàñòàëêèâàåò èõ (ðèñ. 4.2b). ßñíî, ÷òî âçàèìîäåé-

ñòâèå, ïðèòÿãèâàþùåå ôàçû, ïðèâîäèò ê ñèíõðîíèçàöèè â ôàçå, à

îòòàëêèâàþùåå � ê ñèíõðîíèçàöèè â ïðîòèâîôàçå. Èñïîëüçóÿ òå æå

ñàìûå àðãóìåíòû, ÷òî è äëÿ ñëó÷àÿ îñöèëëÿòîðà ñ âíåøíåé ñèëîé

(ñì. ðàçäåë 3.1), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ðàññòðîéêà äåëàåò ðàçíîñòü

ôàç íå â òî÷íîñòè íóëåì (íå â òî÷íîñòè �).

2 Äâîå ïî÷òè îäèíàêîâûõ ÷àñîâ ñèíõðîíèçóþòñÿ â ïðîòèâîôàçå, åñëè ñîá-

ñòâåííàÿ ÷àñòîòà âèáðàöèé áàëêè íå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ÷àñòîò ÷àñîâ;

â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå âîçìîæíû îáà ðåæèìà (ñì. [Áëåõìàí 1971,

1981; Ëàíäà 1980], ãäå ýòà ïðîáëåìà èññëåäóåòñÿ àíàëèòè÷åñêè).

(b)(a)

Ðèñ. 4.2. Äâà âçàèìíî ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðà ñ ïðèòÿãèâàþùèì (a)

è îòòàëêèâàþùèì (b) ôàçû âçàèìîäåéñòâèåì. Ñõåìà ïîêàçûâàåò ôàçû

äâóõ ñèñòåì ñ ðàâíûìè ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè; îíè èçîáðàæåíû â

ñèñòåìå êîîðäèíàò, âðàùàþùåéñÿ ñ ÷àñòîòîé ! = !1;2. Ïðèòÿæåíèå

(îòòàëêèâàíèå) ôàç, ïîêàçàííîå ñòðåëêàìè, ïðèâîäèò ê ñèíõðîíèçàöèè

â ôàçå (ïðîòèâîôàçå). Êîìïîíåíòû ñèë, ñòðåìÿùèåñÿ ñäâèíóòü òî÷êè

âäîëü ïðåäåëüíîãî öèêëà, òàêæå ïîêàçàíû ñòðåëêàìè. Â ñëó÷àå íåíóëå-

âîé ðàññòðîéêè (ò.å. íåèäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ), ðàçíîñòü ôàç â ñèí-

õðîííîì ñîñòîÿíèè íå â òî÷íîñòè íîëü (èëè íå â òî÷íîñòè �); âîçíèêàåò

äîïîëíèòåëüíûé ôàçîâûé ñäâèã, òàê ÷òî â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèå

êîìïåíñèðóåò ðàçáåãàíèå ôàç èç-çà ðàçíîñòè ÷àñòîò (ñð. ñ ðèñ. 3.4).
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Ñèíõðîíèçàöèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòîòû íåñâÿçàííûõ ñèñòåì ïîä÷èíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèþ n!1 � m!2, ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîé ñâÿçè âîçíèêàåò

ñèíõðîíèçàöèÿ ïîðÿäêà n : m. ×àñòîòû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì

ñòàíîâÿòñÿ çàõâà÷åííûìè, n
1 = m
2; óñòàíàâëèâàåòñÿ òàêæå ñîîò-

íîøåíèå ìåæäó ôàçàìè. Óñëîâèå çàõâàòà ôàç ìîæåò áûòü ñôîðìó-

ëèðîâàíî â âèäå

jn�1 �m�2j < constant; (4.1)

(ñð. ñ óðàâíåíèåì (3.3) äëÿ ñëó÷àÿ îñöèëëÿòîðà ïîä äåéñòâèåì âíåø-

íåé ñèëû). Ôàçîâûé ñäâèã ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè çàâèñèò îò íà÷àëü-

íîé ðàññòðîéêè ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùèìè ñèñòåìàìè, à òàêæå îò

âèäà è ïàðàìåòðîâ ñâÿçè.

4.1.2 Ïðèìåð: ñèíõðîíèçàöèÿ òðèîäíûõ
ãåíåðàòîðîâ

Å. Â. Ýïïëòîí [Appleton 1922] ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàë ñâîéñòâà

ñèíõðîíèçàöèè òðèîäíûõ ãåíåðàòîðîâ â ñïåöèàëüíî ñïëàíèðîâàííîì
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Ðèñ. 4.3. Ñõåìà ýêñïåðèìåíòà Å. Â. Ýïïëòîíà ñ ãåíåðàòîðàìè íà

ëàìïå�òðèîäå [Appleton 1922]. Ïóíêòèðíàÿ äóãà ïîêàçûâàåò, ÷òî êà-

òóøêè áûëè ðàçìåùåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî èõ ìàãíèòíûå ïîëÿ ïåðå-

êðûâàëèñü; ýòî îáåñïå÷èâàëî ñâÿçü ìåæäó ãåíåðàòîðàìè.



4.1 Âçàèìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì Æ

��
��
��
��
��
k145

ýêñïåðèìåíòå. Îí èçó÷àë êàê ñèíõðîíèçàöèþ âíåøíåé ñèëîé, òàê

è âçàèìíóþ ñèíõðîíèçàöèþ äâóõ ñâÿçàííûõ íåèäåíòè÷íûõ ñèñòåì.

Ñõåìà óñòàíîâêè ïîñëåäíåãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.3. Êà-

æäûé ãåíåðàòîð ñîñòîèò èç óñèëèòåëÿ (âàêóóìíîé ëàìïû�òðèîäà),

êîëåáàòåëüíîãî LC-êîíòóðà è öåïè îáðàòíîé ñâÿçè, ðåàëèçîâàííîé

ñ ïîìîùüþ âòîðîé èíäóêòèâíîñòè. Ýòà êàòóøêà ñîåäèíÿåò âûõîä è

âõîä óñèëèòåëÿ, ïîäàâàÿ ñèãíàë, ïðîïîðöèîíàëüíûé êîëåáàíèÿì â

LC-êîíòóðå ñåòêè ëàìïû.

Åñòü íåñêîëüêî âîçìîæíîñòåé ñâÿçàòü äâà òðèîäíûõ ãåíåðàòîðà.

Íàïðèìåð, èõ ìîæíî ñâÿçàòü ÷åðåç ñîïðîòèâëåíèå. Â ñâîèõ ýêñïåðè-

ìåíòàõ Ýïïëòîí ðàçìåñòèë êàòóøêè èíäóêòèâíîñòè âáëèçè äðóã îò

äðóãà, òàê ÷òî èõ ìàãíèòíûå ïîëÿ ïåðåêðûâàëèñü, è, ñëåäîâàòåëüíî,

òîêè â LC-êîíòóðàõ âîçäåéñòâîâàëè äðóã íà äðóãà.

Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ ñ îñöèëëÿòîðàìè ñ íèçêîé ÷àñòîòîé

�400 Ãö. ×àñòîòó îäíîé èç ñèñòåì ìîæíî áûëî èçìåíÿòü, ïîäñòðàè-

âàÿ êîíäåíñàòîð. Âëèÿíèå ðàññòðîéêè îòñëåæèâàëîñü äâóìÿ ñïîñîáà-

ìè. Âî-ïåðâûõ, íà îñöèëëîãðàôå íàáëþäàëèñü ôèãóðû Ëèññàæó, ÷òî

ñâèäåòåëüñòâîâàëî î ðàâåíñòâå íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò â îïðåäåëåííîì

äèàïàçîíå ðàññòðîåê. Ôàçîâûé ñäâèã ìåæäó ñèíõðîííûìè ãåíåðà-

òîðàìè òàêæå îöåíèâàëñÿ ïî ôèãóðàì Ëèññàæó. Âî-âòîðûõ, èçìå-

ðÿëàñü ÷àñòîòà áèåíèé. Ýòî äåëàëîñü äîñòàòî÷íî ïðîñòûì ñïîñîáîì:

áèåíèÿ áûëè ñòîëü ìåäëåííû, ÷òî Ýïïëòîí ìîã ñîñ÷èòàòü èõ íà ñëóõ.

ÛËÁÌÁ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ

36 40 44 48 52 56 60
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Ðèñ. 4.4. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ñî ñâÿçàííûìè òðèîäíûìè ãåíåðà-

òîðàìè. Åñëè áû íå ýôôåêò ñèíõðîíèçàöèè, òî ÷àñòîòà áèåíèé èçìåíÿ-

ëàñü áû, êàê ïîêàçàíî ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Ñïëîøíûå ëèíèè ïðîâåäåíû

÷åðåç ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ. Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè

ïîêàçàíà ãîðèçîíòàëüíûì îòðåçêîì æèðíîé ëèíèè. Èç [Appleton 1922].
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×àñòîòà áèåíèé j
1�
2j ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.4 êàê ôóíêöèÿ ïîêàçàíèé
ðåãóëÿòîðà íàñòðîéêè êîíäåíñàòîðà (â ïðîèçâîëüíûõ åäèíèöàõ), ò.å.

êàê ôóíêöèÿ ðàññòðîéêè.

Îòìåòèì, ÷òî ðàçíîñòü ôàç â îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè èçìåíÿëàñü

îò 0 äî �, ïðèíèìàÿ çíà÷åíèå �=2 ïðè ðàññòðîéêå, áëèçêîé ê íó-

ëþ. Âîçìîæíîå îáúÿñíåíèå ýòîìó ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãåíåðàòîðû

â ýêñïåðèìåíòàõ Ýïïëòîíà áûëè íå òîëüêî ðàññòðîåíû ïî ÷àñòîòå,

íî òàêæå èìåëè è ðàçëè÷íûå àìïëèòóäû, òàê ÷òî îäèí ãåíåðàòîð

äîìèíèðîâàë. Ïîýòîìó ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè â äàííîé ñèñòåìå

î÷åíü áëèçêè ê ñëó÷àþ ñèíõðîíèçàöèè âíåøíåé ñèëîé.

4.1.3 Ïðèìåð: ÷àñòîòà äûõàíèÿ è ÷àñòîòà âçìàõà
êðûëüåâ ñâîáîäíî ëåòÿùèõ óòîê

Âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñåðäå÷íûì ðèòìîì, ÷àñòîòîé äûõàíèÿ è ÷àñòî-

òîé âçìàõà êðûëüåâ ñâîáîäíî ëåòÿùèõ ìîðñêèõ óòî÷åê (barnacle

geese, Branta leucopsis) èçó÷àëàñü â ðàáîòå [Butler and Woakes

1980]. Äâå óòî÷êè áûëè óñïåøíî ïðèðó÷åíû è íàòðåíèðîâàíû ëåòåòü

çà ãðóçîâèêîì, â êîòîðîì íàõîäèëñÿ õîçÿèí. Êàæäîé óòî÷êå áûë

èìïëàíòèðîâàí äâóõêàíàëüíûé ðàäèîïåðåäàò÷èê, òàê ÷òî ÷àñòîòû

ñåðäöåáèåíèÿ è äûõàíèÿ ìîãëè ðåãèñòðèðîâàòüñÿ äî, âî âðåìÿ è ïî-

ñëå äîñòàòî÷íî äîëãèõ ïîëåòîâ. Èçìåðÿåìûå ïîòîê âîçäóõà â òðàõåå

è ýëåêòðîêàðäèîãðàììà òðàíñëèðîâàëèñü íà ïðèåìíîå óñòðîéñòâî.

Ïîëåò òàêæå ôèêñèðîâàëñÿ íà âèäåîïëåíêó; ïî ýòîé ñúåìêå îïðåäå-

ëÿëàñü ÷àñòîòà âçìàõîâ êðûëüÿìè.

Ýêñïåðèìåíòàòîðû íå îáíàðóæèëè âçàèìîñâÿçè ìåæäó êàêîé-ëèáî

èç èçìåðÿåìûõ ÷àñòîò è ñêîðîñòüþ ïîëåòà ïòèö, à òàêæå ìåæäó

ñåðäöåáèåíèåì è äûõàíèåì. Â òî æå âðåìÿ, ÷àñòîòà âçìàõà êðûëüåâ è

÷àñòîòà äûõàíèÿ íàõîäèëèñü â ñîîòíîøåíèè 3 : 1; íàáëþäàëàñü òàêæå

òåñíàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ôàçàìè äâóõ êîëåáàíèé. Ðàñïðåäåëåíèå

÷àñòîòû äûõàíèÿ, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 4.5, óêàçûâàåò íà íàëè÷èå

çàõâàòà ÷àñòîò ïîðÿäêà 1 : 3 è, âîçìîæíî, 1 : 2.

Â òå÷åíèå áîëüøèíñòâà äûõàòåëüíûõ öèêëîâ íàáëþäàëîñü òðè

âçìàõà êðûëüåâ çà öèêë, ïðè÷åì êðûëüÿ âñåãäà áûëè ïîëíîñòüþ

ïîäíÿòû â ìîìåíò ïåðåõîäà îò âûäîõà ê âäîõó. Âçìàõ êðûëüåâ

êîîðäèíèðîâàëñÿ ñ ôèêñèðîâàííîé ôàçîé äûõàòåëüíîãî öèêëà. Â

ñðåäíåì, êðûëüÿ áûëè ïîëíîñòüþ ïîäíÿòû ïðè �6, 40:5 è 74% îò

äëèòåëüíîñòè äûõàòåëüíîãî öèêëà (ðèñ. 4.6). Ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ

ïðèñóòñòâîâàëè â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî äëèòåëüíûõ ïîëåòîâ è ïîä-

äåðæèâàëèñü äàæå ïðè (ìåäëåííîì) èçìåíåíèè ÷àñòîò ïðîöåññîâ.

Ýòî ñîîòâåòñòâîâàëî ðåçóëüòàòàì äðóãèõ èññëåäîâàíèé, ãäå çàõâàò
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Ðèñ. 4.5. Ãèñòîãðàììà ÷àñòîòû äûõàíèÿ ìîðñêîé óòî÷êè âî âðåìÿ ïî-

ëåòà. Êàæäîå èçìåðåíèå � ýòî ÷àñòîòà, óñðåäíåííàÿ ïî øåñòè öèêëàì.

Â âåðõíåé ÷àñòè ãðàôèêà ïîêàçàíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ � ñòàíäàðòíîå

îòêëîíåíèå ÷àñòîòû âçìàõîâ êðûëüåâ fw, ïîäåëåííûå íà öåëûå ÷èñëà,

ñîîòâåòñòâóþùèå ïîðÿäêó çàõâàòà ÷àñòîòû. Èç [Butler and Woakes

1980] ñ ðàçðåøåíèÿ Company of Biologists Ltd.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
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Ðèñ. 4.6. Ãèñòîãðàììà ôàç äûõàòåëüíîãî öèêëà óòêè âî âðåìÿ ïîëåòà,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòó, êîãäà êðûëüÿ áûëè ïîëíîñòüþ ïîäíÿòû.

Ïîêàçàíû äâàäöàòü äûõàòåëüíûõ öèêëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ çàíèìàë

äâà êèíîêàäðà. Êàæäûé èíòåðâàë ãèñòîãðàììû ñîîòâåòñòâîâàë, òàêèì

îáðàçîì, îäíîìó êàäðó. Íóëåâîé êàäð ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó, êîãäà

êëþâ îòêðûâàëñÿ; ñòðåëêè îòìå÷àþò ôàçó, êîãäà îí çàêðûâàëñÿ. Èç

[Butler and Woakes 1980] ñ ðàçðåøåíèÿ Company of Biologists Ltd.
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ïîðÿäêà 1 : 1 è äàæå ñòîëü âûñîêîãî ïîðÿäêà êàê 1 : 5 íàáëþäàëñÿ

ó äðóãèõ âèäîâ ïòèö (ñì. ññûëêè â [Butler and Woakes 1980]). Áûëî

òàêæå íàéäåíî, ÷òî êðûëüÿ ïîëíîñòüþ ïîäíÿòû â íà÷àëå âäîõà, è

÷òî íà÷àëî âûäîõà ñîâïàäàëî ñ íà÷àëîì îïóñêàíèÿ êðûëüåâ. Âîïðîñ,

äàþò ëè òàêèå ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ êàêîå-ëèáî ìåõàíè÷åñêîå ïðå-

èìóùåñòâî äëÿ ïðîöåññà âåíòèëÿöèè ëåãêèõ, îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Îòìåòèì, ÷òî ðèñ. 4.6 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñòðîáîñêîïè÷å-

ñêîå èçîáðàæåíèå: ôàçà äûõàíèÿ íàáëþäàåòñÿ çäåñü ïðè ôèêñèðî-

âàííîì çíà÷åíèè ôàçû äâèæåíèÿ êðûëüåâ (êîãäà êðûëüÿ ïîëíîñòüþ

ïîäíÿòû). Ôàçîâûé ñòðîáîñêîï � ýòî î÷åíü ýôôåêòèâíûé ìåòîä äëÿ

âûÿâëåíèÿ âçàèìîñâÿçè ìåæäó ôàçàìè ïî èçìåðåííûì äàííûì; ìû

áóäåì øèðîêî èñïîëüçîâàòü åãî â ãëàâå 6.

4.1.4 Ïðèìåð: ïåðåõîä ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñ
ñèíôàçíûìè è ïðîòèâîôàçíûìè äâèæåíèÿìè

Ñëåäóþùèì ïðèìåðîì ìû õîòèì ïðîèëëþñòðèðîâàòü âûøåóïîìÿíó-

òûå ñâîéñòâà âçàèìíîé ñèíõðîíèçàöèè: äëÿ îäíèõ è òåõ æå ñèñòåì

ðàçíîñòü ôàç â ñèíõðîííîì ñîñòîÿíèè ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå

çíà÷åíèÿ, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê èìåííî ââåäåíà ñâÿçü.

Ïåðâîíà÷àëüíî îïèñûâàåìûé ýôôåêò íàáëþäàëñÿ Äæ. À. Ñ. Êåë-

ñî; ïîçæå îí áûë èçó÷åí Õàêåíîì, Êåëñî è ñîàâòîðàìè (ñì. äåòàëè è

ññûëêè â [Haken et al. 1985; Haken 1988]). Â èõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïû-

òóåìîìó äàâàëîñü çàäàíèå âûïîëíÿòü êîëåáàòåëüíûå ïðîòèâîôàçíûå

äâèæåíèÿ óêàçàòåëüíûìè ïàëüöàìè, ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàÿ ÷àñòîòó.

Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ýòî äâèæåíèå ñòàíîâèòñÿ

íåóñòîé÷èâûì è íàáëþäàåòñÿ áûñòðûé ïåðåõîä ê ñèíôàçíîìó ðåæè-

ìó,3 ñì. ðèñ. 4.7 è 4.8.

Îáúÿñíåíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ãèïîòåçå, óòâåðæäàþ-

ùåé, ÷òî ðèòìè÷åñêîå äâèæåíèå ïàëüöåâ óïðàâëÿåòñÿ àêòèâíîñòüþ

ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåéñìåêåðà â öåíòðàëüíîé íåðâíîé ñèñòåìå, íà-

çûâàåìîãî öåíòðàëüíûì ãåíåðàòîðîì ðèòìà (ÖÃÐ). Ñîîòâåòñòâåííî,

ñèíõðîííîå êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå äâóõ ïàëüöåâ ìîæåò áûòü ðàñ-

ñìîòðåíî êàê ñëåäñòâèå âçàèìíîé ñèíõðîíèçàöèè äâóõ ÖÃÐ. Åñòå-

ñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòè ãåíåðàòîðû âçàèìîäåéñòâóþò. Î÷åíü

âàæåí òîò ôàêò, ÷òî ýòî âçàèìîäåéñòâèå èñïîëüçóåò çàïàçäûâàþ-

ùèå âî âðåìåíè ñâÿçè. Äåéñòâèòåëüíî, èçâåñòíî, ÷òî ìîçã ïîëó÷àåò

èíôîðìàöèþ î ïîëîæåíèè è ñêîðîñòè ÷ëåíîâ; ýòà èíôîðìàöèÿ ïî-

3 Äâèæåíèå ñ÷èòàåòñÿ ñèíôàçíûì, êîãäà îáå ñãèáàþùèå (ðàçãèáàþùèå)

ìûøöû ñîêðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî.
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ñòàâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûìè ñåíñîðàìè � ïðîïðèîöåïòîðàìè, ðàñïîëî-

æåííûìè â ìûøöàõ è ñóõîæèëèÿõ. Ïðîïðèîöåïòèâíàÿ èíôîðìàöèÿ

èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçäåëàìè ìîçãà è ïîñòóïàåò òóäà ñ

íåêîòîðîé çàäåðæêîé. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàêîé ñèãíàë

îò êàæäîé êèñòè âëèÿåò êàê íà ¾ñâîé¿, òàê è íà ¾÷óæîé¿ ãåíåðàòîð.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî òàêàÿ ñâÿçü ïðèâîäèò ê ñèíõðîíèçàöèè,

íàïðèìåð, â ïðîòèâîôàçå. Ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ çàäåðæêà â öåïè

ñâÿçè ìíîãî ìåíüøå ïåðèîäà êîëåáàíèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, åé ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàïàçäûâàíèå ýêâèâàëåíòíî ñäâèãó

ôàçû ïðîïðèîöåïòèâíîãî ñèãíàëà. Åñëè çàïàçäûâàíèå ñòàíîâèòñÿ

ñðàâíèìûì ñ ïîëîâèíîé ïåðèîäà, òî îíî ñîîòâåòñòâóåò ôàçîâîìó

ñäâèãó íà �. Òàêîé ñäâèã ìîæåò áûòü ïðè÷èíîé íàáëþäàåìîãî â

ýêñïåðèìåíòàõ ïåðåõîäà.

(a) (b)

Ðèñ. 4.7. Ñ âîçðàñòàíèåì ñêîðîñòè ïðîòèâîôàçíîå äâèæåíèå óêàçà-

òåëüíûõ ïàëüöåâ (a) âíåçàïíî ñìåíÿåòñÿ ñèíôàçíûì (b). Èç [Haken

1988], Fig. 11.1, Copyright Springer-Verlag.

Ðèñ. 4.8. (a) Âðåìåíí�àÿ çàâèñèìîñòü ñìåùåíèÿ óêàçàòåëüíûõ ïàëüöåâ
ëåâîé (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ïðàâîé (ïóíêòèð) ðóê. Èñïûòóåìûé íà÷è-

íàåò ñ ïðîòèâîôàçíîãî ðåæèìà è óâåëè÷èâàåò ÷àñòîòó êîëåáàòåëüíûõ

äâèæåíèé, ñëåäóÿ èíñòðóêöèÿì ýêñïåðèìåíòàòîðà. (b) Ðàçíîñòü ôàç

äâóõ êîëåáàíèé. Èç [Haken 1988], Fig. 11.2, Copyright Springer-Verlag.
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4.1.5 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ è ñâÿçàííûå ñ
ñèíõðîíèçàöèåé ýôôåêòû

Ìû ïîêàçàëè ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ àðãóìåíòîâ è ïðîèëëþñòðèðîâà-

ëè îïèñàíèåì íåñêîëüêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, ÷òî ýôôåêòû çàõâàòà ôàç

è ÷àñòîò äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ âåñüìà ñõîäíû ñî

ñëó÷àåì îñöèëëÿòîðà ïîä âíåøíèì âîçäåéñòâèåì. Ñîîòâåòñòâåííî,

ñèíõðîíèçàöèÿ äâóõ ñèñòåì ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà òåì æå

îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ãðàôèêîâ ðàçíîñòü íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò � ðàñ-

ñòðîéêà è ñåìåéñòâàìè îáëàñòåé ñèíõðîíèçàöèè (ÿçûêîâ Àðíîëüäà).

Âîçíèêíîâåíèå ñèíõðîíèçàöèè îïÿòü ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäîì îò êâà-

çèïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñ äâóìÿ íåñîèçìåðèìûìè ÷àñòîòàìè ê

äâèæåíèþ ñ åäèíîé ÷àñòîòîé. Âðåìåíí�àÿ çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ôàç

âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè òàêàÿ æå, êàê è â ñëó÷àå

îñöèëëÿòîðà ïîä âîçäåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû: èíòåð-

âàëû ïî÷òè ïîñòîÿííîé ðàçíîñòè ôàç ïåðåìåæàþòñÿ ñ îòíîñèòåëüíî

áûñòðûìè ïðîñêîêàìè ôàçû (ñì. ðèñ. 3.8).

Åñòü òàêæå è íåêîòîðûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó äâóìÿ ñëó÷àÿìè. Âî-

ïåðâûõ, äëÿ äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì ÷àñòîòà ñèíõðîííîãî

äâèæåíèÿ íåïîñòîÿííà âíóòðè ÿçûêà Àðíîëüäà (âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî

ñîîòíîøåíèå n
1 = m
2). Äåéñòâèòåëüíî, äâà îñöèëëÿòîðà âçàèìíî

ïîäñòðàèâàþò ñâîè ÷àñòîòû, ïîêà íå äîñòèãíóò ¾êîìïðîìèññà¿; ðå-

çóëüòèðóþùàÿ ÷àñòîòà çàâèñèò îò íà÷àëüíîé ðàññòðîéêè. Âî-âòîðûõ,

ôàçîâûé ñäâèã â çàõâà÷åííîì ðåæèìå çàâèñèò îò âèäà ñâÿçè ìåæäó

ñèñòåìàìè; â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ñ îïðåäåëåííîñòüþ ðàçëè÷àòü ñèí- è

ïðîòèâîôàçíûå ðåæèìû.

Ãàøåíèå êîëåáàíèé

Âçàèìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ � ýòî íå åäèíñòâåííûé ýôôåêò âçàèìî-

äåéñòâèÿ. Åñëè ñâÿçü äîñòàòî÷íî âåëèêà, òî îíà ìîæåò ïðèâåñòè ê

ãàøåíèþ êîëåáàíèé (quenching). (Ýòîò ýôôåêò òàêæå íàçûâàþò

¾âûìèðàíèåì¿ êîëåáàíèé.) Ïðèìåð ãàøåíèÿ � äàâíåå íàáëþäåíèå

ëîðäà Ðýëåÿ, êîòîðûé îáíàðóæèë, ÷òî îðãàííûå òðóáû âçàèìíî ïîäà-

âëÿþò ñâîè âèáðàöèè � áûë ïðèâåäåí âî ââåäåíèè. Ïðè÷èíîé òàêîãî

ïîäàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò âíîñèòü â îáú-

åäèíåííóþ ñèñòåìó äîïîëíèòåëüíóþ äèññèïàöèþ. Ïðåäñòàâèì ñåáå,

÷òî äâà ýëåêòðîííûõ ãåíåðàòîðà, òèïà èñïîëüçîâàâøèõñÿ Ýïïëòî-

íîì, ñâÿçàíû ÷åðåç ñîïðîòèâëåíèå. Äîïîëíèòåëüíûå ïîòåðè ýíåðãèè

çà ñ÷åò òîêà ÷åðåç ñîïðîòèâëåíèå ìîãóò íå êîìïåíñèðîâàòüñÿ ïîñòó-

ïëåíèåì ýíåðãèè èç èñòî÷íèêà, è â ðåçóëüòàòå êîëåáàíèÿ âûìèðàþò.
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Ìíîãîìîäîâûå ñèñòåìû

Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû îáñóæäàëè òîëüêî àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû,

ãåíåðèðóþùèå êîëåáàíèÿ ñ îäíîé îñíîâíîé ÷àñòîòîé; îáðàçîì òàêèõ

êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà, äâèãàþùàÿñÿ ïî ïðåäåëüíîìó öèêëó. Â

îáùåì ñëó÷àå àâòîêîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà ìîæåò ãåíåðèðîâàòü äâà

(èëè íåñêîëüêî) ïðîöåññîâ, íàçûâàåìûõ ìîäàìè è èìåþùèõ (â îáùåì

ñëó÷àå) íåñîèçìåðèìûå ÷àñòîòû. Ìíîãîìîäîâàÿ ãåíåðàöèÿ ìîæåò

âñòðå÷àòüñÿ â ñëó÷àå, åñëè äèíàìèêà îñöèëëÿòîðà îïèñûâàåòñÿ áî-

ëåå, ÷åì äâóìÿ ïåðåìåííûìè, ò.å. ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ

äâèæåíèåì òî÷êè â M -ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå M � 3.

Òàê, íàïðèìåð, ëàìïîâûé ãåíåðàòîð íà òðèîäå, òèïà èññëåäîâàííîãî

Ýïïëòîíîì è Âàí-äåð-Ïîëåì, íî ñ äîïîëíèòåëüíûì êîëåáàòåëüíûì

êîíòóðîì � ýòî ÷åòûðåõìåðíàÿ ñèñòåìà, è äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ îíà ìîæåò ãåíåðèðîâàòü äâå ìîäû.

Ìîæåò îêàçàòüñÿ (ïðè îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ), ÷òî,

âñëåäñòâèå êîíêóðåíöèè, âûæèâàåò òîëüêî îäíà ìîäà, íî ìîãóò ñîñó-

ùåñòâîâàòü è îáå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñèíõðî-

íèçàöèþ ìîä, õîòÿ ñèñòåìó è íåëüçÿ ðàçäåëèòü íà äâà íåçàâèñèìûõ

àâòîãåíåðàòîðà. Ïóòåì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ìîæíî ïî-

ïûòàòüñÿ ìåíÿòü ñâÿçü ìåæäó ìîäàìè è äîáèòüñÿ èõ ñèíõðîíèçàöèè,

íàçûâàåìîé â äàííîì êîíòåêñòå òàêæå çàõâàòîì ìîä (mode locking).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè, ìîäû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

îòäåëüíûå âçàèìîäåéñòâóþùèå àâòîêîëåáàíèÿ.4 Çàõâàò ìîä ÷àñòî

íàáëþäàåòñÿ â ëàçåðàõ, ñì. [Siegman 1986].

4.1.6 Ðåëàêñàöèîííûå îñöèëëÿòîðû. Ïðèìåð:
êëåòêè èñòèííîãî è ëàòåíòíîãî âîäèòåëåé
ðèòìà ñèíîàòðèàëüíîãî óçëà

Âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ðåëàêñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ ìîæåò îñóùå-

ñòâëÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, êàæäûé îñöèëëÿòîð

ìîæåò ìåíÿòü ïîðîã äðóãîãî; ïîäîáíûé ìåõàíèçì ñèíõðîíèçàöèè

ðàññìàòðèâàëñÿ Ëàíäà [1980] äëÿ äâóõ ýëåêòðîííûõ ãåíåðàòîðîâ ïè-

ëîîáðàçíîãî íàïðÿæåíèÿ. Çäåñü ìû êðàòêî îáñóäèì ñëó÷àé ãåíåðàòî-

ðîâ ¾íàêîïëåíèå�ñáðîñ¿, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷åðåç îáìåí èìïóëü-

ñàìè, ýòà ìîäåëü âàæíà â ðÿäå áèîëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.

4 Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå çàõâàò ìîä îòâå÷àåò ïåðåõîäó îò äâèæåíèÿ íà

òîðå ê äâèæåíèþ íà ïðåäåëüíîì öèêëå, ëåæàùåì íà òîðå. Ñ òîïîëîãè÷å-

ñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî íåîòëè÷èìî îò ñëó÷àÿ äâóõ ñâÿçàííûõ àâòîêîëåáà-

òåëüíûõ ñèñòåì.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñöèëëÿòîðû íåçàâèñèìû â òå÷åíèå ïåðèîäîâ

íàêîïëåíèÿ, à êîãäà â îäíîì èç íèõ ïðîèñõîäèò ñáðîñ, òî ìåäëåííî

ðàñòóùàÿ ïåðåìåííàÿ äðóãîãî óâåëè÷èâàåòñÿ ñêà÷êîì (ñð. ñî ñëó÷àåì

èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ íà ðèñ. 3.25). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî áîëåå áû-

ñòðûé îñöèëëÿòîð çàñòàâëÿåò áîëåå ìåäëåííûé êîëåáàòüñÿ ñî ñâîåé

÷àñòîòîé (åñëè òîëüêî ðàññòðîéêà íå î÷åíü âåëèêà). ßñíî òàêæå, ÷òî

ýòîò æå ìåõàíèçì ïðèâåäåò ê ñèíõðîíèçàöèè â àíñàìáëÿõ ýëåìåíòîâ,

ãäå ñáðîñ îñöèëëÿòîðà ïðèâîäèò ê ñáðîñó äðóãèõ. Ýòîò ñëó÷àé ãëî-

áàëüíîé ñâÿçè áóäåò ðàññìîòðåí â ðàçäåëå 4.3; çäåñü æå ìû ïðîèëëþ-

ñòðèðóåì ñèíõðîíèçàöèþ ñâÿçàííûõ ÷åðåç èìïóëüñû îñöèëëÿòîðîâ

ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ñèíîàòðèàëüíûé óçåë ñåðäöà ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê ðåëàêñàöèîííûé ãåíåðàòîð, âûçûâàþùèé (â íîð-

ìàëüíîì ñëó÷àå) ñîêðàùåíèÿ ñåðäöà. ×àñòîòà ýòîãî îñöèëëÿòîðà

ðåãóëèðóåòñÿ àâòîíîìíîé íåðâíîé ñèñòåìîé; â ñëó÷àå íåêîòîðûõ ïà-

×ÒÅÍÑ (Ó)

+20
0

-20

Í÷ ÌÁÔÅÎÔÎÙÊ  ÐÅÊÓÍÅËÅÒ
(b)

(a)

+20
0

-20

Í÷

0.5 1

0.5 1

ÐÏÒÏÇÏ×ÙÊ

ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ

ÐÏÒÏÇÏ×ÙÊ

ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ

×ÒÅÍÑ (Ó)

×ÅÄÕÝÉÊ ÐÅÊÓÍÅËÅÒ

Ðèñ. 4.9. Ñèíõðîíèçàöèÿ èñòèííîé è ëàòåíòíîé êëåòîê-ïåéñìåêåðîâ

ñèíîàòðèàëüíîãî óçëà ñåðäöà. Ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë êàæäîé êëåòêè

ðàñòåò, ïîêà íå äîñòèãíåò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ïîñëå ÷åãî ãåíåðè-

ðóåòñÿ ïîòåíöèàë äåéñòâèÿ è ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë ñáðàñûâàåòñÿ.

Ïîðîã ñíà÷àëà äîñòèãàåòñÿ èñòèííûì âîäèòåëåì ðèòìà (a), è ðàçðÿä

ýòîé êëåòêè çàñòàâëÿåò ëàòåíòíûé âîäèòåëü ðèòìà (b) ãåíåðèðîâàòü

èìïóëüñ àêòèâíîñòè åùå äî äîñòèæåíèÿ ïîðîãà. Áåç âçàèìîäåéñòâèÿ

ëàòåíòíûé âîäèòåëü ðèòìà ãåíåðèðîâàë áû ïîòåíöèàë äåéñòâèÿ ïîçæå

(øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). Èç [Dudel and Trautwein 1958], ñì. òàêæå [Øìèäò

è Òåâñ 1983].
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òîëîãèé, êîãäà ÷àñòîòà ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì íèçêîé, ñèíîàòðèàëüíûé

óçåë ìîæåò áûòü çàõâà÷åí èñêóññòâåííûì âîäèòåëåì ðèòìà (ñì. ðàç-

äåë 3.3).

Íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå ñèíîàòðèàëüíûé óçåë ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü áîëüøîãî ÷èñëà ãåíåðèðóþùèõ ðèòì

êëåòîê. Êîãäà îäíà èç ýòèõ êëåòîê (èñòèííûé âîäèòåëü ðèòìà) ñáðà-

ñûâàåòñÿ (¾ñòðåëÿåò¿), âîçíèêàþùèé òîê çàñòàâëÿåò äðóãèå êëåòêè

(ëàòåíòíûå, ñêðûòûå âîäèòåëè ðèòìà) ãåíåðèðîâàòü ïîòåíöèàë äåé-

ñòâèÿ ðàíüøå, ÷åì îíè áû ýòî ñäåëàëè áåç âîçäåéñòâèÿ (ðèñ. 4.9).

Òàêèì îáðàçîì, ãåíåðèðóåìûé ñèíîàòðèàëüíûì óçëîì ðèòì ôîð-

ìèðóåòñÿ ñîâìåñòíûì ñèíõðîííûì ðàçðÿäîì áîëüøîãî êîëè÷åñòâà

êëåòîê [Øìèäò è Òåâñ 1983]; ýòîò ðèòì îïðåäåëÿåòñÿ êëåòêàìè, èìå-

þùèìè íàèáîëüøóþ ÷àñòîòó [Ãåëüôàíä è äð. 1963]. Ýòî îáåñïå÷è-

âàåò âûñîêóþ íàäåæíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïåðâè÷íîãî âîäèòåëÿ

ðèòìà ñåðäöà: åñëè, âñëåäñòâèå êàêèõ-ëèáî ïðè÷èí, íàèáîëåå áûñòðàÿ

êëåòêà íå â ñîñòîÿíèè ñãåíåðèðîâàòü èìïóëüñ, òî ãåíåðàöèÿ çàäàåòñÿ

äðóãîé êëåòêîé.

4.1.7 Ñèíõðîíèçàöèÿ â ïðèñóòñòâèè øóìà. Ïðèìåð:
àêòèâíîñòü ìîçãà è ìûøö ïðè áîëåçíè
Ïàðêèíñîíà

Âëèÿíèå øóìà íà âçàèìíóþ ñèíõðîíèçàöèþ äâóõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ

ñèñòåì ïðèìåðíî òàêîå æå, êàê ïðè çàõâàòå âíåøíåé ñèëîé (ñì.

ðàçäåë 3.4). Òèïè÷íûå ñâîéñòâà âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ

ñ øóìîì ñëåäóþùèå.

Ìåæäó ñèíõðîííûìè è íåñèíõðîííûìè ñîñòîÿíèÿìè íåò ÷åòêîé

ãðàíèöû, ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè ðàçìûò.

Â ñèíõðîííîì ðåæèìå ïåðèîäû ïî÷òè ïîñòîÿííîé (íî ôëóêòó-

èðóþùåé) ðàçíîñòè ôàç ïåðåìåæàþòñÿ ïðîñêîêàìè ôàçû, ïðè

êîòîðûõ ðàçíîñòü ôàç îòíîñèòåëüíî áûñòðî óâåëè÷èâàåòñÿ èëè

óìåíüøàåòñÿ íà 2�.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòè ñâîéñòâà íà ýêñïåðèìåíòàëüíîì ïðèìåðå.

Íèæå ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû àíàëèçà äàííûõ ìîçãîâîé è ìû-

øå÷íîé àêòèâíîñòè ïàöèåíòà, ñòðàäàâøåãî áîëåçíüþ Ïàðêèíñîíà.

Ìû àíàëèçèðóåì çàïèñè êîëåáàíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ, èçìåðåííûå

íà ïîâåðõíîñòè ÷åðåïà (òàêàÿ çàïèñü íàçûâàåòñÿ ìàãíèòíîé ýíöå-

ôàëîãðàììîé (ÌÝÃ) [H�am�al�ainen et al. 1993]), è îäíîâðåìåííî ðå-

ãèñòðèðîâàâøóþñÿ ýëåêòðè÷åñêóþ àêòèâíîñòü (ýëåêòðîìèîãðàììó,
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ÝÌÃ) îäíîé èç ìûøö ðóêè. Äåòàëè ýêñïåðèìåíòà, ïðåäâàðèòåëüíîé

îáðàáîòêè äàííûõ è îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîæíî íàéòè â [Tass

et al. 1998, 1999; Tass 1999]. Öåëüþ ýêñïåðèìåíòà áûëî âûÿñíåíèå

ýëåêòðîôèçèîëîãèè ïàðêèíñîíè÷åñêîãî òðåìîðà.5 Äèíàìèêà ãåíåðà-

öèè òðåìîðà ïîêîÿ äî ñèõ ïîð íå ïîíÿòà îêîí÷àòåëüíî. Èçâåñòíî, ÷òî

â ãåíåðàöèè ó÷àñòâóþò íåñêîëüêî âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîëåáàòåëü-

íûõ ñèñòåì [Volkmann et al. 1996], íî ðîëü èõ ñèíõðîíèçàöèè â âîç-

íèêíîâåíèè ïàòîëîãè÷åñêîé àêòèâíîñòè ïîêà íå ÿñíà. Â ÷àñòíîñòè,

îòêðûòûì âîïðîñîì îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñèíõðîíèçàöèè àêòèâíî-

5 Òðåìîð � ýòî íåïðîèçâîëüíîå äðîæàíèå ðóê. Ïðè äàííîì çàáîëåâàíèè

òðåìîð â ïîêîå èìååò ÷àñòîòîòó îêîëî 3�8 Ãö è îáû÷íî óìåíüøàåòñÿ èëè

èñ÷åçàåò ïðè öåëåíàïðàâëåííîì äâèæåíèè [Elble and Koller 1990].

ôÁÌÁÍÕÓ

ðÒÅÍÏÔÏÒÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ

SQUID
ÄÁÔÞÉË

ðÕÌ ÓÐÉÎÁÌØÎÙÈ óÉÇÎÁÌ íüç

ÍÏÔÏÎÅÊÒÏÎÏ×

íÙÛÃÙ

üÌÅËÔÒÏÄ óÉÇÎÁÌ üíç

ðÅÒ×ÉÞÎÁÑ ÍÏÔÏÒÎÁÑ
ËÏÒÁ

Ðèñ. 4.10. Â ãåíåðàöèè òðåìîðà ïîêîÿ ïðè áîëåçíè Ïàðêèíñîíà çà-

äåéñòâîâàíû ðàçäåëû ìîçæå÷êà, ñïèííîé ìîçã, ïåðèôåðèéíûå íåðâû è

ìûøöû. Volkmann et al. [1996] ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ðèòìè÷åñêàÿ àêòèâ-

íîñòü òàëàìóñà âîçäåéñòâóåò íà ïðåìîòîðíûå îáëàñòè (ïðåìîòîðíàÿ êî-

ðà è äîïîëíèòåëüíàÿ ìîòîðíàÿ îáëàñòü), êîòîðûå âîçäåéñòâóþò íà ïåð-

âè÷íóþ ìîòîðíóþ êîðó. Ïîñëåäíÿÿ âîçäåéñòâóåò íà ïóë ñïèíàëüíûõ

ìîòîíåéðîíîâ, ÷òî ñîçäàåò ðèòìè÷åñêóþ ìûøå÷íóþ àêòèâíîñòü. Ïå-

ðèôåðèéíûå öåïè îáðàòíîé ñâÿçè äîñòèãàþò äâèãàòåëüíîé êîðû ÷åðåç

òàëàìóñ. Àêòèâíîñòü äâèãàòåëüíîé êîðû õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàãíèòíûì

ïîëåì (ÌÝÃ ñèãíàë), ðåãèñòðèðóåìûì íà ïîâåðõíîñòè ãîëîâû ñ ïîìî-

ùüþ ñâåðõïðîâîäÿùèõ óñòðîéñòâ (SQUID), â òî âðåìÿ êàê àêòèâíîñòü

ñïèíàëüíîãî ìîòîíåéðîííîãî ïóëà îòðàæàåòñÿ â ýëåêòðè÷åñêîé àêòèâ-

íîñòè ìûøö, èçìåðÿåìîé ïîâåðõíîñòíûìè ýëåêòðîäàìè (ÝÌÃ ñèãíàë).

Àíàëèçèðóÿ ýòè ñèãíàëû, ìû ïîëó÷àåì èíôîðìàöèþ î âçàèìîäåéñòâèè

ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè îñöèëëÿòîðàìè.
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ñòè îáëàñòåé êîðû âî âðåìÿ òðåìîðà, à òàêæå � ñèíõðîíèçîâàíû ëè

ñîêðàùåíèÿ ìûùö ñ àêòèâíîñòüþ ìîçãà. Îáñóäèì àíàëèç ñèãíàëîâ

îò äâóõ ýëåìåíòîâ ñëîæíîé ñèñòåìû, ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåííîé

íà ðèñ. 4.10.
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Ðèñ. 4.11. (a) Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ðàçíîñòè ôàç ïîðÿäêà 1 : 2,

'1;2 = �MEG � 2�EMG, äåìîíñòðèðóåò ïîâåäåíèå, òèïè÷íîå äëÿ âçà-

èìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ â ïðèñóòñòâèè øóìà. Òðè èíòåðâàëà

äëèíîé 30 ñ, ïîêàçàííûå ïðÿìîóãîëüíèêàìè 1, 2 è 3, óâåëè÷åíû â (b),

(c) è (d), ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè èíòåðâàëû ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ

èç-çà íåñòàöèîíàðíîñòè ñèñòåìû (òðåìîð âîçíèêàåò ïðèìåðíî ÷åðåç

50 ñ ïîñëå íà÷àëà çàïèñè). Â òå÷åíèå ïåðâûõ 30 ñ îñöèëëÿòîðû ìîæíî

ñ÷èòàòü àñèíõðîííûìè (b): ðàçíîñòü ôàç âîçðàñòàåò è ðàñïðåäåëåíèå

öèêëè÷åñêîé ðàçíîñòè ôàç 	1;2 = '1;2 mod 2� ïî÷òè ðàâíîìåðíî (e).

Èíòåðâàëû, ïîêàçàííûå â (c) è (d), è ñîîòâåòñòâóþùèå óíèìîäàëüíûå

ðàñïðåäåëåíèÿ	 â (f) è (g) âûÿâëÿþò ñèíõðîíèçàöèþ âçàèìîäåéñòâóþ-

ùèõ ñèñòåì, õîòÿ ñòåïåíü ñèíõðîíèçàöèè ðàçëè÷àåòñÿ. Ïðîñêîê ôàçû,

ïîêàçàííûé ñòðåëêîé â (c), óâåëè÷åí íà ðèñ. 4.12. Èç [Rosenblum et al.

2000], Fig. 2, Copyright Springer-Verlag.
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Äëÿ êîíêðåòíîãî íàáîðà äàííûõ ÷àñòîòû ñèãíàëîâ ÝÌÃ è ÌÝÃ

ðàâíû �6 Ãö è �12 Ãö, ñîîòâåòñòâåííî,6 ïîýòîìó ìû îæèäàåì íàéòè

ñèíõðîíèçàöèþ ïîðÿäêà 1 : 2. Ðèñóíîê 4.11a ïîêàçûâàåò ðàçíîñòü

ôàç �MEG � 2�EMG ìåæäó ñèãíàëîì îò äâèãàòåëüíîé êîðû è ÝÌÃ.7

Îòìåòèì, ÷òî àíàëèçèðóåìàÿ ñèñòåìà íåñòàöèîíàðíà, ò.å. åå ïàðà-

ìåòðû (íàïðèìåð, ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðîâ, ñèëà ñâÿçè ìåæäó íèìè)

èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè. Êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå ïðîèñõîäèò â ìî-

ìåíò âðåìåíè �50 ñ, êîãäà âîçíèêàåò òðåìîð. Íåñòàöèîíàðíîñòü îò-
ðàæàåòñÿ â ïîâåäåíèè ðàçíîñòè ôàç: îíà ðàñòåò â òå÷åíèå íåêîòîðûõ

ýïîõ (íåñèíõðîííûå ñîñòîÿíèÿ) è ôëóêòóèðóåò âîêðóã ïîñòîÿííîãî

óðîâíÿ â äðóãîå âðåìÿ (ñèíõðîííûå ñîñòîÿíèÿ). Ìû âèäèì, ÷òî âî

âðåìÿ ñèíõðîííûõ ýïîõ ðàçíîñòü ôàç íàïîìèíàåò ñëó÷àéíûå áëó-

æäàíèÿ, êàê ìû è îæèäàëè äëÿ îñöèëëÿòîðîâ ñ øóìîì. Èç-çà íåñòà-

öèîíàðíîñòè ñòåïåíü ñèíõðîíèçàöèè èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Â èí-

òåðâàëå âðåìåíè, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 4.11b, ðàçíîñòü ôàç âîçðàñòàåò

(çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâûõ 5 ñ) è ðàñïðåäåëåíèå öèêëè÷åñêîé ðàçíîñòè

ôàç � øèðîêîå, ÷òî òèïè÷íî ïðè îòñóòñòâèè ñèíõðîíèçàöèè (ñð. ñ

ðèñ. 3.38). Âî âðåìÿ äðóãèõ èíòåðâàëîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 4.11c è

ðèñ. 4.11d, êîëåáàíèÿ ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ñèíõðîííûìè. Íà ðèñ. 4.11c

6 ×àñòîòû îöåíèâàëèñü ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà. Îòìåòèì òàêæå,

÷òî äàííûå áûëè ïðåäâàðèòåëüíî îòôèëüòðîâàíû ïîëîñîâûì ïðîïóñêàþ-

ùèì ôèëüòðîì, ÷òîáû îòäåëèòü èíòåðåñóþùèé íàñ ñèãíàë îò îñòàëüíîé

àêòèâíîñòè.
7 Ìãíîâåííûå ôàçû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ÌÝÃ è ÝÌÃ ñèãíàëàì ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà. Òåõíè÷åñêèå äåòàëè ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ â

ãëàâå 6 è ïðèëîæåíèè Ï2.

141 142 143
×ÒÅÍÑ (Ó)

Ðèñ. 4.12. Ïðîñêîê ôàçû çàíèìàåò íåñêîëüêî ïåðèîäîâ. Ìåäëåííûé

ñèãíàë (ïóíêòèð) � ýòî ÝÌÃ, áûñòðûé ñèãíàë (æèðíàÿ ëèíèÿ) � ýòî

ÌÝÃ (îáà ñèãíàëà äàíû â ïðîèçâîëüíûõ åäèíèöàõ). Âíóòðè îòìå÷åí-

íîãî ó÷àñòêà ìû âèäèì 8 è 17 öèêëîâ ÝÌÃ è ÌÝÃ ñîîòâåòñòâåííî. Â

áîëüøåì ìàñøòàáå âðåìåíè ðàçíîñòü ôàç âûãëÿäèò êàê ñêà÷îê (ñð. ñ

ðèñ. 4.11).
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ìû âèäèì äâà ïðîñêîêà ôàçû, à íà ðèñ. 4.11d îíè áîëåå ÷àñòûå,

òàê ÷òî â òå÷åíèå ýòèõ èíòåðâàëîâ îñöèëëÿòîðû ¾ìåíåå ñèíõðîííû¿

(íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñèñòåì ñ øóìîì íåò ÷åòêî îïðåäåëåííîé ãðàíèöû

ñèíõðîíèçàöèè).

Ñðàâíèòåëüíî áûñòðûå ïðûæêè ôàçû íà 2�, õîðîøî âèäíûå íà

ðèñ. 4.11 (a, c è d), � ýòî òî, ÷òî ìû íàçûâàåì ïðîñêîêàìè ôàçû.

Äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîñêîê � ýòî íå ìãíîâåííîå

ñîáûòèå, à ïðîèñõîäÿùåå â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ïåðèîäîâ êîëåáàíèé

(ðèñ. 4.12). Äåéñòâèòåëüíî, âíå ïîìå÷åííîãî ó÷àñòêà îäèí öèêë ÝÌÃ

ñîîòâåòñòâóåò â òî÷íîñòè äâóì öèêëàì ÌÝÃ, â òî âðåìÿ êàê âíóòðè

ýòîãî ó÷àñòêà ìû íàáëþäàåì 8 è 17 öèêëîâ ñîîòâåòñòâåííî.

4.1.8 Ñèíõðîíèçàöèÿ ðîòàòîðîâ. Ïðèìåð: êîíòàêòû
Äæîçåôñîíà

Çäåñü ìû êðàòêî îáñóäèì îñîáûé êëàññ ñèñòåì, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ

àâòîêîëåáàòåëüíûìè, è ïîýòîìó èõ ðàññìîòðåíèå íå ëåæèò â îñíîâ-

íîì ðóñëå ýòîé êíèãè. Ýòî � ðîòàòîðû; ïðèìåðîì ñëóæèò, íàïðèìåð,

ðîòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ìîòîðà. ×àñòîòó âðàùåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê àíàëîã ÷àñòîòû êîëåáàíèé, è åñòåñòâåííî èññëåäîâàòü, ìîãóò

ëè ñâÿçàííûå ðîòàòîðû ïîäñòðàèâàòü ñâîè ÷àñòîòû. (Îòìåòèì, ÷òî

â äàííîì ñëó÷àå áåññìûñëåííî ãîâîðèòü îá àìïëèòóäå.)

Óæå â êîíöå äåâÿòíàäöàòîãî âåêà áûëî èçâåñòíî, ÷òî ïðè îïðå-

äåëåííûõ óñëîâèÿõ ãåíåðàòîðû ýëåêòðîñòàíöèé, ðàáîòàÿ íà îáùóþ

íàãðóçêó, ñèíõðîíèçóþòñÿ. Ýòîò ýôôåêò èñêëþ÷èòåëüíî âàæåí äëÿ

íîðìàëüíîé ðàáîòû ýëåêòðè÷åñêèõ ñåòåé. Äåéñòâèòåëüíî, ïîòåðÿ

ñèíõðîíèçàöèè îäíèì èç ãåíåðàòîðîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê ñåðüåçíîé

ïîëîìêå èëè äàæå ê êàòàñòðîôå. Òåîðåòè÷åñêè ýòî èññëåäîâàëîñü â

[Ollendorf and Peters 1925�1926].

Â 1940-õ ãîäàõ È. È. Áëåõìàí è ñîàâòîðû íàáëþäàëè â ýêñïåðè-

ìåíòå ñèíõðîíèçàöèþ ðàçáàëàíñèðîâàííûõ ðîòàòîðîâ, ïðèâîäèìûõ

â äâèæåíèå ìîòîðàìè: äâà ðîòîðà íà îáùåé âèáðèðóþùåé îñíîâå

âðàùàëèñü ñ îäíîé è òîé æå ÷àñòîòîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ðî-

òîðû ðàçáàëàíñèðîâàíû, îíè âûçûâàþò âèáðàöèþ îñíîâû ñ ÷àñòîòîé

âðàùåíèÿ, òàê ÷òî ñèñòåìû ¾÷óâñòâóþò¿ äðóã äðóãà. Ýòîò ýôôåêò

âçàèìíîé ñèíõðîíèçàöèè âðàùàþùèõñÿ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì

íàøåë ðÿä ïðèëîæåíèé â èíæåíåðíîé ìåõàíèêå (ñì. îïèñàíèå, òåî-

ðèþ è äàëüíåéøèå ññûëêè â [Áëåõìàí 1971, 1981; Blekhman et al.

1995]).

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîé èíòåðåñ ïðèâëåêëè ñâåðõïðîâîäÿùèå

ýëåêòðîííûå óñòðîéñòâà � êîíòàêòû Äæîçåôñîíà. Îêàçûâàåòñÿ, äè-
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íàìèêà òàêîãî êîíòàêòà ñ ïàðàëëåëüíî ïîäêëþ÷åííîé åìêîñòüþ, ïè-

òàåìîãî ïîñòîÿííûì âíåøíèì òîêîì, îïèñûâàåòñÿ òî÷íî òåìè æå

óðàâíåíèÿìè, ÷òî è äèíàìèêà ìåõàíè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïîä äåéñòâè-

åì ïîñòîÿííîãî ìîìåíòà ñèëû (ñì. ðàçäåë 7.4). Ïîýòîìó êîíòàêò

Äæîçåôñîíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾ýëåêòðè÷åñêèé ðîòàòîð¿.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî ¾âðàùåíèÿ¿ ìîæíî ñèíõðîíèçîâàòü

ïåðèîäè÷åñêèì âíåøíèì òîêîì (ðèñ. 4.13) èëè ñâÿçûâàÿ äâà êîíòàêòà

(ðèñ. 4.14). Îáçîð ýòèõ ýôôåêòîâ ñîäåðæèòñÿ â [Jain et al. 1984].

Íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå ñèíõðîíèçàöèþ ðîòàòîðîâ ìîæíî îáúÿñ-

íèòü, èñïîëüçóÿ èõ ñõîäñòâî ñ êîëåáàòåëüíûìè ñèñòåìàìè. Ñîñòîÿ-

íèå ðîòàòîðà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ âåëè÷èíàìè � óãëîì

è ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ. Ïîñêîëüêó óãîë � ýòî 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïå-

ðåìåííàÿ, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðîòàòîðà � ýòî íå ïëîñêîñòü, êàê

ó ïðîñòåéøèõ îñöèëëÿòîðîâ, à öèëèíäð. Âðàùåíèÿ ïîä äåéñòâèåì

ïîñòîÿííîãî ìîìåíòà îòâå÷àþò äâèæåíèþ òî÷êè ïî çàìêíóòîé êðè-

âîé, îõâàòûâàþùåé öèëèíäð. Ýòà êðèâàÿ îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì

íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì âäîëü òðà-

current

vo
lta

ge

Ðèñ. 4.13. Âîëüò�àìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîíòàêòà Äæîçåôñîíà ñ

ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé. Ñàìàÿ ëåâàÿ êðèâàÿ îòâå÷àåò àâòîíîì-

íîìó êîíòàêòó, à òðè äðóãèå ïîëó÷åíû ïðè âîçðàñòàþùåì çíà÷åíèè

àìïëèòóäû ñèëû. (Ýòè êðèâûå äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðîèçâîëüíî ñäâèíóòû

âäîëü îñè òîêà.) Òîê è íàïðÿæåíèå ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòó ñèëû è

÷àñòîòå âðàùåíèÿ ðîòàòîðà. Ïðè ìàëîì òîêå (ìîìåíòå ñèëû) âðàùåíèÿ

íåò èç-çà äèññèïàöèè, è ïîýòîìó íàïðÿæåíèå ðàâíî íóëþ (ñì. ïîëêó

íà ïåðâîé êðèâîé). Áîëüøèé òîê ïðèâîäèò ê âðàøåíèþ, íàïðàâëåíèå

êîòîðîãî çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ òîêà; ýòî îòðàæàåòñÿ â íåíóëåâîì

íàïðÿæåíèè. Åñëè ïðèëîæåíà äîïîëíèòåëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà, òî

íàáëþäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîëêè, íàçûâàåìûå ñòóïåíüêàìè Øàïè-

ðî [Shapiro 1963]. Îíè ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòÿì çàõâàòà ÷àñòîòû âðà-

ùåíèÿ ÷àñòîòîé âíåøíåãî òîêà. ×åì áîëüøå ñèëà, òåì áîëüøåå ÷èñëî

îáëàñòåé ñèíõðîíèçàöèè âèäíî íà õàðàêòåðèñòèêå. Èç [Êóëèê è ßíñîí

1970].
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åêòîðèè, ÷òî è ïðåäåëüíûé öèêë àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû.8 Ñëå-

äîâàòåëüíî, âðàùåíèÿ ìîæíî ñèíõðîíèçîâàòü.

4.1.9 Íåñêîëüêî îñöèëëÿòîðîâ

Ñèíõðîíèçàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è ïðè âçàèìîäåéñòâèè áîëåå ÷åì äâóõ

îñöèëëÿòîðîâ. Îáñóæäåíèå áîëüøèõ àíñàìáëåé ìû îòëîæèì äî ðàç-

äåëîâ 4.2 è 4.3. Çäåñü æå ìû îñòàíîâèìñÿ íà ñèíõðîíèçàöèè íåñêîëü-

êèõ îñöèëëÿòîðîâ.

Ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè çàâèñÿò îò ÷èñëà îñöèëëÿòîðîâ, à òàê-

æå îò âèäà è ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êàæäîé ïàðîé. Ïîýòîìó

çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ ìíîãèìè ïàðàìåòðàìè, è âîçìîæíû ðàçëè÷íûå

ñèíõðîííûå ñîñòîÿíèÿ, íå òîëüêî ñèíôàçíûå è ïðîòèâîôàçíûå.

Áîëåå òîãî, ïðè ñëîæíûõ âèäàõ ñâÿçè ìîãóò ñîñóùåñòâîâàòü

íåñêîëüêî óñòîé÷èâûõ ôàçîâûõ êîíôèãóðàöèé. Â ýòîì ñëó÷àå ñâÿ-

çàííûå ñèñòåìû äåìîíñòðèðóþò ìóëüòèñòàáèëüíîñòü: êîòîðàÿ èç

êîíôèãóðàöèé ðåàëèçóåòñÿ, çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé (â ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå ýòî îòâå÷àåò ñóùåñòâîâàíèþ íåñêîëüêèõ àòòðàêòî-

ðîâ ñ ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè ïðèòÿæåíèÿ).

Ìû íå áóäåì óãëóáëÿòüñÿ â ðàññìîòðåíèå ýòîé ñëîæíîé çàäà÷è

(íåêîòîðûå ñëó÷àè ðàññìîòðåíû â [Ëàíäà 1980; Collins and Stewart

8 Äðóãèìè ñëîâàìè, ó çàìêíóòîé òðàåêòîðèè íà öèëèíäðå îäèí ëÿïóíîâ-

ñêèé ïîêàçàòåëü ðàâåí íóëþ.
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Ðèñ. 4.14. Âîëüò�àìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà äâóõ ñâÿçàííûõ êîíòàêòîâ
Äæîçåôñîíà äåìîíñòðèðóåò ýôôåêò âçàèìíîé ñèíõðîíèçàöèè. Ïðè èç-

ìåíåíèè òîêà âûÿâëÿþòñÿ îáëàñòè çàõâàòà 1 : 1 è 1 : 2, ãäå nV1 = mV2

(íàïðÿæåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî ÷àñòîòå âðàùåíèÿ). Âîñïðîèçâåäåíî èç

Physics Reports, 1984, Vol. 109, A. K. Jain, Mutual phase-locking in

Josephson junction arrays, pp. 309�426. Copyright 1984, ñ ðàçðåøåíèÿ

èçäàòåëüñòâà Elsevier Science.
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1993]), à ïðèâåäåì ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé âîçìîæíîñòü ñëîæ-

íîãî ïîâåäåíèÿ óæå â íåñêîëüêèõ èäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðàõ. Òàê,

óæå òðè îñöèëëÿòîðà, ñîåäèíåííûå â êîëüöî, ìîãóò íàõîäèòüñÿ â

òðåõ óñòîé÷èâûõ ñèíõðîííûõ êîíôèãóðàöèÿõ â çàâèñèìîñòè îò ïà-

ðàìåòðîâ ñâÿçè:9 (i) âñå ýëåìåíòû ñèíõðîíèçîâàíû ñèíôàçíî; (ii)

îíè ñäâèíóòû ïî ôàçå íà 2�=3 ïî îòíîøåíèþ ê ñîñåäÿì; (iii) äâà

îñöèëëÿòîðà êîëåáëþòñÿ ñèíôàçíî, à òðåòèé ýëåìåíò èìååò äðóãóþ

ôàçó [Ëàíäà 1980].

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì êîëüöî èç ÷åòûðåõ îäè-

íàêîâûõ îñöèëëÿòîðîâ (ðèñ. 4.15a). Åñëè ñâÿçü ïðèòÿãèâàþùàÿ ïî

ôàçàì, òî âñå ãåíåðàòîðû ñèíõðîíèçóþòñÿ â ñèíôàçíîì ðåæèìå

(ðèñ. 4.15b). Ïðè îòòàëêèâàíèè ôàç ýëåìåíòû îáðàçóþò äâå ñèíôàç-

íûå ñèíõðîííûå ïàðû (ðèñ. 4.15c), à ñèììåòðè÷íàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñ

ðàçíîñòüþ ôàç ìåæäó ñîñåäÿìè �=2 îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé.

Ñâîéñòâî íåñêîëüêèõ ñèíõðîíèçîâàííûõ îñöèëëÿòîðîâ äåìîíñòðè-

ðîâàòü ñîñòîÿíèÿ ñ ðàçëè÷íûì ñäâèãîì ôàç ïîçâîëèëî âûäâèíóòü ãè-

ïîòåçó, ÷òî ýòîò ýôôåêò èñïîëüçóåòñÿ öåíòðàëüíîé íåðâíîé ñèñòåìîé

äëÿ ðåàëèçàöèè ðàçíûõ ïîõîäîê [Collins and Stewart 1993; Strogatz

and Stewart 1993]. Ñîãëàñíî ýòîé ãèïîòåçå, êàæäàÿ íîãà êîíòðîëèðó-

åòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì àâòîãåíåðàòîðîì (öåíòðàëüíûì ãåíåðàòîðîì

ðèòìà, èëè ÖÃÐ). Â ñëó÷àå äâóíîãîé õîäüáû, ñèíôàçíûå è ïðîòè-

âîôàçíûå ñèíõðîííûå ñîñòîÿíèÿ ýòèõ ãåíåðàòîðîâ ñîîòâåòñòâóþò

ïðûæêàì è øàãàíèþ. Ðàçëè÷íûå àëëþðû ÷åòâåðîíîãèõ (èíîõîäü,

9 Âçàèìîäåéñòâèå â ýòîì ïðèìåðå îòâå÷àåò ñâÿçè ýëåêòðîííûõ àâòîãåíåðà-

òîðîâ ÷åðåç ñîïðîòèâëåíèÿ è åìêîñòè, è â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçü íå ñèììå-

òðè÷íà. Ïîýòîìó îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ íåñêîëüêèìè ïàðàìåòðàìè.

1,3
(a) (b) (c)

1,2,3,41 2

34
2,4

Ðèñ. 4.15. (a) ×åòûðå èäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðà ñîåäèíåíû â êîëüöî;

êàæäûé âçàèìîäåéñòâóåò ñ äâóìÿ ñîñåäÿìè. (b) Ïðè ñâÿçè, ïðèòÿãèâà-

þùåé ôàçû, íàáëþäàåòñÿ ñèíôàçíîå ñîñòîÿíèå. (c) Ïðè îòòàëêèâàíèè

ôàç îáðàçóåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ, ïðè êîòîðîé íåâçàèìîäåéñòâóþùèå ýëå-

ìåíòû (1 è 3, 2 è 4) èìåþò îäèíàêîâûå ôàçû, à âçàèìîäåéñòâóþùèå

ñîñåäè íàõîäÿòñÿ â ïðîòèâîôàçå.
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ðûñü, ãàëîï) ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ñèíõðîííûì ñîñòîÿíèÿì ñè-

ñòåìû èç ÷åòûðåõ îñöèëëÿòîðîâ.

4.2 Öåïî÷êè, ðåøåòêè è êîëåáàòåëüíûå
ñðåäû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì ñèíõðîíèçàöèþ â áîëüøèõ óïîðÿäî÷åí-

íûõ àíñàìáëÿõ îñöèëëÿòîðîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìû ñîñòàâëÿþò

óïîðÿäî÷åííóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðó. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð �

ýòî öåïî÷êà, â êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò âçàèìîäåéñòâóåò ñ áëèæàé-

øèìè ñîñåäÿìè; åñëè ïåðâûé è ïîñëåäíèé ýëåìåíòû öåïî÷êè òàêæå

ñâÿçàíû, òî ïîëó÷àåòñÿ êîëüöî. Â îáùåì ñëó÷àå è ïðîñòðàíñòâåí-

íîå ðàñïîëîæåíèå, è âçàèìîäåéñòâèå ìîãóò áûòü áîëåå ñëîæíûìè,

íàïðèìåð îñöèëëÿòîðû ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ íåñêîëüêèìè ñî-

ñåäÿìè. Èíòåðåñíûé ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà êàæäûé îñöèëëÿ-

òîð âçàèìîäåéñòâóåò ñî âñåìè äðóãèìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî â

ðàçäåëå 4.3. Ìû ðàññìîòðèì òàêæå êîëåáàòåëüíûå ñðåäû, â êîòîðûõ

îñöèëëÿòîðû íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåíû ïî ïðîñòðàíñòâó.

Ïðåäñòàâèì, ÷òî ÷àñòîòû ðàçëè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ ñëåãêà îòëè-

÷àþòñÿ. Êàêîå êîëëåêòèâíîå ïîâåäåíèå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ â òà-

êîì àíñàìáëå? Êîíå÷íî, åñëè âçàèìîäåéñòâèå î÷åíü ñëàáîå, òî ñèí-

õðîíèçàöèè íå áóäåò è êàæäàÿ ñèñòåìà áóäåò êîëåáàòüñÿ ñî ñâî-

åé ÷àñòîòîé. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêæå, ÷òî äîñòàòî÷íî ñèëüíàÿ

ñâÿçü ñèíõðîíèçóåò âåñü àíñàìáëü, åñëè òîëüêî ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû

íå ñëèøêîì ðàçëè÷àþòñÿ (ðàçäåë 4.2.1). Â ïðîìåæóòî÷íîì ñëó÷àå

ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèå ÷àñòè÷íî ñèíõðîíèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé.

Äåéñòâèòåëüíî, íåñêîëüêî îñöèëëÿòîðîâ ìîãóò ñèíõðîíèçîâàòüñÿ è

êîëåáàòüñÿ ñ îäíîé ÷àñòîòîé, îòëè÷àþùåéñÿ îò ÷àñòîòû ñîñåäåé (ðàç-

äåë 4.2.2). Ìîãóò íàáëþäàòüñÿ íåñêîëüêî òàêèõ ãðóïï, íàçûâàåìûõ

êëàñòåðàìè ñèíõðîííûõ ýëåìåíòîâ. Òàêîå ðàññìîòðåíèå ñïðàâåäëè-

âî è äëÿ ñïëîøíîé ñðåäû, ãäå êàæäàÿ òî÷êà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ

êàê îñöèëëÿòîð (ðàçäåëû 4.2.3 è 4.2.4). Ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ýòè

ñîîáðàæåíèÿ íåñêîëüêèìè ïðèìåðàìè.

4.2.1 Ñèíõðîíèçàöèÿ â öåïî÷êå. Ïðèìåð: öåïî÷êà
ëàçåðîâ

Ñèíõðîíèçàöèÿ â öåïî÷êå ëàçåðîâ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷å-

íèÿ èçëó÷åíèÿ áîëüøîé èíòåíñèâíîñòè. Ýòîãî ìîæíî äîñòèãíóòü,

ðàñïîëîæèâ ëàçåðû â ëèíèþ, òàê ÷òî êàæäûé âçàèìîäåéñòâóåò ñ
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áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè èëè ñî âñåìè äðóãèìè ëàçåðàìè. Ìû îïèøåì

ýêñïåðèìåíòû ñ CO2-ëàçåðàìè, âûïîëíåííûìè Ãëîâîé è äð. [1996].

Â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ ñâÿçü ìåæäó ïÿòüþ ëàçåðàìè îñóùåñòâëÿëàñü

ïóòåì ðàñïîëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ôèëüòðà ìåæäó öåïî÷êîé è

âíåøíèì çåðêàëîì. Ïðè òàêîé êîíôèãóðàöèè êàæäûé ëàçåð âçàè-

ìîäåéñòâóåò ñ îñòàëüíûìè ÷åòûðüìÿ, íî ñèëà ñâÿçè çàâèñèò îò ðàñ-

ñòîÿíèÿ ìåæäó ëàçåðàìè (ðèñ. 4.16). Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà

ðèñ. 4.17, ÷åòêî óêàçûâàþò íà ñèíõðîíèçàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

áû ëàçåðû áûëè íå ñèíõðîíèçîâàíû, òî èçëó÷åíèå â äàëüíåé çîíå

ïðåäñòàâëÿëî áû ñîáîé ñóììó íåêîãåðåíòíûõ êîëåáàíèé, è ïîòîìó

áûëî áû ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûì. Íåîäíîðîäíîñòü ðàñïðåäåëå-

íèÿ íà ðèñ. 4.17 ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà çàõâàòà ôàç; ýòî òèïè÷íàÿ èíòåð-

ôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà.

Ýòà æå ãðóïïà èññëåäîâàòåëåé ïðîâåëà ýêñïåðèìåíò ñ ìíîãîïó÷êî-

âûì CO2-ëàçåðîì, ñîñòîÿùèì èç 61 ñòåêëÿííîé òðóáêè. Òðóáêè áûëè

51 2 3 4

Ðèñ. 4.16. Ñõåìà ëàçåðíîãî ýêñïåðèìåíòà [Ãëîâà è äð. 1996]. Ñâÿçü

ìåæäó ëàçåðàìè óìåíüøàåòñÿ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè; ýòî ñõåìàòè-

÷åñêè ïîêàçàíî òîëùèíîé ñòðåëêè, îáîçíà÷àþùåé ñâÿçü (îíà ïîêàçàíà

òîëüêî äëÿ âòîðîãî ëàçåðà).

Ðèñ. 4.17. Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ â äàëüíåé çîíå ïðè ñëàáîé ñâÿçè
ëàçåðîâ. Èç-çà çàõâàòà ôàç îòäåëüíûõ ëàçåðîâ íàáëþäàåòñÿ èíòåðôå-

ðåíöèÿ. Èç [Ãëîâà è äð. 1996].
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ðàñïîëîæåíû â âèäå ñîò [Àíòþõîâ è äð. 1986]; ýòî ïðèìåð äâóìåðíîé

ðåøåòêè (ðèñ. 4.18a). Ñâÿçü ìåæäó ëàçåðàìè îñóùåñòâëÿëàñü ÷åðåç

âíåøíåå çåðêàëî. Â ýòîì ñëó÷àå èíäèêàòîðîì ñèíõðîíèçàöèè òàêæå

ñëóæèëî íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ â äàëüíåé çîíå

(ðèñ. 4.18b, c è d).

4.2.2 Îáðàçîâàíèå êëàñòåðîâ. Ïðèìåð:
ýëåêòðè÷åñêàÿ àêòèâíîñòü êèøå÷íèêà
ìëåêîïèòàþùèõ

Êèøêà ñîñòîèò èç ñëîåâ ìûøå÷íûõ âîëîêîí, ïî êîòîðûì îò ðîòîâîãî

ê àáîðàëüíîìó êîíöó ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ áåãóùàÿ âîëíà ýëåê-

òðè÷åñêîé àêòèâíîñòè. Ýòà âîëíà âûçûâàåò âîëíó ñîêðàùåíèÿ ìûøö.

Â ðàáîòå [Diamant and Bortoff 1969] ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâà-

ëîñü ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò ýëåêòðè÷åñêîé àêòèâíîñòè âäîëü êèøêè.

Á�îëüøàÿ ÷àñòü ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâîäèëàñü íà êîøêàõ; îñíîâíûå íà-

áëþäåíèÿ ïîâòîðÿëèñü íà ñîáàêàõ è ìàêàêàõ. ×àñòîòû îïðåäåëÿëèñü

ïóòåì óñðåäíåíèÿ ïî ïÿòèìèíóòíîìó èíòåðâàëó âðåìåíè.

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ýëåêòðè-

÷åñêîé àêòèâíîñòüþ, òî êèøêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîìåð-

íóþ ñðåäó, â êîòîðîé êàæäàÿ òî÷êà � êîëåáàòåëüíûé ýëåìåíò. Äåé-

ñòâèòåëüíî, Diamant and Bortoff [1969] îáíàðóæèëè, ÷òî, åñëè ÷àñòü

êèøêè ðàçðåçàòü íà êóñî÷êè, òî êàæäûé èç íèõ äåìîíñòðèðóåò ïî-

÷òè ñèíóñîèäàëüíûå êîëåáàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé. Ýòè ÷àñòîòû

óìåíüøàþòñÿ îò ðîòîâîãî ê àáîðàëüíîìó êîíöó ñ ïî÷òè ïîñòîÿííûì

ãðàäèåíòîì. ×àñòîòà ýëåêòðè÷åñêîé àêòèâíîñòè, èçìåðåííàÿ in situ

è îòëîæåííàÿ êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàòû âäîëü êèøêè, îáû÷íî èìååò

âèä ñòóïåíåê (ðèñ. 4.19). Ýòî óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå êëàñòåðîâ

(d)(a) (b) (c)

Ðèñ. 4.18. Ñèíõðîíèçàöèÿ â ðåøåòêå èç 61 ëàçåðà, êîòîðûå áûëè ðàñ-
ïîëîæåíû â âèäå ñîò (a). Ïðè ñëàáîé ñâÿçè èíòåíñèâíîñòü â ôîêàëü-

íîì ïÿòíå ïðèìåðíî îäíîðîäíà (b). Ñèíõðîíèçàöèÿ ïðè áîëåå ñèëüíîé

ñâÿçè ïðîÿâëÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâåííî óïîðÿäî÷åííîì ðàñïðåäåëåíèè

èíòåíñèâíîñòè (d). Ñëó÷àé ïðîìåæóòî÷íîé ñâÿçè ïîêàçàí íà ðèñóíêå

(c). Íàðèñîâàíî ñõåìàòè÷åñêè ïî äàííûì [Àíòþõîâ è äð. 1986].
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ñèíõðîííîé àêòèâíîñòè.10 Â êàæäîì êëàñòåðå ñäâèã ôàç ìåæäó êîëå-

áàíèÿìè óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòîé (â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ãðàäèåíòîì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò); ñîñåäíèå êëàñòåðû ðàçäå-

ëåíû îáëàñòÿìè ìîäóëèðîâàííûõ êîëåáàíèé, èëè áèåíèé (ðèñ. 4.20).

Â àíãëîÿçû÷íîé ôèçèîëîãè÷åñêîé ëèòåðàòóðå òàêîå ïîâåäåíèå âî

âðåìåíè ÷àñòî íàçûâàþò ñòðóêòóðîé waxing and waning (ïîäúåì �

ñïàä). Îòìåòèì, ÷òî êëàñòåðû â îñíîâíîì ôîðìèðóþòñÿ íà ðîòîâîì

êîíöå êèøêè, ãäå îòíîñèòåëüíàÿ ðàññòðîéêà �f=f ìåíüøå.

4.2.3 Êëàñòåðû è áèåíèÿ â ñðåäå: ïîäðîáíîå
ðàññìîòðåíèå

Îáðàçîâàíèå êëàñòåðîâ â íåïðåðûâíîé êîëåáàòåëüíîé ñðåäå (â íà-

øåì ïðèìåðå ýòî ìàñêóëàòóðà êèøå÷íèêà) ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì

10 Îáðàçîâàíèå êëàñòåðîâ â öåïî÷êå ñëàáîñâÿçàííûõ ãåíåðàòîðîâ Âàí-äåð-

Ïîëÿ èññëåäîâàëîñü ÷èñëåííî Ermentrout and Kopell [1984]; îíè ìîäåëè-

ðîâàëè òàêèì îáðàçîì ÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè â êèøå÷íèêå.
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Ðèñ. 4.19. Ñèíõðîííûå êëàñòåðû â êèøêå ìëåêîïèòàþùåãî. Ãðàôèê

÷àñòîòû ìåäëåííîé ýëåêòðè÷åñêîé àêòèâíîñòè ìûøö êàê ôóíêöèè êî-

îðäèíàòû âäîëü êèøêè îáû÷íî äåìîíñòðèðóåò ñòóïåíüêè. (Ðàññòîÿíèå

èçìåðÿëîñü îò ñâÿçêè Òðåéòöà.) Ñèìâîëû Æ, }, è � îòâå÷àþò òðåì

ïîñëåäîâàòåëüíûì (ñ èíòåðâàëîì 30 ìèíóò) èçìåðåíèÿì ÷àñòîòû âäîëü

êèøêè in situ; ïðè êàæäîì èçìåðåíèè ýëåêòðîäû ïåðåñòàâëÿëèñü. Çâåç-

äî÷êè îòâå÷àþò ÷àñòîòàì ðàçíûõ ñåãìåíòîâ òîé æå êèøêè in vitro. Èç

[Diamant and Bortoff 1969].
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äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ôàêòîðîâ: íåîäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ñâÿçè, êîòîðàÿ ñòàðàåòñÿ óðàâíÿòü ñîñòîÿíèÿ

ñèñòåì. Òàêàÿ ñâÿçü ÷àñòî âîçíèêàåò âñëåäñòâèè äèôôóçèè, è ïî-

ýòîìó íàçûâàåòñÿ äèôôóçèîííîé. Ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò íà

ãðàíèöå äâóõ êëàñòåðîâ, èìåþùèõ ðàçíûå ÷àñòîòû. Çäåñü âàæíî

ðàçëè÷àòü ñëó÷àè äèñêðåòíîé öåïî÷êè è íåïðåðûâíîé ñðåäû.

Â äèñêðåòíîé öåïî÷êå ãðàíèöà ìåæäó äâóìÿ êëàñòåðàìè åñòü

ãðàíèöà ìåæäó äâóìÿ îñöèëëÿòîðàìè, èìåþùèìè ðàçíûå ÷àñòîòû.

Ýòî ïðîñòî îçíà÷àåò, ÷òî îíè íå çàõâà÷åíû: êàæäûé êîëåáëåòñÿ ñî

ñâîåé ÷àñòîòîé. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, åñëè â ñïëîøíîé ñðåäå äâà

îñöèëëÿòîðà â äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òî÷êàõ èìåþò ðàçíûå ÷àñòî-

òû, òî ìåæäó íèìè äîëæåí áûòü íåïðåðûâíûé ïåðåõîä. Íà ïåðâûé

âçãëÿä, ìîæíî ïðîñòî ïðîâåñòè íåïðåðûâíûé ïðîôèëü ÷àñòîò, ñîåäè-

íÿþùèé ýòè òî÷êè. Áîëåå äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

ýòî íåâîçìîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçíûå ÷àñòîòû îòâå÷àþò ðàçíûì

ñêîðîñòÿì âðàùåíèÿ ôàçû. Ïîýòîìó ðàçíîñòü ôàç ìåæäó òî÷êàìè,

ïðèíàäëåæàùèìè ê äâóì êëàñòåðàì, ðàñòåò âî âðåìåíè ñî ñêîðîñòüþ,

ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàçíîñòè ÷àñòîò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîôèëü ôàçû

Ðèñ. 4.20. Ýëåêòðè÷åñêàÿ àêòèâíîñòü êèøêè êîøêè, èçìåðåííàÿ in

situ ñ ïîìîùüþ âîñüìè ýêâèäèñòàíòíî ðàñïîëîæåííûõ ýëåêòðîäîâ.

Ïåðâûå òðè èçìåðåíèÿ (a, b è c) ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàñòåðó ñ ÷à-

ñòîòîé êîëåáàíèé 0:29 Ãö. Òðè ïîñëåäíèõ ýëåêòðîäà (f, g è h) èçìåðÿþò

àêòèâíîñòü äðóãîãî êëàñòåðà, èìåþùåãî ÷àñòîòó 0:26 Ãö. Íà ãðàíèöå

ìåæäó ýòèìè êëàñòåðàìè íàáëþäàþòñÿ ìîäóëèðîâàííûå êîëåáàíèÿ,

èëè áèåíèÿ (d è e). Øòðèõîâûå ëèíèè îòâå÷àþò ëèíèÿì ïîñòîÿííîé

ôàçû. Èç [Diamant and Bortoff 1969].
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ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå íàêëîííûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïðåðûâíûé

êðóòîé ïðîôèëü ôàçû îçíà÷àåò, ÷òî â ñðåäå îáðàçóþòñÿ âîëíîâûå

ñòðóêòóðû ñ âñå ìåíüøåé è ìåíüøåé äëèíîé âîëíû. Ðîñò ðàçíîñòè

ôàç ìåæäó êëàñòåðàìè ïðèâîäèò ê óêîðî÷åíèþ äëèíû âîëíû ñî

âðåìåíåì. ßñíî, ÷òî ýòîò ïðîöåññ äîëãî ïðîäîëæàòüñÿ íå ìîæåò

� è äåéñòâèòåëüíî, ñðåäà íàõîäèò âûõîä èç ýòîé êîðîòêîâîëíîâîé

êàòàñòðîôû. Óâåëè÷èâàþùèéñÿ ãðàäèåíò ôàçû óìåíüøàåòñÿ çà ñ÷åò

ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîãî äåôåêòà. Äåôåêò îáðàçóåòñÿ, êîãäà

àìïëèòóäà êîëåáàíèé îáðàùàåòñÿ â íîëü, îí ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü

ãðàäèåíò ôàçû êîíå÷íûì.

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, êàê âîçíèêàåò ïðîñòðàíñòâåííî�

âðåìåííîé äåôåêò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçíîñòü ôàç ìåæäó òî÷êàìè

1 è 2, ïðèíàäëåæàùèìè ðàçíûì êëàñòåðàì, äîñòèãëà çíà÷åíèÿ �2�.
Åñëè áû ìåæäó 1 è 2 íå áûëî ñðåäû, òî ìû áû ïðîñòî ñ÷èòàëè ñîñòî-

ÿíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ ïî÷òè èäåíòè÷íûìè. Â ñðåäå, îäíàêî, ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíûé ïðîôèëü ôàçû ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. Ïðåäñòàâëÿÿ

êàê àìïëèòóäó, òàê è ôàçó â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, ìû ìîæåì

èçîáðàçèòü ïîëå îêðóæíîñòüþ, ñì. ðèñ. 4.21. Ðàññìîòðèì òåïåðü

âëèÿíèå ñâÿçè â ñðåäå íà ïðîôèëü àìïëèòóäû è ôàçû. Òèïè÷íàÿ

ñâÿçü � äèôôóçèîííàÿ, èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, èìååò äèôôóçèîííóþ

êîìïîíåíòó; îíà ñòðåìèòñÿ óìåíüøèòü ðàçíîñòü ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè

áëèæàéøèõ ñîñåäåé, ò.å. óìåíüøèòü ðàçíîñòü ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè â

òî÷êàõ 1 è 2 íà ðèñ. 4.21. Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü äîáèòüñÿ ýòîãî �

ýòî óìåíüøèòü àìïëèòóäó êîëåáàíèé. Èç ðèñ. 4.21 âèäíî, ÷òî òàêîå

óìåíüøåíèå àìïëèòóäû äåéñòâèòåëüíî ïðåâðàùàåò ïðîôèëü ôàçû

ìåæäó 1 è 2 èç îêðóæíîñòè â ïî÷òè òî÷êó. Â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè ôà-

çû â òî÷êàõ 1 è 2 ïî÷òè ðàâíû, õîòÿ èçíà÷àëüíî îíè ðàçëè÷àëèñü íà

21

Ðèñ. 4.21. Èëëþñòðàöèÿ ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîãî äåôåêòà. Íà-

÷àëüíûé ïðîôèëü ôàçû è àìïëèòóäû ìåæäó òî÷êàìè 1 è 2 ïîêàçàí

æèðíîé ñïëîøíîé ëèíèåé. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè àìïëèòóäà óìåíüøàåò-

ñÿ è ïðîôèëü ìåíÿåòñÿ, êàê ïîêàçàíî ñòðåëêàìè. Â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè

(ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) ðàçíîñòü ôàç ìåæäó òî÷êàìè 1 è 2 áëèçêà ê íóëþ.
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2�. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé

äåôåêò ¾ñúåäàåò¿ ðàçíîñòü ôàç 2�. Êàê ÿñíî èç ðèñ. 4.21, ýòî âîç-

ìîæíî, òîëüêî åñëè â íåêîòîðîé ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êå â íåêî-

òîðûé ìîìåíò âðåìåíè àìïëèòóäà îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ýòî ìîæíî

ïîíÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè àìïëèòóäà âñåãäà è âåçäå áîëüøå

íóëÿ, òî ôàçà âñåãäà è âåçäå õîðîøî îïðåäåëåíà, è íå ñóùåñòâóåò

âîçìîæíîñòè óñòðàíèòü áîëüøèå ãðàäèåíòû ôàçû. Íàïðîòèâ, â ñî-

ñòîÿíèè ñ èñ÷åçàþùå ìàëîé àìïëèòóäîé ôàçà íå îïðåäåëåíà, ïîýòîìó

åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü èçìåíèòü ïðîôèëü ôàçû � ýòî ïðîéòè

÷åðåç òàêîå ñîñòîÿíèå. Ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ðèñ. 4.20d, ãäå

ïðèâåäåí ïðèìåð ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîãî äåôåêòà â ïðèðîäíîé

ñèñòåìå.

4.2.4 Êîëåáàòåëüíàÿ ñðåäà ïîä ïåðèîäè÷åñêèì
âîçäåéñòâèåì. Ïðèìåð: âîçäåéñòâèå íà
ðåàêöèþ Áåëîóñîâà�Æàáîòèíñêîãî

Ðåàêöèÿ Áåëîóñîâà�Æàáîòèíñêîãî � ýòî õîðîøî èçâåñòíûé ïðèìåð

êîëåáàòåëüíîãî õèìè÷åñêîãî ïðîöåññà (ñì., íàïðèìåð, [Kapral and

Showalter 1995] è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè). Ïðîòåêàíèå ýòîé ðåàê-

öèè ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì èçìåíåíèåì öâåòà ñðåäû.

Petrov et al. [1997] ýêñïåðèìåíòèðîâàëè ñî ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîé

ôîðìîé òàêîé ðåàêöèè, èñïîëüçóÿ ïåðèîäè÷åñêîå îïòè÷åñêîå âîçäåé-

ñòâèå. Ðåàêöèÿ ïðîòåêàëà â òîíêîé ìåìáðàíå, ðàñïîëîæåííîé ìåæäó

äâóìÿ ðåçåðâóàðàìè ðåàãåíòîâ. Ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ àâòîíîìíàÿ

(ò.å. áåç âîçäåéñòâèÿ) ÷àñòîòà áûëà f0 = 0:028 Ãö. Åñëè ñðåäà íåêîòî-

ðîå âðåìÿ ïîäâåðãàëàñü âîçäåéñòâèþ ÿðêîãî ñâåòà, êîòîðûé çàäàâàë

îäèíàêîâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ êàæäîé òî÷êè ñðåäû, òî, ïîñëå

åãî âûêëþ÷åíèÿ, ñðåäà îñöèëëèðîâàëà îäíîðîäíî â òå÷åíèå íåñêîëü-

êèõ öèêëîâ, òàê ÷òî ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ìîãëà áûòü èçìåðåíà. Òåì

íå ìåíåå, íàëè÷èå ãðàíèöû è íåèäåàëüíîñòè ñðåäû âñåãäà ïðèâîäèëè

ê ðàçðóøåíèþ îäíîðîäíûõ êîëåáàíèé è âîçíèêíîâåíèþ âðàùàþùèõ-

ñÿ ñïèðàëåé.

Åñëè íà ðåàêöèþ âîçäåéñòâîâàëè ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûìè

èìïóëüñàìè ñâåòà ñ ÷àñòîòîé fe, òî, â çàâèñèìîñòè îò fe, íàáëþäàëîñü

íåñêîëüêî n : m ñèíõðîííûõ ñîñòîÿíèé. Â ýòîì ñëó÷àå âîçäåéñòâèå

ðàçðóøàëî ñïèðàëüíûå âîëíû è âîçíèêàëè ðàçëè÷íûå ïðîñòðàí-

ñòâåííûå ñòðóêòóðû. Òàê, ïðè çàõâàòå ïîðÿäêà 1 : 1 ñðåäà îñöèëëèðî-

âàëà îäíîðîäíî ñ ÷àñòîòîé ñèëû. Â îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ïîðÿäêà

1 : 2 ñèñòåìà áûëà áèñòàáèëüíîé: â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëî-
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âèé íàáëþäàëèñü ëèáî äâà îáëàêà11 ñèíõðîííî êîëåáëþùèõñÿ òî÷åê

ñî ñäâèãîì ôàçû íà � ìåæäó îáëàêàìè, ëèáî ëàáèðèíòíàÿ ñòðóêòóðà

(ðèñ. 4.22). Ïðè çàõâàòå ïîðÿäêà 1 : 3 áûëè âèäíû òðè îäíîðîäíî

îñöèëëèðóþùèõ îáëàêà. Ñòðóêòóðà ÿçûêîâ Àðíîëüäà â ïåðèîäè÷å-

ñêè âîçìóùàåìîé ðåàêöèè Áåëîóñîâà�Æàáîòèíñêîãî èññëåäîâàëàñü

òàêæå â ðàáîòå [Lin et al. 2000].

Îòìåòèì, ÷òî ïðè÷èíà îáðàçîâàíèÿ îáëàêîâ â ñðåäå Áåëîóñîâà�

Æàáîòèíñêîãî ñ âíåøíåé ñèëîé îòëè÷àåòñÿ îò ïðè÷èíû îáðàçîâàíèÿ

êëàñòåðîâ â êèøå÷íèêå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êëàñòåðû âîçíèêàþò çà

ñ÷åò íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû (òî÷êè ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè ñòðåìÿòñÿ

ñãðóïïèðîâàòüñÿ). Â äàííîì ïðèìåðå ìåõàíèçì äðóãîé: êàæäàÿ òî÷-

êà ñòðåìèòñÿ ñèíõðîíèçîâàòüñÿ ñ âíåøíåé ñèëîé, à òàêæå ñ ñîñåäíè-

ìè òî÷êàìè. Åñëè áû íå áûëî âçàèìîäåéñòâèÿ â ñðåäå (â ýòîì ñëó÷àå

ìû âåðíóëèñü áû ê ñëó÷àþ ìíîãèõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿ-

òîðîâ, çàõâà÷åííûõ îáùåé âíåøíåé ñèëîé, ñì. ðàçäåë 3.6.4), òî ïðè

çàõâàòå ïîðÿäêà 1 : m ñîñåäíèå òî÷êè ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ èìåëè

11 Ìû ïðåäïî÷èòàåì íå èñïîëüçîâàòü çäåñü òåðìèí ¾êëàñòåðû¿, ïîñêîëüêó

ðàçëè÷íûå îáëàêà èìåþò îäíó è òó æå ÷àñòîòó è ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî

ôàçàìè.

Ðèñ. 4.22. Ïðèìåð ëàáèðèíòíîé ñòðóêòóðû, âîçíèêàþùåé ïðè çàõâàòå
ïîðÿäêà 1 : 2. Âåðõíÿÿ ÷àñòü ðåàêòîðà ñîäåðæàëàñü â òåìíîòå; íà-

áëþäàåìàÿ â ýòîé ÷àñòè ñïèðàëüíàÿ âîëíà òèïè÷íà äëÿ àâòîíîìíîé

êîëåáàòåëüíîé ñðåäû. Íèæíÿÿ ÷àñòü ðåàêòîðà îñâåùàëàñü èìïóëüñàìè

ñâåòà ñ ÷àñòîòîé fe � 2f0. Âðåìåíí�àÿ çàâèñèìîñòü êîëåáàíèé â òî÷êàõ

A è B ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.23. Âîñïðîèçâåäåíî ñ ðàçðåøåíèåì èç Nature

[Petrov et al. 1997]. Copyright 1997 Macmillan Magazines Limited.
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áû ðàçíîñòü ôàç 2�=m�i, ãäå i = 1; : : : ;m�1.12 Èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ

òî÷êè ñòðåìÿòñÿ èìåòü òå æå ôàçû, ÷òî è ñîñåäè, è êîìïðîìèññ

äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò îáðàçîâàíèÿ îáëàêîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçíîñòü

ôàç ìåæäó îáëàêàìè ðàâíà 2�=m � i.

Ñèíõðîíèçàöèÿ äâèæåíèÿ îñòðèÿ ñïèðàëüíîé âîëíû

Äðóãîé ýôôåêò ñèíõðîíèçàöèè â íåïðåðûâíîé ñðåäå èçó÷àëñÿ ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè â ðàáîòå [Steinbock et al. 1993]. Â èõ

óñòàíîâêå êîëåáàòåëüíàÿ õèìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ðåàêöèÿ Áåëîóñîâà�

Æàáîòèíñêîãî) îñâåùàëàñü ñ ïåðèîäè÷åñêîé ìîäóëÿöèåé èíòåíñèâ-

íîñòè. Íàáëþäàëñÿ èíòåðåñíûé ðåæèì, êîãäà ÿäðî ñïèðàëè äâèãà-

ëîñü ïî îäíîé èç ìíîæåñòâà íåçàìêíóòûõ èëè çàìêíóòûõ ãèïåðöè-

êëîèäàëüíûõ òðàåêòîðèé â ôàçå ñ âîçäåéñòâóþùèì îñâåùåíèåì.

12 Äåéñòâèòåëüíî, ñäâèã âî âðåìåíè ìåäëåííîãî ñèãíàëà íà öåëîå ÷èñëî

ïåðèîäîâ áûñòðîãî íå ìåíÿåò ðàçíîñòè ôàç ìåæäó ýòèìè ñèãíàëàìè.
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Ðèñ. 4.23. Âðåìåíí�àÿ çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè ñðåäû â òî÷êå A

(æèðíàÿ êðèâàÿ) è B (ïóíêòèð) íà ðèñ. 4.22. Çàøòðèõîâàííûå ñåðûì

ïîëîñû ïîêàçûâàþò âðåìÿ âîçìóùåíèÿ ñâåòîì. Òàêèì îáðàçîì, áåëûå

è òåìíûå ïîëîñû â ëàáèðèíòå ïðåäñòàâëÿþò òî÷êè, ñèíõðîíèçîâàííûå

ñ ñèëîé; ñäâèã ôàçû ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ãðóïïàìè ðàâåí �. Âîñïðî-

èçâåäåíî ñ ðàçðåøåíèåì èç Nature [Petrov et al. 1997]. Copyright 1997

Macmillan Magazines Limited.
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4.3 Ãëîáàëüíî ñâÿçàííûå îñöèëëÿòîðû

Òåïåðü ìû çàéìåìñÿ èçó÷åíèåì ÿâëåíèé ñèíõðîíèçàöèè â áîëüøèõ

àíñàìáëÿõ îñöèëëÿòîðîâ, â êîòîðûõ êàæäûé ýëåìåíò âçàèìîäåéñòâó-

åò ñî âñåìè îñòàëüíûìè (ðèñ. 4.24a). Òàêóþ ñâÿçü îáû÷íî íàçûâàþò

ãëîáàëüíîé èëè ñâÿçüþ òèïà ¾êàæäûé ñ êàæäûì¿. Â êà÷åñòâå õàðàê-

òåðíûõ ïðèìåðîâ ìû óæå óïîìÿíóëè ñèíõðîííîå èñïóñêàíèå ñâåòî-

âûõ èìïóëüñîâ ïîïóëÿöèåé ñâåòëÿ÷êîâ è ñèíõðîííûå àïëîäèñìåíòû

â áîëüøîé àóäèòîðèè. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé ñâåòëÿ÷îê ïîäâåðæåí

âëèÿíèþ ñâåòîâîãî ïîëÿ, êîòîðîå ñîçäàåòñÿ âñåé ïîïóëÿöèåé. Òî÷íî

òàê æå, êàæäûé àïëîäèðóþùèé ñëûøèò çâóêè, ïðîèçâîäèìûå âñåìè

îñòàëüíûìè ñèäÿùèìè â çàëå. Â äðóãîì ïðèìåðå íà ñòðåêî÷óùåãî

ñâåð÷êà (ñì. [Walker 1969]) âîçäåéñòâóþò ñâîèìè ïåñíÿìè âñå åãî ñî-

ñåäè. Íèæå ìû îáúÿñíèì, ïî÷åìó òàêàÿ ñâÿçü ïðèâîäèò ê ñèíõðîíè-

çàöèè â àíñàìáëå, è ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî äàëüíåéøèìè ïðèìåðàìè.

4.3.1 Ñàìîñèíõðîíèçàöèÿ â àíñàìáëå: ïåðåõîä
Êóðàìîòî

Ñâåòëÿ÷êè íå ìîãóò áûòü àáñîëþòíî îäèíàêîâûìè, êàê íå ìîãóò áûòü

èäåíòè÷íûìè ðàçëè÷íûå èíäèâèäóóìû â êîëëåêòèâå homo sapiens.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïîíÿòü ÿâëåíèå êîëëåêòèâíîé ñèíõðîííîñòè,

ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü àíñàìáëü íåèäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ.

Ìû çíàåì, ÷òî ñèñòåìû ìîãóò ñèíõðîíèçîâàòüñÿ, åñëè ðàññòðîéêà

íå ñëèøêîì âåëèêà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì îæèäàòü, ÷òî ñèí-

õðîíèçàöèÿ ìîæåò îõâàòèòü âñþ ïîïóëÿöèþ, èëè, ïî êðàéíåé ìåðå,

áîëüøóþ åå ÷àñòü.

(b)(a)

1 N2 3

Σ

Ðèñ. 4.24. (a) Êàæäûé îñöèëëÿòîð â áîëüøîé ïîïóëÿöèè âçàèìîäåé-

ñòâóåò ñî âñåìè îñòàëüíûìè. Òàêîå âçàèìîäåéñòâèå íàçûâàåòñÿ ãëî-

áàëüíîé, èëè ¾êàæäûé ñ êàæäûì¿, ñâÿçüþ. (b) Ýêâèâàëåíòíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå: êàæäûé ýëåìåíò àíñàìáëÿ ïîäâåðæåí âîçäåéñòâèþ ñðåäíåãî

ïîëÿ, êîòîðîå ñîçäàåòñÿ âñåìè ýëåìåíòàìè.
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Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî øàãà ìû ïåðåðèñóåì ðèñ. 4.24a â

ýêâèâàëåíòíîì âèäå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 4.24b. Çäåñü ìû çàìåíèëè

ñóììó ñèë, äåéñòâóþùèõ íà îñöèëëÿòîð ñî ñòîðîíû âñåõ îñòàëüíûõ,

îäíîé ñèëîé, äåéñòâóþùåé ñî ñòîðîíû âñåãî àíñàìáëÿ. Äåéñòâèòåëü-

íî, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íà êàæäûé îñöèëëÿòîð äåéñòâóåò ñèëà, ïðî-

ïîðöèîíàëüíàÿ ñóììå êîëåáàíèé âñåõ îñöèëëÿòîðîâ â àíñàìáëå.13

Ñõåìà íà ðèñ. 4.24b ñèëüíî íàïîìèíàåò ðèñ. 3.51. Äåéñòâèòåëüíî,

â îáîèõ ñëó÷àÿõ íà âñå îñöèëëÿòîðû äåéñòâóåò îáùàÿ ñèëà, è, êàê

ìû óæå çíàåì, ýòà ñèëà ìîæåò çàõâàòèòü ìíîãèå îñöèëëÿòîðû, åñëè

èõ ÷àñòîòû áëèçêè. Ïðîáëåìà òîëüêî â òîì, ÷òî, â ñëó÷àå ãëîáàëüíîé

ñâÿçè, ýòà ñèëà, èëè ñðåäíåå ïîëå, íå çàäàíà èçíà÷àëüíî, à âîçíèêàåò

èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ â àíñàìáëå. Ýòà ñèëà îïðåäåëÿåò, ñèíõðîíè-

çîâàíû ëè ñèñòåìû, íî ñàìà îíà çàâèñèò îò èõ êîëåáàíèé � ýòî

òèïè÷íûé ïðèìåð ñàìîîðãàíèçàöèè. ×òîáû êà÷åñòâåííî îáúÿñíèòü

âîçíèêíîâåíèå ýòîé ñèëû (èëè ÷òîáû âû÷èñëèòü åå, ÷òî äåëàåòñÿ â

ðàçäåëå 12.1), ìû ðàññìîòðèì ýòó ïðîáëåìó ñàìîñîãëàñîâàííî.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ñðåäíåå ïîëå ðàâíî íóëþ. Òîãäà âñå

ýëåìåíòû â àíñàìáëå îñöèëëèðóþò íåçàâèñèìî, è, êàê èçâåñòíî èç

ðàçäåëà 3.6.4, èõ âêëàäû â ñðåäíåå ïîëå ïðàêòè÷åñêè êîìïåíñè-

ðóþòñÿ. Äàæå åñëè ÷àñòîòû ýòèõ êîëåáàíèé èäåíòè÷íû, íî ôàçû

íåçàâèñèìû, ñðåäíåå îò âûõîäîâ âñåõ ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ ìàëî ïî

ñðàâíåíèþ ñ àìïëèòóäîé îäèíî÷íîãî îñöèëëÿòîðà.14 Òàêèì îáðàçîì,

àñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå ñ íóëåâûì ïîëåì óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñà-

ìîñîãëàñîâàííîñòè.

Äàëåå, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî ñèíõðîíèçàöèÿ â àíñàìáëå

òàêæå âîçìîæíà, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäíåå ïîëå íå íóëåâîå.

Òîãäà, åñòåñòâåííî, îíî çàõâàòèò ïî êðàéíåé ìåðå ÷àñòü ïîïóëÿöèè,

âûõîäû ýòèõ çàõâà÷åííûõ ýëåìåíòîâ áóäóò ñóììèðîâàòüñÿ êîãåðåíò-

íî (ñð. ñ ðàçäåëîì 3.6.4), è ñðåäíåå ïîëå ïîëó÷èòñÿ íåíóëåâûì, êàê

13 Îáîçíà÷èì âûõîä êàæäîãî îñöèëëÿòîðà xk(t), ãäå k = 1; : : : ; N � èí-

äåêñ îñöèëëÿòîðà, à N � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â àíñàìáëå; x ìîæåò áûòü

èçìåíåíèåì èíòåíñèâíîñòè ñâåòà èëè àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî

íåêîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, èëè â îáùåì ñëó÷àå ëþáîé êîëåáàòåëüíîé

âåëè÷èíîé. Òàêàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà èíäèâèäóàëüíûé îñöèëëÿòîð,

ïðîïîðöèîíàëüíà
P
k xk(t). Ïðèíÿòî ïèñàòü ýòó ïðîïîðöèîíàëüíîñòü â

âèäå "N�1
P
k xk(t), òàê ÷òî îíà âêëþ÷àåò íîðìàëèçàöèþ íà ÷èñëî îñ-

öèëëÿòîðîâ N . ×ëåí N�1
P
k xk(t) åñòü ïðîñòî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå

îò âñåõ êîëåáàíèé, ïîýòîìó òàêóþ ñâÿçü ÷àñòî íàçûâàþò ñâÿçüþ ÷åðåç

ñðåäíåå ïîëå.
14 Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë îíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà

÷èñëî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè; ôëóê-

òóàöèè ñðåäíåãî ïîëÿ èìåþò ïîðÿäîê N�1=2.
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è ïðåäïîëàãàëîñü. Êàêîå èç ýòèõ äâóõ ñîñòîÿíèé � ñèíõðîííîå èëè

àñèíõðîííîå � áóäåò ðåàëèçîâàíî, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, êàêîå èç

íèõ óñòîé÷èâî, çàâèñèò îò ñòåïåíè âçàèìîäåéñòâèÿ êàæäîé ïàðû è

îò òîãî, íàñêîëüêî ðàçëè÷àþòñÿ ýëåìåíòû àíñàìáëÿ. Ñî÷åòàíèå ýòèõ

äâóõ ôàêòîðîâ � ñèëû ñâÿçè è ðàñïðåäåëåíèÿ àâòîíîìíûõ ÷àñòîò �

îïðåäåëÿþò òàêæå, êàê ìíîãî îñöèëëÿòîðîâ áóäåò ñèíõðîíèçîâàíî è,

ñëåäîâàòåëüíî, êàê âåëèêî áóäåò ñðåäíåå ïîëå.

Îáñóäèì òåïåðü, êàê ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè, âçÿâ

äëÿ ïðèìåðà àïëîäèñìåíòû â àóäèòîðèè. Èçíà÷àëüíî êàæäûé ÷å-

ëîâåê õëîïàåò ñî ñâîåé èíäèâèäóàëüíîé ÷àñòîòîé, è çâóê, êîòîðûé

ñîçäàåò âñÿ ïóáëèêà, � ýòî ïðîñòî øóì.15 Ïîêà ýòè îòêëîíåíèÿ ñëàáû

è íå èìåþò õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò, îíè íå îêàçûâàþò íà àíñàìáëü ñó-

ùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ. Êàæäûé îñöèëëÿòîð èìååò ñâîþ ñîáñòâåííóþ

èíäèâèäóàëüíóþ ÷àñòîòó !
k
, êàæäûé ÷åëîâåê àïëîäèðóåò è ñâåòëÿ-

÷îê èçëó÷àåò âñïûøêè â ñâîåì ðèòìå, íî âñåãäà ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå

÷àñòîòû, êîòîðîå ïðåäïî÷èòàåòñÿ áîëüøèíñòâîì. Êîíå÷íî, íåêîòî-

ðûå ýëåìåíòû âåäóò ñåáÿ â î÷åíü èíäèâèäóàëèñòè÷åñêîé ìàíåðå, íî

áîëüøàÿ ÷àñòü ïîïóëÿöèè ñòðåìèòñÿ âåñòè ñåáÿ ¾êàê ñîñåäè¿. Òàê,

÷àñòîòû !
k
ðàñïðåäåëåíû â íåêîòîðîì äèàïàçîíå, è ýòî ðàñïðåäå-

ëåíèå èìååò ìàêñèìóì âîêðóã íàèáîëåå âåðîÿòíîé ÷àñòîòû. Òàêèì

îáðàçîì, âñåãäà íàéäåòñÿ õîòÿ áû äâà îñöèëëÿòîðà, èìåþùèå áëèçêèå

÷àñòîòû, è, ñëåäîâàòåëüíî, ëåãêî ñèíõðîíèçóþùèåñÿ. Â ðåçóëüòàòå,

âêëàä â ñðåäíåå ïîëå íà ÷àñòîòå ýòèõ êîëåáàíèé âîçðàñòåò. Ýòà óâå-

ëè÷èâøàÿñÿ êîìïîíåíòà âûíóæäàþùåé ñèëû çàõâàòèò, åñòåñòâåííî,

äðóãèå ýëåìåíòû ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè, ÷òî ïðèâåäåò ê ðîñòó ñèí-

õðîííîãî êëàñòåðà è äàëüíåéøåìó ðîñòó êîìïîíåíòû ñðåäíåãî ïîëÿ

íà îïðåäåëåííîé ÷àñòîòå. Ýòîò ïðîöåññ ðàçâèâàåòñÿ (áûñòðî äëÿ

ðåëàêñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ, îòíîñèòåëüíî ìåäëåííî äëÿ êâàçè-

ëèíåéíûõ), è â êîíöå êîíöîâ ïî÷òè âñå ýëåìåíòû ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê

áîëüøèíñòâó è îñöèëëèðóþò ñèíõðîííî, à èõ îáùèé âûõîä � ñðåäíåå

ïîëå � èç øóìîâîãî ñòàíîâèòñÿ ðèòìè÷åñêèì.

Ôèçè÷åñêèé ìåõàíèçì, êîòîðûé ìû îïèñàëè, èçâåñòåí êàê ïåðåõîä

Êóðàìîòî [Kuramoto 1975]. Ñöåíàðèé òàêîãî ïåðåõîäà ìîæåò áûòü

è áîëåå ñëîæíûì, íàïðèìåð, åñëè ðàñïðåäåëåíèå èíäèâèäóàëüíûõ
15 Åñòåñòâåííî, ÷òî îáùåå (ñðåäíåå) àêóñòè÷åñêîå ïîëå � íå íóëåâîå, ïîòîìó

÷òî êàæäîå èíäèâèäóàëüíîå êîëåáàíèå ïîëîæèòåëüíî; èíòåíñèâíîñòü çâó-

êà íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé, îíà êîëåáëåòñÿ ìåæäó íóëåì è íåêèì

ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì. Ñîîòâåòñòâåííî ñóììà ýòèõ êîëåáàíèé ñîäåð-

æèò íåêóþ áîëüøóþ ïîñòîÿííóþ ñîñòàâëÿþùóþ, à îòêëîíåíèÿ îò ýòîãî

ñðåäíåãî ìû è ðàññìàòðèâàåì êàê êîëåáàíèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ, è îíî ìàëî.

Ñëåäîâàòåëüíî, àïëîäèñìåíòû âîñïðèíèìàþòñÿ êàê øóì ïî÷òè ïîñòîÿí-

íîé èíòåíñèâíîñòè.
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÷àñòîò !
k
èìååò íåñêîëüêî ìàêñèìóìîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò îáðàçî-

âàòüñÿ íåñêîëüêî ñèíõðîííûõ êëàñòåðîâ; â êîíå÷íîì ñ÷åòå îíè ìîãóò

êàê ñëèòüñÿ, òàê è ñîñóùåñòâîâàòü. Êëàñòåðèçàöèÿ ìîæåò íàáëþ-

äàòüñÿ, íàïðèìåð, è â ñëó÷àå, êîãäà ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòà

àíñàìáëÿ ñ åãî áëèæàéøèìè â ïðîñòðàíñòâå ñîñåäÿìè áîëüøå, ÷åì ñ

óäàëåííûìè.

Ñöåíàðèé ïåðåõîäà Êóðàìîòî íå çàâèñèò îò ïðèðîäû êîëåáàíèé

(áèîëîãè÷åñêèå, ýëåêòðè÷åñêèå è ò.ä.) è îò ïðèðîäû âçàèìîäåéñòâèÿ.

Â ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ ñâÿçü îñóùåñòâëÿëàñü ÷åðåç îïòè÷å-

ñêîå èëè àêóñòè÷åñêîå ïîëå. Ãëîáàëüíàÿ ñâÿçü ýëåêòðîííûõ ñèñòåì

ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ñ ïîìîùüþ îáùåé íàãðóçêè (ðèñ. 4.25); â

ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåíèå, ïðèëîæåííîå ê èíäèâèäóàëüíîé ñèñòåìå,

çàâèñèò îò ñóììû òîêîâ ÷åðåç âñå ýëåìåíòû. (Ïðèìåð ñ ïîñëåäî-

âàòåëüíî ñîåäèíåííûìè êîíòàêòàìè Äæîçåôñîíà ïðèâåäåí â ðàçäå-

ëå 12.3.) Õèìè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ÷åðåç îáùóþ

ñðåäó, ãäå êîíöåíòðàöèÿ ðåàãåíòîâ çàâèñèò îò ðåàêöèè â êàæäîì

îñöèëëÿòîðå è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçäåéñòâóåò íà ýòè ðåàêöèè.

Îäèí ïðèìåð òàêîé ñâÿçè ïðèâåäåí â ðàáîòå [Vanag et al. 2000],

ãäå èçó÷àëàñü äèíàìèêà ôîòî÷óâñòâèòåëüíîé ðåàêöèè Áåëîóñîâà�

Æàáîòèíñêîãî â òîíêîì ñëîå, ïîäâåðæåííîì îñâåùåíèþ, èíòåíñèâ-

íîñòü êîòîðîãî áûëà ôóíêöèåé îò ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè îäíîãî èç

ðåàãåíòîâ.16 Ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîì âçàèìîäåéñòâèè íàáëþäàëèñü

ñèíõðîííûå ñîñòîÿíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè, çàâèñÿùèìè îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé, ñòðóêòóðàìè êëàñòåðîâ.

Èíîãäà ìåõàíèçì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè àíñàìáëÿ íå

âïîëíå ÿñåí. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ñëåäóþùèìè ïðèìåðàìè.

16 Â òàêîé ñèñòåìå ãëîáàëüíàÿ ñâÿçü ñîñóùåñòâóåò ñ ëîêàëüíîé äèôôóçèîí-

íîé ñâÿçüþ.

N31 2

Ðèñ. 4.25. Àíñàìáëü ýëåêòðîííûõ ñèñòåì, ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ ÷åðåç
îáùóþ íàãðóçêó. Ñðåäíåå ïîëå ýòîé ñèñòåìû ïðîïîðöèîíàëüíî òîêó

÷åðåç íàãðóçêó.
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4.3.2 Ïðèìåð: ñèíõðîíèçàöèÿ ìåíñòðóàëüíûõ
öèêëîâ

Ìû èëëþñòðèðóåì íàøè òåîðåòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ ðåçóëüòàòàìè

[McClintock 1971], êîòîðàÿ ïðîâåëà äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ìåíñòðó-

àëüíûõ öèêëîâ ó 135 æåíùèí â âîçðàñòå 17�22 ëåò, ïðîæèâàâøèõ

â îáùåæèòèè æåíñêîãî êîëëåäæà. Îíà ïîêàçàëà ïîâûøåíèå ñèí-

õðîííîñòè â íàñòóïëåíèè íà÷àëà öèêëà â òå÷åíèå ó÷åáíîãî ãîäà

(ñåíòÿáðü�àïðåëü). Ýòî ïîäòâåðäèëî ðàííèå êîñâåííûå íàáëþäåíèÿ,

÷òî îáðàçîâàíèå ñîöèàëüíûõ ãðóïï âëèÿåò íà íåêîòîðûå àñïåêòû

ìåíñòðóàëüíîãî öèêëà. Ðåçóëüòàòû McClintock ñîîòâåòñòâîâàëè ðå-

çóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòîâ íà ìûøàõ (ñì. ññûëêè â [McClintock 1971]),

ïîêàçàâøèõ, ÷òî îáðàçîâàíèå ãðóïï âëèÿåò íà áàëàíñ ýíäîêðèííîé

ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äèñïåðñèÿ âðåìåí íà÷àëà

ìåíñòðóàöèè â ðàçëè÷íûõ ãðóïïàõ ¾áëèçêèõ ïîäðóã¿ âíóòðè íàáëþ-

äàåìîãî êîëëåêòèâà óìåíüøàëàñü â òå÷åíèå àêàäåìè÷åñêîãî ãîäà;

òåðìèí ¾áëèçêèå ïîäðóãè¿ áûë ïðèíÿò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òåõ ñòóäåí-

òîê, êîòîðûå óêàçàëè äðóã äðóãà â ñïèñêå òåõ, êîãî îíè íàèáîëåå

÷àñòî âèäÿò è ñ êåì ïðîâîäÿò íàèáîëüøåå âðåìÿ. Ýòî èññëåäîâàíèå

óêàçàëî íà ñóùåñòâîâàíèå ó ëþäåé íåêîåãî ìåæëè÷íîñòíîãî âçàè-

ìîäåéñòâèÿ, âëèÿþùåãî íà ìåíñòðóàëüíûé öèêë. Âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ

ëè ìåõàíèçì ýòîãî ÿâëåíèÿ ôåðîìîíàëüíûì,17 èëè îí îñíîâàí íà

çíàíèè öèêëîâ ñðåäè ïîäðóã, èëè æå íà äðóãèõ ïðîöåññàõ, îñòàåòñÿ

îòêðûòûì.

4.3.3 Ïðèìåð: ñèíõðîíèçàöèÿ ãëèêîëèòè÷åñêèõ
êîëåáàíèé â ïîïóëÿöèè äðîææåâûõ êëåòîê

Ìû óæå óïîìÿíóëè, ÷òî õèìè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû ìîãóò áûòü ñâÿçà-

íû ÷åðåç îáùóþ ñðåäó. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîå

âåùåñòâî ïðîèçâîäèòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåàêöèè è ÷òî ñêîðîñòü ðåàê-

öèè çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè ýòîãî âåùåñòâà. Åñëè ñðåäà ïîñòîÿííî

ïåðåìåøèâàåòñÿ, òî ýòà êîíöåíòðàöèÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíà

è îïðåäåëÿåòñÿ âñåìè îñöèëëÿòîðàìè (ðèñ. 4.26). Ñëåäîâàòåëüíî,

åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñðåäíåå ïîëå. Îïèøåì ïðèìåð òàêîé

ñèñòåìû.

Ãëèêîëèòè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ïðè îïðåäå-

ëåííûõ óñëîâèÿõ â ñóñïåíçèè äðîææåâûõ êëåòîê â ïåðåìåøèâàåìîé

17 Ôåðîìîíû � ýòî àðîìàòè÷åñêèå âåùåñòâà, âûäåëÿåìûå æèâîòíûìè è ÷å-

ëîâåêîì è âëèÿþùèå íà ñåêñóàëüíîå ïîâåäåíèå è ñâÿçàííûå ñ íèì ôóíê-

öèè îðãàíèçìà.
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êþâåòå (ñì. [Richard et al. 1996] è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè). Ýòè

êîëåáàíèÿ ìîæíî íàáëþäàòü, èçìåðÿÿ ôëóîðåñöåíöèþ îäíîãî èç ìå-

òàáîëèòîâ, à èìåííî NADH.18

Richard et al. [1996] ðàññìîòðåëè äâå àëüòåðíàòèâíûå ãèïîòå-

çû ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ êîëåáàíèé NADH. Âî-

ïåðâûõ, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíè âîçíèêàþò â ðåçóëüòàòå ñóì-

ìèðîâàíèÿ îäíîâðåìåííî èíäóöèðîâàííûõ êîëåáàíèé èíäèâèäóàëü-

íûõ êëåòîê. Äåéñòâèòåëüíî, ãëèêîëèòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ èíäóöèðó-

þòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ ãëþêîçû â ãîëîäàþùóþ êëåòî÷íóþ ñòðóê-

òóðó. Òàê êàê êëåòêè íå î÷åíü ðàçëè÷íû è íà÷èíàþò îñöèëëèðî-

âàòü â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî, ïî

êðàéíåé ìåðå íåêîòîðîå âðåìÿ, êëåòêè îñòàíóòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî

â ôàçå. Àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà � ýòî ñèíõðîíèçàöèÿ õèìè÷åñêèõ

îñöèëëÿòîðîâ, ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ ÷åðåç îáùóþ ñðåäó. Richard et al.

[1996] ïîäòâåðäèëè âòîðóþ ãèïîòåçó â ñëåäóþùåì ýêñïåðèìåíòå. Îíè

èíèöèèðîâàëè ãëèêîëèòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â äâóõ ïîïóëÿöèÿõ êëå-

òîê, òàê ÷òî ñäâèã ôàç ìåæäó íèìè áûë îêîëî �, à çàòåì ñìåøàëè

äâå ýòè ïîïóëÿöèè. Åñëè áû êëåòêè îñöèëëèðîâàëè íåçàâèñèìî, òî

êîëåáàíèÿ êîìïåíñèðîâàëè áû äðóã äðóãà. Åñëè æå êëåòêè âçàè-

ìîäåéñòâóþò, òî ìîæíî îæèäàòü âîçíèêíîâåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè â

ñìåñè äâóõ èçíà÷àëüíî ñèíõðîííûõ ïîïóëÿöèé. Ïîñëåäíèé ýôôåêò

äåéñòâèòåëüíî íàáëþäàëñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî: ñðàçó æå ïîñëå ñìåøè-

18 NADH (íèêîòèíàìèäàäåíèíäèíóêëåîòèä) èìååò ñâîéñòâî ïîãëîùàòü ñâåò

ñ îïðåäåëåííîé äëèíîé âîëíû; òàêèì îáðàçîì, êîíöåíòðàöèÿ NADH ìî-

æåò îïðåäåëÿòüñÿ ñïåêòðîñêîïè÷åñêè.

Ðèñ. 4.26. Õèìè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû â ïåðåìåøèâàåìîì ðàñòâîðå ãëî-

áàëüíî ñâÿçàíû ÷åðåç îáùóþ ñðåäó.
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âàíèÿ êîëåáàíèÿ NADH èñ÷åçëè, íî îíè âíîâü âîçíèêëè ïðèìåðíî

÷åðåç òðè ìèíóòû (õàðàêòåðíûé ïåðèîä êîëåáàíèé ïîðÿäêà 40 ñ).

Äàëåå Richard et al. [1996] ïîêàçàëè, ÷òî âíåêëåòî÷íàÿ êîíöåíòðàöèÿ

ñâîáîäíîãî àöåòàëüäåãèäà êîëåáëåòñÿ ñ ÷àñòîòîé âíóòðèêëåòî÷íûõ

ãëèêîëèòè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Îíè ñäåëàëè âûâîä, ÷òî ýòî âåùåñòâî

èãðàåò ðîëü ñðåäñòâà êîììóíèêàöèè ìåæäó êëåòêàìè, ò.å. ÿâëÿåòñÿ

òåì, ÷òî ìû íàçûâàåì ñðåäíèì ïîëåì. Ýòîò âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿ

äâóìÿ ôàêòàìè. Âî-ïåðâûõ, êëåòêè äðîææåé ðåàãèðîâàëè íà èì-

ïóëüñû àöåòàëüäåãèäà. Äîáàâëåíèå àöåòàëüäåãèäà âî âðåìÿ êîëåáà-

íèé ïðèâîäèò ê ñäâèãó ôàçû, çàâèñÿùåìó îò êîíöåíòðàöèè äîáàâêè

(ò.å. îò âåëè÷èíû èìïóëüñà) è åå ôàçû (ñð. ñ îïèñàíèåì ïåðåóñòà-

íîâêè ôàçû â ðàçäåëå 3.2). Âî-âòîðûõ, àöåòàëüäåãèä âûäåëÿåòñÿ

îñöèëëèðóþùèìè êëåòêàìè.

4.3.4 Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå ðèòìè÷åñêèõ
àïëîäèñìåíòîâ

Âîçíèêíîâåíèå ðèòìè÷åñêèõ àïëîäèñìåíòîâ èçó÷àëîñü íåäàâíî ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíî N�eda et al. [2000], êîòîðûå îñóùåñòâèëè çàïèñè

íåñêîëüêèõ îïåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé â Ðóìûíèè è Âåíãðèè. Îíè èç-

ìåðÿëè èíòåíñèâíîñòü îáùåãî øóìà ñ ïîìîùüþ ìèêðîôîíà, ïîìå-

ùåííîãî ïîä ïîòîëêîì îïåðíîãî çàëà, à òàêæå çâóêè èíäèâèäóàëü-

íûõ àïëîäèñìåíòîâ ñ ïîìîùüþ ìèêðîôîíà, ñïðÿòàííîãî íåäàëåêî

îò îäíîãî èç çðèòåëåé. N�eda et al. [2000] ïîä÷åðêèâàþò, ÷òî âîçíèê-

íîâåíèþ ñèíõðîííûõ àïëîäèñìåíòîâ ïðåäøåñòâóåò ïðèáëèçèòåëüíîå

óäâîåíèå ïåðèîäà õëîïêîâ. Âîçìîæíîå îáúÿñíåíèå ñîñòîèò â òîì,

÷òî ïðè íèçêîé ñêîðîñòè (i) èíäèâèäû ñïîñîáíû ïîääåðæèâàòü ñâîé

ñîáñòâåííûé äîâîëüíî ñòàáèëüíûé ðèòì (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé

¾îñöèëëÿòîð¿ ñòàíîâèòñÿ ìåíåå øóìîâûì çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ôëóê-

òóàöèè ÷àñòîòû) è (ii) äèñïåðñèÿ ÷àñòîò óìåíüøàåòñÿ. Îáà ôàêòî-

ðà � óìåíüøåíèå øóìà è ðàññòðîéêè � ñïîñîáñòâóþò ïåðåõîäó ê

ñèíõðîíèçàöèè. Èíòåðåñíî, ÷òî óìåíüøåíèå ÷àñòîòû, íàïðàâëåííîå

íà ñîçäàíèå ñèíõðîííîñòè, � ýòî ïðîèçâîëüíûé àêò èíäèâèäà. Êàê

ïèøóò N�eda et al. [2000], òàêîå êîëëåêòèâíîå ïîâåäåíèå òèïè÷íî äëÿ

êóëüòóðíî îäíîðîäíûõ îáùåñòâ Âîñòî÷íîé Åâðîïû è ëèøü èçðåäêà

íàáëþäàåòñÿ â Çàïàäíîé Åâðîïå è Ñåâåðíîé Àìåðèêå.
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4.4 Ðàçëè÷íûå ïðèìåðû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èëëþñòðèðóåì ýôôåêò âçàèìíîé ñèíõðîíèçàöèè

äàëüíåéøèìè ïðèìåðàìè.

4.4.1 Áåã è äûõàíèå ó ìëåêîïèòàþùèõ

Bramble and Carrier [1983] ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàëè ñèíõðîíè-

çàöèþ äûõàíèÿ è ëîêîìîöèè ó áåãóùèõ ìëåêîïèòàþùèõ. Çàõâàò

÷àñòîòû äûõàíèÿ è ÷àñòîòû äâèæåíèÿ êîíå÷íîñòåé áûë âûÿâëåí ó

áåãóùèõ ïî êîíâåéåðíîé ëåíòå êðîëèêîâ, à òàêæå ó ñîáàê, ëîøàäåé

è ëþäåé ïðè áåãå ïî òâåðäîé ïîâåðõíîñòè. Áûëî íàéäåíî, ÷òî ïðè

âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ ÷åòâåðîíîãèå îáû÷íî ñèíõðîíèçóþò ñâîè ëîêîìî-

òîðíûå è äûõàòåëüíûå öèêëû ñ ïîñòîÿííûì ñîîòíîøåíèåì 1 : 1 (øàã

íà âçäîõ) êàê ïðè ðûñè, òàê è ïðè ãàëîïå (ðèñ. 4.27). Áåãóùèé ÷åëîâåê

èñïîëüçóåò íåñêîëüêî ðåæèìîâ ñ çàõâàòîì ôàçû (4 : 1, 3 : 1, 2 : 1,

1 : 1, 5 : 2 è 3 : 2), õîòÿ ðåæèì 2 : 1 ÿâëÿåòñÿ, ïî âèäèìîìó, ïðåäïî-

÷òèòåëüíûì (ðèñ. 4.28). Îñòàåòñÿ íåÿñíûì, íóæíà ëè ñèíõðîíèçàöèÿ

3 4 5 6
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Ðèñ. 4.27. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷àñòîòîé äûõàíèÿ è ïðûæêîâ ìîëî-

äîãî çàéöà Lepus californicus, áåãóùåãî ïî êîíâåéåðíîé ëåíòå. Êàæäàÿ

òî÷êà � ýòî ñðåäíåå èç òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðûæêîâ. Ñèìâîëû �

ïîëó÷åíû, êîãäà æèâîòíîå åùå íå äîñòèãëî çðåëîãî âîçðàñòà, ñèìâîëû

Æ ïîëó÷åíû, êîãäà îíî áûëî ïî÷òè âçðîñëûì. Ïðè íèçêèõ ñêîðîñòÿõ

íàáëþäàëîñü äâà ïîëíûõ öèêëà äûõàíèÿ íà îäèí ëîêîìîòîðíûé ðèòì.

Ïðè âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ çàÿö ðåçêî ïåðåêëþ÷àëñÿ íà ðåæèì ñèíõðîíè-

çàöèè 1 : 1, òåì ñàìûì óìåíüøàÿ âäâîå ÷àñòîòó äûõàíèÿ. Âûíóæäåííîå

áåæàòü ñî ñêîðîñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåõîäó ìåæäó ýòèìè ðåæè-

ìàìè (ïðèìåðíî ÷åòûðå ïðûæêà â ñåêóíäó), æèâîòíîå ÷åðåäîâàëî ýòè

äâà ðåæèìà, äåìîíñòðèðóÿ çàõâàò ÷àñòîò ïîðÿäêà 3 : 2. Íàðèñîâàíî ñ

èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ èç [Bramble and Carrier 1983].
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äûõàíèÿ è ëîêîìîòîðíîé àêòèâíîñòè äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíî-

ñòè, èëè æå îíà ïðîñòî ÿâëÿåòñÿ ôèçèîëîãè÷åñêè íåñóùåñòâåííûì

ñëåäñòâèåì îáùåãî ñâîéñòâà ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ.

Ñèíõðîíèçàöèÿ ñåðäöåáèåíèÿ, äûõàíèÿ è ëîêîìîöèè ïðè áåãå è

õîäüáå ëþäåé ïî êîíâåéåðíîé äîðîæêå èçó÷àëàñü â ðàáîòå [Niizeki

et al. 1993].

4.4.2 Ñèíõðîíèçàöèÿ äâóõ îñöèëëÿòîðîâ
¾ñîëü�âîäà¿

Îñöèëëÿòîð ¾ñîëü�âîäà¿ ñîñòîèò èç ïëàñòèêîâîé ÷àøêè ñ âîäíûì

ðàñòâîðîì NaCl, ïîìåùåííîé âî âíåøíèé ñîñóä, ñîäåðæàùèé ÷èñòóþ

âîäó. ×àøêà èìååò ìàëåíüêîå îòâåðñòèå ñíèçó. Åñëè èçìåðÿòü ýëåê-

òðè÷åñêèé ïîòåíöèàë â ÷àøêå, òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí îñöèëëèðóåò

âñëåä çà êîëåáàíèÿìè ïðèòîêà ÷èñòîé è îòòîêà ñîëåíîé âîäû. Åñëè

äâå òàêèå ÷àøêè ïîìåùåíû â îáùèé âíåøíèé ñîñóä, òî, åñëè îòíîøå-

íèå ïîâåðõíîñòè ÷àøêè ê ïîâåðõíîñòè âíåøíåãî ñîñóäà äîñòàòî÷íî

âåëèêî, òî íàáëþäàåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â ïðîòèâîôàçå [Nakata et al.

1998].

Ðèñ. 4.28. Îñöèëëîãðàôè÷åñêàÿ çàïèñü ëîêîìîöèè è äûõàíèÿ ñâîáîä-
íî áåãóùèõ ìëåêîïèòàþùèõ. Âåðõíÿÿ êðèâàÿ ïîêàçûâàåò ìîìåíò ïî-

ñòàíîâêè êîíå÷íîñòè (ïðàâîé ïåðåäíåé íîãè ó ëîøàäè è ïðàâîé íîãè

ó ÷åëîâåêà). Íèæíÿÿ êðèâàÿ � ýòî äûõàíèå, çàïèñàííîå ñ ïîìîùüþ

ìèêðîôîíà, ðàñïîëîæåííîãî â ìàñêå íà ëèöå. (a) Ëîøàäü â ãàëîïå. (b)

×åëîâåê â ìîìåíò ñìåíû ðåæèìà 4 : 1 íà ðåæèì 2 : 1. Ãîðèçîíòàëüíûå

îòðåçêè îáîçíà÷àþò âðåìåííîé ìàñøòàá (2 ñ). Âîñïðîèçâåäåíî ñ ðàç-

ðåøåíèåì èç Bramble and Carrier, Science, Vol. 219, 1983, pp. 251�256.

Copyright 1983 American Association for the Advancement of Science.
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4.4.3 Çàõâàò êîëåáàíèé òóáóëÿðíîãî äàâëåíèÿ â
íåôðîíàõ

Îáçîð ýôôåêòîâ ñèíõðîíèçàöèè, ñâÿçàííûõ ñ ðåãóëÿöèåé ïî÷å÷-

íîãî êðîâîòîêà, ïðèâåäåí â [Yip and Holstein-Rathlou 1996]. Íîð-

ìàëüíîå ôóíêöèîíèðîâàíèå ïî÷åê òðåáóåò ïîñòîÿííîãî êðîâîòî-

êà. Ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì ìåõàíèçìîì îáðàòíîé ñâÿçè

(tubuloglomerular feedback), êîòîðûé äåéñòâóåò íà óðîâíå îòäåëüíûõ

íåôðîíîâ; ýòà ðåãóëÿöèÿ ÷àñòî ïðèâîäèò ê âîçáóæäåíèþ êîëåáàíèé.

Âîçíèêàþùèå êîëåáàíèÿ àâòîíîìíû è íåçàâèñèìû îò ñåðäå÷íîãî

è äûõàòåëüíîãî ðèòìîâ. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîñåäíèå

íåôðîíû, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîé è òîé æå êîðòèêàëüíîé ðàäèàëü-

íîé àðòåðèè îáû÷íî ñèíõðîíèçóþò ñâîè êîëåáàíèÿ. Áûëà âûñêàçàíà

ãèïîòåçà, ÷òî íåôðîíû âçàèìîäåéñòâóþò çà ñ÷åò ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ñèãíàëà îò ñèñòåìû îáðàòíîé ñâÿçè âäîëü ñîñóäèñòîé ñåòè ïðåäãëî-

ìåðóëÿðíîé îáëàñòè.

Âîçìîæíî, ÷òî ÿâëåíèå çàõâàòà ëåæèò â îñíîâå ðåçîíàíñà, íà-

áëþäàâøåãîñÿ â ïî÷å÷íîì êðîâîòîêå, êîãäà àðòåðèàëüíîå äàâëåíèå

êîëåáàòåëüíî èçìåíÿëîñü ñ ÷àñòîòîé, áëèçêîé ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå

èíäèâèäóàëüíûõ íåôðîíîâ. Â ýòîé ñèòóàöèè àâòîðåãóëÿöèÿ â ïî÷êå

îòñóòñòâóåò. Âìåñòî ýòîãî ìîãóò áûòü îáíàðóæåíû ñèëüíûå êîëå-

áàíèÿ ïî÷å÷íîãî êðîâîòîêà è òóáóëÿðíîãî äàâëåíèÿ, ñèíõðîííûå ñ

âíåøíåé ñèëîé. Íàèáîëåå âåðîÿòíî, ÷òî ïðè÷èíà ýòîìó � èíäóöè-

ðîâàííàÿ ñèíõðîííîñòü íåôðîíîâ â ïî÷êå [Yip and Holstein-Rathlou

1996].

4.4.4 Êëåòî÷íûå ïîïóëÿöèè

Áðîäñêèé [1997] ïðèâîäèò îáçîð ìíîãèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò ïî

èçó÷åíèþ ðèòìîâ êëåòî÷íûõ ïîïóëÿöèé. Â ÷àñòíîñòè, â êëåòî÷íûõ

êóëüòóðàõ íàáëþäàëèñü îêîëî÷àñîâûå ðèòìû ñèíòåçà áåëêà. Áûë

ñäåëàí âûâîä, ÷òî ýòè ðèòìû âîçíèêàþò çà ñ÷åò ñèíõðîíèçàöèè

êîëåáàíèé ìíîãèõ êëåòîê, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷åðåç îáùóþ ñðåäó

(ò.å. ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ); êîíêðåòíûå ìåõàíèçìû òàêîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ òàêæå îáñóæäàëèñü Áðîäñêèì. Ìèòþøèí è äð. [1967] èç-

ó÷àëè èçìåíåíèå ðàçìåðà êëåòî÷íûõ ÿäåð àñöèòíîé êàðöèíîìû Ýð-

ëèõà. Îíè îáíàðóæèëè, ÷òî â ýòîé ïîïóëÿöèè åñòü ãðóïïû ñèíõðîííî

ïóëüñèðóþùèõ êëåòîê.

Vasiliev et al. [1966] îáíàðóæèëè, ÷òî äëÿ êëåòî÷íûõ êîìïëåê-

ñîâ (ãðóïï íåñêîëüêèõ êîíòàêòèðóþùèõ êëåòîê) ìûøèíîé àñöèò-

íîé ãåïàòîìû õàðàêòåðíà ëèáî ïîëíàÿ ñèíõðîííîñòü â ïðîõîæäåíèè
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ìèòîòè÷åñêîãî öèêëà, ëèáî ñóùåñòâåííàÿ àñèíõðîííîñòü. Àâòîðû

ïîä÷åðêèâàþò, ¾÷òî ýòà ñèíõðîííîñòü ñòîëü òî÷íà, ÷òî åñòåñòâåííî

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíà ïîääåðæèâàåòñÿ íåêîòîðûì âçàèìîäåéñòâèåì

êîíòàêòèðóþùèõ êëåòîê, ïðîòèâîäåéñòâóþùèì ñëó÷àéíûì ôëóêòó-

àöèÿì öèêëà¿. Îíè ñäåëàëè âûâîä, ÷òî ñèíõðîííîñòü ìèòîçà ìîæåò

èãðàòü âàæíóþ ðîëü â ðàçâèòèè òêàíåâîé àíàïëàçèè (èçìåíåíèè êëå-

òî÷íîé ìîðôîëîãèè), õàðàêòåðíîé äëÿ çëîêà÷åñòâåííûõ îïóõîëåé.

Âîçìîæíûé ìåõàíèçì ñèíõðîíèçàöèè êëåòî÷íûõ öèêëîâ îáñóæäàåò-

ñÿ â ðàáîòå [Polezhaev and Volkov 1981].

Milan et al. [1996] îáíàðóæèëè, ÷òî â èçìåíÿþùèõñÿ â ïðîöåññå

ìåòàìîðôîçà êðûëîâûõ äèñêàõ ôðóêòîâîé ìóøêè Drosophila ïðî-

õîæäåíèå ÷åðåç êëåòî÷íûé öèêë ïðîèñõîäèò â êëàñòåðàõ êëåòîê,

ñèíõðîíèçîâàííûõ â îäíîé è òîé æå ôàçå êëåòî÷íîãî öèêëà. (Ïîä-

÷åðêèâàåòñÿ, ÷òî ýòè êëàñòåðû � íåêëîíàëüíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, ò.å.

êëåòêè, ïðèíàäëåæàùèå ýòèì êëàñòåðàì, ÿâëÿþòñÿ ïîòîìñòâîì ðàç-

ëè÷íûõ êëåòîê.)

Ñèíõðîíèçàöèÿ â êóëüòóðàõ ñïîíòàííî ñîêðàùàþùèõñÿ êëåòîê

æåëóäî÷êà ñåðäöà èçó÷àëàñü â ðàáîòå [Soen et al. 1999]. Íàáëþäàëîñü,

÷òî ïîâåäåíèå àíñàìáëÿ ÷àñòî ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêèõ ñîêðàùå-

íèé, ñèíõðîíèçóþùèõñÿ â ïîëå âèäèìîñòè. Òåì íå ìåíåå, äîñòàòî÷íî

äëèííûå çàïèñè âûÿâëÿþò ñëîæíûå íàðóøåíèÿ ðèòìà.

4.4.5 Ñèíõðîíèçàöèÿ êîëåáàíèé ñèñòåì
õèùíèê�æåðòâà

Êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñòè âèäîâ � õîðîøî èçâåñòíîå â ýêîëîãèè ÿâëå-

íèå. Îäèí èç íàèáîëåå èçó÷åííûõ ïðèìåðîâ � ýòî ÷èñëåííîñòü çàéöåâ

è ðûñåé â Êàíàäå (êàíàäñêèé ìåõîâîé öèêë, ñì. ðèñ. 1.14 è åãî îáñó-

æäåíèå, à òàêæå ðàáîòû [Elton and Nicholson 1942; Blasius et al. 1999]

è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè). Óäèâèòåëüíî, ÷òî êîëåáàíèÿ ÷èñëåííî-

ñòè âèäîâ â ðàçëè÷íûõ ðåãèîíàõ Êàíàäû èäåàëüíî ñèíõðîíèçîâàíû

ïî ôàçå, õîòÿ èõ àìïëèòóäû íåðåãóëÿðíû è îñòàþòñÿ äîâîëüíî ðàç-

ëè÷íûìè (ðèñ. 4.29). Blasius et al. [1999] ïðåäïîëîæèëè, ÷òî íåðå-

ãóëÿðíîñòü àìïëèòóä ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â

ñèñòåìå õèùíèê�æåðòâà, à âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïîïóëÿöèÿìè â

ñîñåäíèõ îáëàñòÿõ ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ìèãðàöèè æèâîòíûõ. Îíè îáú-

ÿñíÿëè íàáëþäàåìîå ÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèåé â ðåøåòêå ñâÿçàííûõ

õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ.
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4.4.6 Ñèíõðîíèçàöèÿ â íåéðîííûõ ñèñòåìàõ

Èññëåäîâàíèå ñèíõðîíèçàöèè â áîëüøèõ àíñàìáëÿõ íåéðîíîâ ñòà-

íîâèòñÿ âàæíîé ïðîáëåìîé íåéðîáèîëîãèè; ìû íå ïðèâîäèì çäåñü
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Ðèñ. 4.29. Çàâèñèìîñòü ÷èñëåííîñòè ðûñåé â äåâÿòè ðåãèîíàõ Êàíàäû
îò âðåìåíè. Ãðàôèê ïîñòðîåí ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ èç [Elton and

Nicholson 1942].

–

–

Ðèñ. 4.30. Ñèíõðîíèçàöèÿ ìåäëåííûõ êîëåáàíèé ìåìáðàííîãî ïîòåí-

öèàëà íåéðîíîâ ïîëîñàòîãî òåëà. Îòìåòèì, ÷òî ãåíåðàöèÿ ñïàéêîâ

(êîðîòêèõ èìïóëüñîâ áîëüøîé àìïëèòóäû, íàëîæåííûõ íà ìåäëåííûå

êîëåáàíèÿ) íå ñèíõðîííà. Âîñïðîèçâåäåíî ñ ðàçðåøåíèåì èç Nature

[Stern et al. 1998]. Copyright 1998 Macmillan Magazines Limited.
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îáçîðà èññëåäîâàíèé â äàííîé îáëàñòè, à ïðîñòî óïîìèíàåì îñíîâíûå

ýôôåêòû è ïðèâîäèì íåêîòîðûå ññûëêè.

Ýôôåêòû ñèíõðîíèçàöèè ñâÿçàíû ñ íåñêîëüêèìè öåíòðàëüíûìè

ïðîáëåìàìè íåéðîáèîëîãèè (ñì., íàïðèìåð, [Singer and Gray 1995;

Singer 1999]). Òàê, ïî-âèäèìîìó, ñèíõðîíèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëü-

íûì ìåõàíèçìîì îáðàáîòêè èíôîðìàöèè íåéðîíàìè â ðàçëè÷íûõ

îáëàñòÿõ ìîçãà, à òàêæå êîììóíèêàöèè ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ íà æèâîòíûõ óêàçûâàþò, ÷òî ñèíõðîíèçà-

öèÿ íåéðîííîé àêòèâíîñòè çðèòåëüíîé êîðû, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ

îòâåòñòâåííîé çà ñâÿçûâàíèå (binding) ðàçëè÷íûõ, íî èìåþùèõ äðóã

ê äðóãó îòíîøåíèå çðèòåëüíûõ ÷åðò, â çðèòåëüíûé îáðàç, êîòîðûé

ðàñïîçíàåòñÿ êàê åäèíîå öåëîå (ñì. [Gray et al. 1989; Singer and Gray

1995] è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè). Äàëüíåéøèì ñâèäåòåëüñòâîì ÿâëÿ-

åòñÿ òî, ÷òî ñèíõðîíèçàöèÿ êîëåáàòåëüíîé àêòèâíîñòè â ñåíñîðíî-

äâèãàòåëüíîé êîðå ìîæåò ñëóæèòü äëÿ èíòåãðàöèè è êîîðäèíàöèè

èíôîðìàöèè, ëåæàùåé â îñíîâå óïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿìè [MacKay

1997].

Ñèíõðîíèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì, êîòîðûé ïîääåðæèâàåò òà-

êèå æèçíåííî âàæíûå ðèòìû, êàê äûõàíèå. Koshiya and Smith [1999]

ïîêàçàëè, ÷òî ýòîò ðèòì ãåíåðèðóåòñÿ ñåòüþ ñèíàïòè÷åñêè ñâÿçàí-

íûõ ïåéñìåêåðíûõ íåéðîíîâ â íèæíåé ÷àñòè ñòâîëà ìîçãà. (Åñëè

ñâÿçü áûëà íàðóøåíà ôàðìàêîëîãè÷åñêîé áëîêàäîé ñèíàïòè÷åñêîãî

ïðîâåäåíèÿ, òî íåéðîíû ïðîäîëæàëè ãåíåðèðîâàòü ðèòìè÷åñêè, íî

íå ñèíõðîííî.) Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèíõðîíèçàöèÿ îòâåòñòâåííà çà

ãåíåðàöèþ ïàòîëîãè÷åñêîãî òðåìîðà [Freund 1983; Elble and Koller

1990] è èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òàêèõ ñåðüåçíûõ íåéðîëîãè÷åñêèõ

çàáîëåâàíèÿõ êàê ýïèëåïñèÿ [Engel and Pedley 1975].

Ñèíõðîííàÿ ãåíåðàöèÿ ñïàéêîâ ìíîãèìè íåéðîíàìè ïðèâîäèò ê

ïîÿâëåíèþ èçìåðèìûõ ôëóêòóàöèé ñèãíàëà ýëåêòðîýíöåôàëîãðàì-

ìû (ÝÝÃ). Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ÝÝÃ ïîêàçûâàåò, ÷òî íåéðîíû ìî-

ãóò îñöèëëèðîâàòü ñèíõðîííî â ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíàõ

(îò ìåíåå ÷åì 2 äî áîëåå ÷åì 60 Ãö) [Singer 1999]. Îäíîâðåìåííàÿ

ãåíåðàöèÿ ñïàéêîâ íåéðîííîé ïîïóëÿöèåé � ýòî òèïîâîé îòâåò íà

ðàçëè÷íûå ñòèìóëû: âèçóàëüíûå [Gray et al. 1989], îáîíÿòåëüíûå

[Stopfer et al. 1997] èëè òàêòèëüíûå [Steinmetz et al. 2000].

Äðóãîé òèï ñèíõðîíèçàöèè íåéðîíîâ áûë îïèñàí â [Stern et al.

1998]. Îíè çàïèñàëè ìåìáðàííûé ïîòåíöèàë íåéðîíîâ ïîëîñàòîãî

òåëà â àíåñòåçèðîâàííûõ æèâîòíûõ in vivo. Ïîòåíöèàë ôëóêòóèðóåò

ìåæäó äâóìÿ ïîäïîðîãîâûìè ñîñòîÿíèÿìè, è âî âðåìÿ ¾âåðõíåãî¿

ñîñòîÿíèÿ íåéðîí ãåíåðèðóåò ñïàéêè (ðèñ. 4.30). Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî

ìåäëåííûå êîëåáàíèÿ ñèíõðîííû, â òî âðåìÿ êàê ãåíåðàöèÿ ñïàéêîâ
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� àñèíõðîííà; ìîìåíòû ãåíåðàöèè ñïàéêîâ îïðåäåëÿþòñÿ øóìîâûìè

ôëóêòóàöèÿìè âî âðåìÿ ¾âåðõíåãî¿ ñîñòîÿíèÿ. (Ñõîäíûå ðåæèìû

íàáëþäàëèñü â ðàáîòå [Elson et al. 1998] â ýêñïåðèìåíòàõ ñ äâóìÿ

ñâÿçàííûìè íåéðîíàìè èç ñòîìàòîãàñòðè÷åñêîãî ãàíãëèÿ îìàðà.)

Stern et al. [1998] îòìåòèëè, ÷òî ìåäëåííûå íåîäíîðîäíûå ôëóêòóà-

öèè ¾ââåðõ�âíèç¿ â êëåòêàõ êîðû êîððåëèðóþò ñ ìåäëåííûì (�1 Ãö)
ðèòìîì ÝÝÃ âî âðåìÿ ñíà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ôëóêòóàöèè çàâè-

ñÿò îò óðîâíÿ àíåñòåçèè. Ñ óìåíüøåíèåì óðîâíÿ àíåñòåçèè ìåäëåí-

íûå ôëóêòóàöèè ðàçëè÷íûõ íåéðîíîâ êîðû ñòàíîâÿòñÿ â ìåíüøåé

ñòåïåíè ñèíõðîíèçîâàííûìè, è ìåäëåííûé ðèòì ÝÝÃ ñòàíîâèòñÿ âñå

áîëåå è áîëåå ñëàáûì, ïîêà íå ïðîïàäàåò ñîâñåì, õîòÿ êîëåáàíèÿ èí-

äèâèäóàëüíûõ íåéðîíîâ âñå åùå ïðîäîëæàþòñÿ (ñì. [Stern et al. 1998]

è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè). Îòìåòèì, ÷òî â íàøåé òåðìèíîëîãèè ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî àíåñòåçèÿ íàðóøàåò ñâÿçü ìåæäó èíäèâèäóàëüíûìè îñ-

öèëëÿòîðàìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå ïîëå (ìåäëåííûé ðèòì ÝÝÃ)

óìåíüøàåòñÿ.
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ñèñòåì

Â ýòîé ãëàâå ìû îïèøåì ñèíõðîíèçàöèþ â õàîòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Ìû

íà÷íåì ñ êðàòêîãî îïèñàíèÿ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé â äèññèïàòèâ-

íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, îáðàùàÿ îñîáîå âíèìàíèå íà ñâîéñòâà,

âàæíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè. Çàòåì ìû

îïèøåì ðàçëè÷íûå òèïû ñèíõðîíèçàöèè: ôàçîâóþ, ïîëíóþ, îáîáùåí-

íóþ è ò.ä. Ïðè èçó÷åíèè ýòèõ ÿâëåíèé ÷àñòî îáðàùàþòñÿ ê ÷èñëåí-

íîìó ìîäåëèðîâàíèþ, ïîýòîìó äëÿ èëëþñòðàöèè ìû îáû÷íî áóäåì

èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ; áóäóò, îäíàêî, ïðåäñòàâëåíû è

ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Ãäå òîëüêî âîçìîæíî, ìû ïîñòàðàåìñÿ

ïðîñëåäèòü àíàëîãèþ ñ ñèíõðîíèçàöèåé ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáà-

íèé.

5.1 Õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

Îäíèì èç ñàìûõ âàæíûõ äîñòèæåíèé íåëèíåéíîé äèíàìèêè ïîñëåä-

íèõ äåñÿòèëåòèé áûëî îòêðûòèå ñëîæíûõ, õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé

â ïðîñòûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåìàõ. Òåïåðü ýòî ÿâëåíèå ïîäðîáíî

èññëåäîâàíî è âîøëî â ïðîãðàììó ñòàðøèõ êëàññîâ øêîëû è ïåðâûõ

êóðñîâ èíñòèòóòà; òåì íå ìåíåå, ââåäåíèå â ýòó òåìàòèêó ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ íå ëèøíèì. Òåðìèí ¾õàîñ¿ îçíà÷àåò, ÷òî íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ

âðåìåíè ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðåäñêàçàòü íåëüçÿ, äàæå

åñëè ïàðàìåòðû ñèñòåìû íå ôëóêòóèðóþò è ñèñòåìà íå ïîäâåðæå-
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íà äåéñòâèþ øóìà. Íåðåãóëÿðíîñòü è íåïðåäñêàçóåìîñòü âûòåêàþò

íåïîñðåäñòâåííî èç âíóòðåííèõ ñâîéñòâ äåòåðìèíèðîâàííîé äèíà-

ìèêè ñèñòåìû, õîòÿ íà ïåðâûé âçãëÿä ýòî óòâåðæäåíèå âûãëÿäèò

ïðîòèâîðå÷èâûì. Ïðè ïðåäñòàâëåíèè õàîòè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé â

äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî èì

ñîîòâåòñòâóåò íå òàêîé ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, êàê ïðåäåëü-

íûé öèêë, à äîâîëüíî ñëîæíîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå ñòðàííûì

àòòðàêòîðîì (â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ïðåäåëüíîìó öèêëó � ïðîñòîìó

àòòðàêòîðó).

5.1.1 Ïðèìåð: ìîäåëü Ëîðåíöà

Â 1963 ìåòåîðîëîã Ýä Ëîðåíö îïóáëèêîâàë ñâîþ çíàìåíèòóþ ðàáîòó,

â êîòîðîé ñòðàííûé àòòðàêòîð áûë íàéäåí ïðè ÷èñëåííîì èññëåäî-

âàíèè òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè. Ê ñ÷àñòüþ, èìååòñÿ ïðîñòàÿ ôèçè÷å-

ñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ìîäåëè Ëîðåíöà � êîíâåêöèÿ â âåðòèêàëüíîì îáðó÷å

[Gorman et al. 1984, 1986], ñì. ðèñ. 5.1. Æèäêîñòü ïîäîãðåâàåòñÿ ñíè-

çó, è ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîì ïîäîãðåâå âîçíèêàåò êîíâåêöèÿ. Âáëèçè

ïîðîãà åå âîçíèêíîâåíèÿ äâèæåíèå ñòàöèîíàðíî, ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî-

ñòüþ V . ßñíî, ÷òî âñëåäñòâèå ñèììåòðèè äâèæåíèå âîçìîæíî êàê ïî

÷àñîâîé ñòðåëêå, òàê è â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Ïðè óâåëè-

÷åíèè ïîäîãðåâà ñòàöèîíàðíîå âðàùåíèå ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì

è ïðîèñõîäÿò ïåðåêëþ÷åíèÿ íàïðàâëåíèÿ êîíâåêòèâíîãî äâèæåíèÿ.

Áîëåå òîãî, ýòè ïåðåêëþ÷åíèÿ íå ðåãóëÿðíû è íå ïîâòîðÿþòñÿ: äâè-

æåíèå íå ïåðèîäè÷íî, à õàîòè÷íî.

3

V
T1

T2

T

T4

Ðèñ. 5.1. Êîíâåêöèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â òîíêîì ïîäîãðåâàåìîì ñíèçó

îáðó÷å õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé Ëîðåíöà.
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Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ õàîñà íóæíî ñîñòàâèòü ìîäåëü � ñè-

ñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äî ñèõ ïîð ìû

ðàññìàòðèâàëè òîëüêî ñèñòåìû íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ò.å. ñ äâóìÿ

íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Äâà � ýòî ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü

äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà, íî åå íåäîñòàòî÷íî äëÿ õàî-

òè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Ïîñêîëüêó òðàåêòîðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

íå ïåðåñåêàþòñÿ (ýòî ïðîòèâîðå÷èëî áû äåòåðìèíèçìó � ÷åðåç äàí-

íóþ òî÷êó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæåò ïðîõîäèòü òîëüêî îäíà òðà-

åêòîðèÿ), íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ÷òî-òî áîëåå

ñëîæíîå, ÷åì ïðåäåëüíûé öèêë. Õàîòè÷åñêàÿ ìîäåëü äîëæíà áûòü

ïî êðàéíåé ìåðå òðåõìåðíîé, ò.å. ñîñòîÿíèå îñöèëëÿòîðà äîëæíî

çàäàâàòüñÿ òðåìÿ êîîðäèíàòàìè. Ìîäåëü Ëîðåíöà êàê ðàç è îïèñû-

âàåòñÿ òðåìÿ ïåðåìåííûìè x; y; z, èìåþùèìè ñëåäóþùåå ôèçè÷åñêîå

çíà÷åíèå: x ïðîïîðöèîíàëüíî ãîðèçîíòàëüíîé ðàçíîñòè òåìïåðàòóð

T3 � T1; y ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè ïîòîêà V ; z ïðîïîðöèîíàëüíî

âåðòèêàëüíîé ðàçíîñòè òåìïåðàòóð T4 � T2. Ñëåäóÿ çàãîëîâêó ýòîé

÷àñòè, ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü çäåñü ñàìè óðàâíåíèÿ (ñì. ÷àñòü II,

óðàâíåíèÿ (10.4)), à ïðîñòî èçîáðàçèì íà ðèñ. 5.2 ïîëó÷åííîå ÷èñëåí-

íî ðåøåíèå. Çàâèñèìîñòè âñåõ ïåðåìåííûõ îò âðåìåíè ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé íåðåãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ìåæäó êîíâåêòèâ-

íûìè äâèæåíèÿìè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå (îòðèöàòåëüíûå y) è ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè (ïîëîæèòåëüíûå y).

Ìû âçÿëè ìîäåëü Ëîðåíöà êàê ïðåäñòàâèòåëüíûé ïðèìåð õàîòè÷å-

ñêèõ êîëåáàíèé. Åñòü ìíîãî äðóãèõ ñèñòåì (íàïðèìåð, ýëåêòðîííûå

ñõåìû, ëàçåðû, õèìè÷åñêèå ðåàêöèè), êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò õàîñ

è ìîãóò áûòü îïèñàíû ïðîñòûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè;

èõ îïèñàíèÿ ìîæíî íàéòè â ìíîãî÷èñëåííûõ êíèãàõ î õàîñå, ñì.

ññûëêè â ðàçäåëå 1.4. Áîëåå òîãî, ïðè íàáëþäåíèè ìíîãèõ åñòåñòâåí-

íûõ ïðîöåññîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îíè ïîðîæäåíû õàîòè÷å-

ñêîé äèíàìèêîé, ñì. ïðèìåðû â [Kantz and Schreiber 1997].

Òàê æå êàê è â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé, âàæíî ðàçëè÷àòü

àâòîêîëåáàíèÿ è âûíóæäåííûå äâèæåíèÿ. Õàîòè÷åñêèå àâòîêîëåáà-

íèÿ îïèñûâàþòñÿ àâòîíîìíûìè óðàâíåíèÿìè, ïîýòîìó âñå ìîìåíòû

âðåìåíè ýêâèâàëåíòíû. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíè îáëàäàþò íåïðå-

ðûâíîé ñèììåòðèåé ïî âðåìåíè (â ñìûñëå íåçàâèñèìîñòè äèíàìèêè

îò ñäâèãà âðåìåíè). Åñòü ìíîãî ïðèìåðîâ õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé â

íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé, îíè îïèñû-

âàþòñÿ íåàâòîíîìíûìè óðàâíåíèÿìè. Ñèëà â ýòîì ñëó÷àå íàðóøàåò

íåïðåðûâíóþ ñèììåòðèþ ïî âðåìåíè è äåëàåò åå äèñêðåòíîé (òîëüêî

ìîìåíòû âðåìåíè, ðàçëè÷àþùèåñÿ íà ïåðèîä èëè íåñêîëüêî ïåðèîäîâ

âíåøíåé ñèëû, ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó), ñì. òàêæå àíàëîãè÷íîå
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îáñóæäåíèå äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ðàçäåëå 2.3.2. Äðóãîé

ïîïóëÿðíûé êëàññ õàîòè÷åñêèõ ìîäåëåé � îòîáðàæåíèÿ � â ýòîì ñìû-

ñëå ýêâèâàëåíòåí ñèñòåìàì ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé. Çäåñü ñèììåòðèÿ

ïî âðåìåíè î÷åâèäíûì îáðàçîì äèñêðåòíà, òàê êàê äèñêðåòíî ñàìî

âðåìÿ. Äëÿ ìíîãèõ ñâîéñòâ õàîñà, â ÷àñòíîñòè äëÿ ÿâëåíèÿ ïîëíîé

ñèíõðîíèçàöèè (ðàçäåë 5.3), ðàçëè÷èå ìåæäó àâòîêîëåáàòåëüíûìè

è âûíóæäåííûìè ñèñòåìàìè íå ñóùåñòâåííî. Îäíàêî äëÿ ôàçîâîé

ñèíõðîíèçàöèè õàîñà (ðàçäåë 5.2) îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøàþùèì.

5.1.2 ×óâñòâèòåëüíîñòü ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

Íåðåãóëÿðíîñòü õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé âîâñå íå îçíà÷àåò èõ ïîëíóþ

íåïðåäñêàçóåìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, êðèâûå íà ðèñ. 5.2b âûãëÿäÿò

âïîëíå ïðåäñêàçóåìî íà êîðîòêèõ (ìåíüøå õàðàêòåðíîãî ïåðèîäà)

èíòåðâàëàõ âðåìåíè; ýòî ñëåäóåò èç ðåãóëÿðíîñòè êîëåáàòåëüíûõ

ñòðóêòóð íà ðèñ. 5.2a. Ýòî ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ äåòåðìèíèðîâàí-

íîñòüþ ïðîöåññà: åñëè ñîñòîÿíèå x; y; z èçâåñòíî â ìîìåíò âðåìåíè
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Ðèñ. 5.2. Äèíàìèêà ñèñòåìû Ëîðåíöà (ñì. óðàâíåíèÿ (10.4)). (a) Ïðî-

åêöèè ôàçîâîãî ïîðòðåòà íà ïëîñêîñòè (x; y) è (x; z). Îòìåòèì ñèììå-

òðèþ x! �x, y ! �y. (b) Çàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ x; y; z îò âðåìåíè
(ñïëîøíûå ëèíèè). Íà ýòîì ðèñóíêå òàêæå èëëþñòðèðóåòñÿ ÷óâñòâè-

òåëüíîñòü ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì: ïðè t = 25 ê ïåðåìåííîé x äîáàâëåíî

âîçìóùåíèå 10�4. Âîçìóùåííîå ðåøåíèå ïîêàçàíî ïóíêòèðîì, î÷åíü

ñêîðî îíî íà÷èíàåò îòëè÷àòüñÿ îò èñõîäíîãî è äåìîíñòðèðóåò äðóãóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîëåáàíèé.
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t = 0 ñ àáñîëþòíîé òî÷íîñòüþ, òî ñîñòîÿíèÿ âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè

t > 0 îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Ýòè ñîñòîÿíèÿ çàäàþòñÿ ðåøåíèåì

ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé; íà ïðàêòèêå

äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû. Äëÿ ïîâåäå-

íèÿ õàîòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì õàðàêòåðíî ñëåäóþùåå: îíî

÷óâñòâèòåëüíî çàâèñèò îò ìàëûõ âîçìóùåíèé íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âçÿòü äâå áëèçêèå òî÷êè â ôàçîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå è ñëåäèòü çà èõ ýâîëþöèåé, òî ôàçîâûå òðàåêòîðèè, âûõîäÿ-

ùèå èç ýòèõ òî÷åê, â êîíöå êîíöîâ ðàñõîäÿòñÿ (ðèñ. 5.2b). Äðóãèìè

ñëîâàìè, äàæå åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå õàîòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

èçâåñòíî ñ áîëüøîé, íî êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ, äàëüíåéøåå ïîâåäåíèå

ìîæíî ïðåäñêàçàòü òîëüêî íà êîíå÷íîì, çàâèñÿùåì îò òî÷íîñòè,

èíòåðâàëå âðåìåíè, íî íå íà á�îëüøèõ âðåìåíàõ.

Ýòà ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñâîéñòâåííà êàæäîé òî÷êå òðàåêòîðèè, ÷òî

îçíà÷àåò íåóñòîé÷èâîñòü âñåõ äâèæåíèé íà ñòðàííîì àòòðàêòîðå.

Êîëè÷åñòâåííî íåóñòîé÷èâîñòü èçìåðÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ëÿïó-

íîâñêèì ïîêàçàòåëåì. Îáðàòíàÿ ê íåìó âåëè÷èíà åñòü õàðàêòåð-

íîå âðåìÿ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè; âîçìóùåíèå ïðèáëèçèòåëüíî

óäâàèâàåòñÿ íà ýòîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Íà ðèñ. 5.3 ìû äåìîíñòðè-

ðóåì, êàê èç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñëåäóåò íåðåãóëÿðíîñòü. Âî-ïåðâûõ,

ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî óñòàíîâèâøèåñÿ (âîçâðàùàþùèåñÿ) ñîñòî-

ÿíèÿ, ò.å. òå, êîòîðûå êîãäà-íèáóäü ïîâòîðÿþòñÿ. Ïóñòü òàêîå ñî-

ñòîÿíèå 1 ïîñëå íåêîòîðîé ýâîëþöèè ïðèìåðíî ïîâòîðÿåòñÿ, ïðèäÿ

â áëèçêîå ñîñòîÿíèå 2. Ýòî ñîñåäíåå ñîñòîÿíèå ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê âîçìóùåíèå èñõîäíîãî. Èç-çà íåóñòîé÷èâîñòè, ýâîëþöèÿ

ñîñòîÿíèÿ 2 áóäåò âñå áîëåå è áîëåå îòëè÷àòüñÿ îò ýâîëþöèè ñîñòî-

1
2

Ðèñ. 5.3. Èëëþñòðàöèÿ ñâÿçè íåóñòîé÷èâîñòè òðàåêòîðèé è íåðåãóëÿð-
íîñòè: õîòÿ ñîñòîÿíèå 1 ïî÷òè ïîâòîðÿåòñÿ â ñîñòîÿíèè 2, â êîíöå êîí-

öîâ îíè ðàñõîäÿòñÿ, òàê ÷òî ëþáîå ïîâòîðåíèå îêàçûâàåòñÿ âð�åìåííûì.
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ÿíèÿ 1.1 Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ïîâòîðÿåìîñòü ñîñòîÿíèé ñèñòåìû �

âð�åìåííàÿ, ðåãóëÿðíûå ïîâòîðåíèÿ îïðåäåëåííûõ ñòðóêòóð äèíàìè-

êè íåâîçìîæíû. Èç íåóñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò è ïåðåìåøèâàíèå íà õàî-

òè÷åñêèõ àòòðàêòîðàõ: åñëè âûáðàòü ìíîæåñòâî áëèçêèõ íà÷àëüíûõ

óñëîâèé, òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ (îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîå íàè-

áîëüøåìó ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ) ýòè òî÷êè áóäóò ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåíû ïî âñåìó àòòðàêòîðó.2

Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèé ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü áîëåå ïîäðîá-

íî. Â ñàìîì äåëå, ìàëûå âîçìóùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ â ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå ìîãóò âîçíèêàòü ïî âñåì âîçìîæíûì íàïðàâëåíèÿì. ×èñëî

íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò èõ ëèíåéíîé ýâîëþöèè â òî÷íîñòè ðàâíî

÷èñëó íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, è äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ìîæíî

îïðåäåëèòü èíêðåìåíò (äåêðåìåíò) íåóñòîé÷èâîñòè (óñòîé÷èâîñòè);

ýòè èíêðåìåíòû íàçûâàþò ëÿïóíîâñêèìè ïîêàçàòåëÿìè. Â ìîäåëè

Ëîðåíöà òðè ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëÿ, ïîñêîëüêó ÷èñëî ïåðåìåííûõ

ðàâíî òðåì.3 Ó õàîòè÷åñêîé òðåõìåðíîé ñèñòåìû îäèí ïîêàçàòåëü

ïîëîæèòåëåí (îí îòâå÷àåò îïèñàííîé âûøå ÷óâñòâèòåëüíîñòè), îäèí

îòðèöàòåëåí (îí îòâå÷àåò ñâîéñòâó àòòðàêòîðà ïðèòÿãèâàòü áëèçëå-

1 Â óñòîé÷èâîì ñëó÷àå òðàåêòîðèè, âûõîäÿùèå èç 1 è 2, ïîäõîäÿò âñå

áëèæå äðóã ê äðóãó, ÷òî ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ

óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà â èõ îêðåñòíîñòè.
2 Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âðåìÿ ïåðåìåøèâàíèÿ ìîæåò áûòü ãîðàçäî

á�îëüøèì, ÷òî ñâÿçàíî ñî ñëàáîé äèôôóçèåé ïî ôàçå, ñì. ðàçäåë 5.2.1.
3 ÓM -ìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû èìååòñÿM ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé.

3

1

2

Ðèñ. 5.4. Íàðàñòàþùåå, óáûâàþùåå è íåéòðàëüíîå âîçìóùåíèÿ â õàî-
òè÷åñêîé ñèñòåìå. Ñîñòîÿíèå â òðåõìåðíîé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìå (ñèì-

âîë Æ) âîçìóùåíî ïî îäíîìó èç òðåõ íàïðàâëåíèé â ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå (ñèìâîë �). Íåâîçìóùåííàÿ òðàåêòîðèÿ ïîêàçàíà ñïëîøíîé

ëèíèåé. Âîçìóùåíèå 1 ðàñòåò, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ (øòðèõî-

âàÿ ëèíèÿ) îòõîäèò îò èñõîäíîé. Âîçìóùåíèå 2 óáûâàåò: òðàåêòîðèÿ

(ïóíêòèð) ïîäõîäèò ê íåâîçìóùåííîé. Âîçìóùåíèå 3 ëåæèò íà ñàìîé

òðàåêòîðèè, îíî íå ðàñòåò è íå óáûâàåò.
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æàùèå òðàåêòîðèè), è îäèí â òî÷íîñòè ðàâåí íóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ñäâèãàì âäîëü òðàåêòîðèè � ÿñíî, ÷òî ýòè âîçìóùåíèÿ íå ðàñòóò

è íå óáûâàþò.4 Ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü õàîòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ïî-

êàçàíà íà ðèñ. 5.4. Íàïîìíèì ÷èòàòåëþ, ÷òî â ñëó÷àå óñòîé÷èâûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé îäèí ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ðàâåí

íóëþ, à îñòàëüíûå îòðèöàòåëüíû (ñð. ñ ðèñ. 2.6). Ïîñëåäíèå îòâå÷à-

þò ïðèòÿæåíèþ òðàåêòîðèé ê àòòðàêòîðó (ïðåäåëüíîìó öèêëó), â

òî âðåìÿ êàê íóëåâîé ïîêàçàòåëü ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó òî÷êè âäîëü

ïðåäåëüíîãî öèêëà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñäâèãó ôàçû àâòîêîëåáàíèé.

Ýòî äàåò îñíîâàíèå ââåñòè ïîíÿòèå ôàçû è äëÿ õàîòè÷åñêèõ êîëå-

áàíèé, îïðåäåëèâ åå êàê ïåðåìåííóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ íóëåâîìó

ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, êàê êîîðäèíàòó

âäîëü òðàåêòîðèè. Ìû ïîêàæåì, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äèíàìèêà

ôàçû ïðèâîäèò ê èíòåðåñíûì ýôôåêòàì, íàïðèìåð ê çàõâàòó ÷à-

ñòîòû õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Ìû íàçûâàåì ýòè ýôôåêòû ¾ôàçîâîé

ñèíõðîíèçàöèåé¿, ÷òîáû îòëè÷èòü îò äðóãèõ òèïîâ ñèíõðîíèçàöèè

õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå â ðàçäåëå 5.3.

5.2 Ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ
àâòîêîëåáàíèé

Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå íåêîòîðûå õàîòè÷åñêèå

àâòîêîëåáàíèÿ ìîæíî îïèñûâàòü â òåðìèíàõ çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè

ôàçû è ÷àñòîòû. Çàòåì áóäåò îáîñíîâàíà âîçìîæíîñòü ñèíõðîíèçà-

öèè òàêèõ êîëåáàíèé, ãäå ñèíõðîíèçàöèÿ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå çàõâà-

òà ÷àñòîò. Ìû ïîäðîáíî îáñóäèì çàõâàò ÷àñòîòû âíåøíèì ñèãíàëîì

è ïðîèëëþñòðèðóåì åãî íà ýêñïåðèìåíòàëüíîì ïðèìåðå.

5.2.1 Ôàçà è ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà õàîòè÷åñêèõ
àâòîêîëåáàíèé

Îïðåäåëåíèå ôàçû è ÷àñòîòû îñíîâàíî íà íàáëþäåíèè, ÷òî ìíîãèå

õàîòè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ âûãëÿäÿò êàê ïåðèîäè÷åñêèå, íî ñ íåðå-

4 Ñâîéñòâî èìåòü íóëåâîé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü âûïîëíÿåòñÿ äëÿ àâ-

òîíîìíûõ ñèñòåì, êîòîðûå èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâîëüíûì

ñäâèãàì âðåìåíè. Â ñëó÷àå ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé èëè â ñëó÷àå

îòîáðàæåíèé ñèñòåìà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé òîëüêî ïðè äèñêðåòíûõ ñäâè-

ãàõ âðåìåíè (íà ïåðèîä ñèëû èëè íà åäèíèöó âðåìåíè ñîîòâåòñòâåííî),

ïîýòîìó íåéòðàëüíûõ ìàëûõ âîçìóùåíèé âäîëü òðàåêòîðèè íåò, è â îá-

ùåì ñëó÷àå íóëåâîé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü îòñóòñòâóåò.
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ãóëÿðíîé ìîäóëÿöèåé. Íàïðèìåð, åñëè äëÿ ñèñòåìû Ëîðåíöà âçÿòü

êîîðäèíàòû z è u =
p
x2 + y2 (ýòî, ôàêòè÷åñêè, ñîîòâåòñòâóåò ñïå-

öèàëüíîé äâóìåðíîé ïðîåêöèè ôàçîâîãî ïîðòðåòà), òî òðàåêòîðèÿ

íà ïëîñêîñòè (z; u) áóäåò âûãëÿäåòü êàê ðàçìàçàííûé ïðåäåëüíûé

öèêë (ðèñ. 5.5a). Âðåìåíí�ûå çàâèñèìîñòè âåëè÷èí z è u íàïîìèíàþò

ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ èçìåíÿþùèìèñÿ ¾àìïëèòóäîé¿ è ¾ïåðè-

îäîì¿. Ñêîíöåíòðèðóåì íàøå âíèìàíèå íà ýòîé ïîñëåäíåé õàðàê-

òåðèñòèêå êîëåáàíèé. Ïîñêîëüêó ïðîöåññ íåðåãóëÿðíûé, òî ïåðèîä

íåëüçÿ îïðåäåëèòü òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

àâòîêîëåáàíèé.5 Âìåñòî ýòîãî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âðåìÿ ìåæäó

äâóìÿ ñõîæèìè ñîáûòèÿìè ïðîöåññà, íàïðèìåð, ìåæäó äâóìÿ ìàêñè-

ìóìàìè ïåðåìåííîé z. Â òåðìèíàõ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ýòî

ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ïî óñëî-

âèþ ìàêñèìóìà ïåðåìåííîé z è ðàññìîòðåíèå âðåìåí ìåæäó äâóìÿ

ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 5.5b).

Ýòè âðåìåíà âîçâðàòà íå ïîñòîÿííû: îíè çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ

ïåðåìåííîé íà ñåêóùåé. Ýòè çíà÷åíèÿ � õàîòè÷åñêèå, ïîýòîìó è

âðåìåíà âîçâðàòà íåðåãóëÿðíû. Ìû ìîæåì èíòåðïðåòèðîâàòü ýòè

âðåìåíà êàê ¾ìãíîâåííûå¿ ïåðèîäû êîëåáàíèé è îïðåäåëèòü ñðåäíèé

5 Áîëåå òîãî, èç ðàññìîòðåíèÿ ñïåêòðà ìîùíîñòè ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â

äâèæåíèè ïðèñóòñòâóåò ìíîãî ÷àñòîò.

0 10 20 30
u
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20

40

z

36 38 40
×ÒÅÍÑ

Ti+1Ti
(a) (b)

Ðèñ. 5.5. (a) Â ïåðåìåííûõ z; u äèíàìèêà ñèñòåìû Ëîðåíöà íàïîìèíà-

åò âðàùåíèÿ âîêðóã öåíòðà u � 12; z � 27 ñ íåðåãóëÿðíîé àìïëèòóäîé

è íåðåãóëÿðíûì âðåìåíåì îáîðîòà. (b) Âðåìåíà âîçâðàòà Ti ïîêàçàíû

íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè z îò âðåìåíè êàê ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìàêñè-

ìóìàìè; Ti ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìãíîâåííûé ïåðèîä õàîòè÷åñêèõ

àâòîêîëåáàíèé.
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ïåðèîä ïðîöåññà z(t). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü áîëüøîé èíòåðâàë

âðåìåíè � è ñîñ÷èòàòü ÷èñëî ìàêñèìóìîâ N(�) ïåðåìåííîé z íà

ýòîì èíòåðâàëå (èëè ñîñ÷èòàòü ÷èñëî äðóãèõ ñîáûòèé, âûáðàííûõ

äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå); îòíîøåíèå �=N(�) äàñò

ñðåäíèé ïåðèîä. Ñîîòâåòñòâåííî, ñðåäíÿÿ óãëîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê h!i = 2�N(�)=� . Îñíîâíàÿ èäåÿ ôàçîâîé

ñèíõðîíèçàöèè õàîòè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè

çàõâàòà ýòîé ÷àñòîòû ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé èëè æå â âîç-

ìîæíîñòè åå ïîäñòðîéêè ê ÷àñòîòå äðóãîãî õàîòè÷åñêîãî îñöèëëÿòî-

ðà â ðåçóëüòàòå èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî îïèñàíèÿ

ïðîöåññà ïîëåçíî îïðåäåëèòü ôàçó õàîòè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé.

Äåéñòâóÿ â òîì æå äóõå, ÷òî è â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêî-

ëåáàíèé, ìû ïðèïèøåì êàæäîìó îáîðîòó òðàåêòîðèè íà ðèñ. 5.5

ïðèðàùåíèå ôàçû 2�. Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî êàæäîìó ïåðåñå÷åíèþ ñåêóùåé ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ

ôàçà (è, êîíå÷íî, ìû âûáåðåì åå ðàâíîé 0). Çà îäèí îáîðîò ìåæäó

äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè ôàçà óâåëè÷èâàåòñÿ íà

2�. Ïîñêîëüêó âðåìåíà âîçâðàòà íåðåãóëÿðíû, ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà,

îïðåäåëåííàÿ êàê îáðàòíîå âðåìÿ âîçâðàòà, ôëóêòóèðóåò. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ôàçà âðàùàåòñÿ íå ðàâíîìåðíî, êàê ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ àâ-

òîêîëåáàíèÿõ, à òî óñêîðÿåòñÿ, òî çàìåäëÿåòñÿ, ïðè÷åì íåðåãóëÿðíî.

Â ðåçóëüòàòå ôàçà äèôôóíäèðóåò êàê ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëå-

áàíèÿõ ñ øóìîì (ñì. ðàçäåë 3.4). Ïîëíóþ äèíàìèêó ôàçû ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê êîìáèíàöèþ äâóõ ïðîöåññîâ: âðàùåíèå ñî ñðåäíåé

÷àñòîòîé è ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ, èíòåíñèâíîñòü êîòîðûõ ïðîïîð-

öèîíàëüíà âàðèàöèè âðåìåí âîçâðàòà. Äèíàìèêà ôàçû ïîêàçàíà íà

ðèñ. 5.6, åå ñëåäóåò ñðàâíèòü ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êàðòèíîé äëÿ îñöèë-

ëÿòîðà ñ øóìîì, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 3.35.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äèôôóçèÿ ôàçû ñëàáåå ðàñõîäèìîñòè áëèçêèõ

òðàåêòîðèé âñëåäñòâèå ïðèñóùåé õàîñó íåóñòîé÷èâîñòè. Â äèôôóçè-

îííîì ïðîöåññå ñ íóëåâûì ñðåäíèì ñíîñîì îòêëîíåíèå îò íà÷àëüíîé

òî÷êè ðàñòåò ïðèìåðíî ïðîïîðöèîíàëüíî êîðíþ îò âðåìåíè; òî æå

ñïðàâåäëèâî è äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó áëèçêèìè òî÷êàìè. Â îòëè-

÷èå îò ýòîãî, íåóñòîé÷èâîñòü ðàçâèâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî.

Áîëåå òîãî, åñëè ðàçáðîñ âðåìåí âîçâðàòà ìàë, òî è êîýôôèöèåíò

äèôôóçèè áóäåò ìàëûì, â ýòîì ñëó÷àå õàîòè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ

âûãëÿäÿò â äâóìåðíîé ïðîåêöèè êàê îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíûå âðà-

ùåíèÿ ñ õàîòè÷åñêîé àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèåé. Ïîäîáíûå àâòîêîëå-

áàíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò êîãåðåíòíûìè; â èõ ñïåêòðå ìîùíîñòè ïðè-

ñóòñòâóåò óçêèé ïèê (ïðèìåðîì ñëóæèò ñèñòåìà Ð¼ññëåðà (ñì. ðàç-

äåë 1.3 è 10.1)). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âû÷èñëåíèå ôàçû � ýòî íåëèíåé-
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íîå ïðåîáðàçîâàíèå, â íåêîòîðîì ðîäå � ¾íåëèíåéíàÿ ôèëüòðàöèÿ¿.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âû÷èñëåíèè ôàçû ìû ïðåíåáðåãàåì âàðèàöèÿìè

àìïëèòóäû, êîòîðûå îáû÷íî âíîñÿò âêëàä â ñïëîøíóþ êîìïîíåíòó

ñïåêòðà ìîùíîñòè ïðîöåññà. Äèôôóçèÿ ôàçû îòâåòñòâåííà çà øèðè-

íó îñíîâíîãî ñïåêòðàëüíîãî ïèêà.

Íà ôàçîâóþ äèíàìèêó õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ìîæíî âçãëÿíóòü è

ïî-äðóãîìó: âçÿòü àíñàìáëü (îáëàêî) íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïðîñëå-

äèòü åãî ýâîëþöèþ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñêîëüêó õàîòè÷åñêàÿ

ñèñòåìà � ïåðåìåøèâàþùàÿ, ëîêàëèçîâàííîå âíà÷àëå îáëàêî â êîíöå

êîíöîâ ðàñïëûâàåòñÿ ïî õàîòè÷åñêîìó àòòðàêòîðó. Ýòî ðàñïëûâàíèå

âêëþ÷àåò â ñåáÿ áûñòðîå ðàñïðîñòðàíåíèå âñëåäñòâèå íåóñòîé÷èâî-

ñòè è äèôôóçèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ôàçå (ðèñ. 5.7).

5.2.2 Çàõâàò ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëîé. Ïðèìåð:
õàîòè÷åñêèé ðàçðÿä â ãàçå

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà õàîòè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ äåéñòâóåò

ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà. Â ñëó÷àå ìîäåëè Ëîðåíöà, íàïðèìåð, ìîæíî

ïåðèîäè÷åñêè âî âðåìåíè ìåíÿòü ïîäîãðåâ; òàêàÿ ñèëà ïåðèîäè÷åñêè

âîçäåéñòâóåò íà ïåðåìåííóþ z. Åñëè ïåðèîä ñèëû áëèçîê ê ñðåäíåìó

âðåìåíè âîçâðàòà, òî äâèæåíèÿ, óáåãàþùèå âïåðåä ïî ôàçå, çàìåäëÿ-

þòñÿ, à îòñòàþùèå � óñêîðÿþòñÿ. Â ðåçóëüòàòå ôàçà çàõâàòûâàåòñÿ

âíåøíåé ñèëîé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.8. Ñèíõðîíèçàöèþ ìîæíî

òàêæå õàðàêòåðèçîâàòü êàê çàõâàò ÷àñòîòû: ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà õàîòè-
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Ðèñ. 5.6. Îòêëîíåíèå ôàçû ñèñòåìû Ëîðåíöà îò ðàâíîìåðíîãî âðà-

ùåíèÿ âûãëÿäèò êàê òèïè÷íûé äèôôóçèîííûé ïðîöåññ (ñëó÷àéíûå

áëóæäàíèÿ).
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÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé ñîâïàäàåò (èëè ïî÷òè ñîâïàäàåò) ñ ÷àñòîòîé

âíåøíåé ñèëû.

Îïèñàííàÿ âûøå ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ àâòîêîëå-

áàíèé íàáëþäàåòñÿ ïðè ñðåäíèõ àìïëèòóäàõ âíåøíåé ñèëû. Ñ îä-
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Ðèñ. 5.7. Äèôôóçèÿ ôàçû â ìîäåëè Ëîðåíöà. Àòòðàêòîð ïîêàçàí ñå-

ðûì öâåòîì. (a) Ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ óñëîâèé (÷åðíûå òî÷êè) âûáðà-

íî íà ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè (ïåðåìåííàÿ z ìàêñèìàëüíà), âñå ôàçû ïðè

ýòîì ðàâíû íóëþ. Ýâîëþöèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà ïðèâîäèòñÿ íà (b) è (c).

(b) Ïî èñòå÷åíèè âðåìåíè t = 0:75 (ñðåäíåå âðåìÿ âîçâðàòà) íåêîòî-

ðûå òî÷êè îòñòàþò, à íåêîòîðûå óõîäÿò âïåðåä, ôàçû ðàñïðåäåëåíû â

êîíå÷íîì èíòåðâàëå, ìåíüøåì 2�. (c) Ïîñëå äàëüíåéøåé ýâîëþöèè â

òå÷åíèå âðåìåíè t = 3:75 òðàåêòîðèè ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî àòòðàêòîðó,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ôàçû ðàñïðåäåëåíû ïðèìåðíî ðàâíîìåðíî îò 0 äî

2�.
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Ðèñ. 5.8. Òà æå ìîäåëü Ëîðåíöà, ÷òî è íà ðèñ. 5.7, íî ñ ïåðèîäè÷å-

ñêîé ñèëîé (áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà êîòîðîé ðàâíà 8:3). (a) Íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ òàêèå æå, êàê íà ðèñ. 5.7a. (b) Ïîñëå îäíîãî ïåðèîäà ñèëû

ôàçû áîëåå ñêîíöåíòðèðîâàíû âîêðóã ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ; îòëè÷èå îò

ðèñ. 5.7b, âïðî÷åì, ìàëî. Òåì íå ìåíåå, ýôôåêò íàêàïëèâàåòñÿ è ïîñëå

ñëåäóþùèõ 50 ïåðèîäîâ ñèëû ðàçëè÷èå ÿâíî âèäíî íà ãðàôèêå (c).

Á�îëüøàÿ ÷àñòü òî÷åê âðàùàåòñÿ ñèíõðîííî ñ ñèëîé, õîòÿ íåêîòîðûå

òî÷êè íå çàõâà÷åíû.
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íîé ñòîðîíû, ñèëà äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òîáû ïîäà-

âèòü äèôôóçèþ ôàçû è çàõâàòèòü ÷àñòîòó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèëà

äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî ñëàáîé, ÷òîáû íå ïîäàâèòü õàîñ. Åñëè ñèëà

î÷åíü áîëüøàÿ, òî âìåñòî õàîñà îáû÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ óñòîé÷èâîå

ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå (ñì. ðàçäåë 5.3.4).

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ óìåñòíûì îïèñàòü ôàçîâóþ ñèíõðîíèçàöèþ õàî-

òè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé â îáùåì êîíòåêñòå ÿâëåíèÿ çàõâàòà ÷àñòîòû.

Íà ðèñ. 5.9 ñðàâíèâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå, øóìîâûå è õàîòè÷åñêèå

êîëåáàíèÿ. Çàõâàò ôàçû ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé � ïîëíûé, îí

ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîé àìïëèòóäå ñèëû.

Äëÿ çàõâàòà ôàçû øóìîâûõ è õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé íåîáõîäèìî

ïîäàâèòü äèôôóçèþ ôàçû, ïîýòîìó â ýòèõ ñëó÷àÿõ îáû÷íî èìååòñÿ

ïîðîã ñèíõðîíèçàöèè ïî àìïëèòóäå ñèëû. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çàõâà-

÷åííûå êîëåáàíèÿ îñòàþòñÿ øóìîâûìè èëè õàîòè÷åñêèìè: ñèëà âíî-

ñèò â äâèæåíèå íåêîòîðûé ïîðÿäîê (èäåàëüíûé ðèòì), íî íå äåëàåò

åãî ïîëíîñòüþ ðåãóëÿðíûì. Â öåëîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôàçîâàÿ

ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì î÷åíü ïîõîæà íà ñèíõðîíèçàöèþ

øóìîâûõ; ýòî ïîçâîëÿåò øèðîêî èíòåðïðåòèðîâàòü íàáëþäàåìûé â

(f)

(a) (b) (c)

(d) (e)

Ðèñ. 5.9. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè äëÿ

ïåðèîäè÷åñêèõ (a), (d), øóìîâûõ (b), (e) è õàîòè÷åñêèõ (c), (f) àâòî-

êîëåáàíèé. Êîãäà ïåðèîäè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ (a) çàõâà÷åíû âíåø-

íåé ñèëîé, ñòðîáîñêîïè÷åñêè (ñ ïåðèîäîì âíåøíåé ñèëû) íàáëþäàåìàÿ

ôàçà ïðèíèìàåò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå (d). Ýòà èäåàëüíàÿ êàðòèíà

÷àñòè÷íî èñêàæàåòñÿ â ïðèñóòñòâèè îãðàíè÷åííîãî øóìà, íî çàõâàò

òåì íå ìåíåå âîçìîæåí: ôëóêòóàöèè ôàçû îãðàíè÷åíû (e). Õàîòè÷å-

ñêèå àâòîêîëåáàíèÿ (c) ïîõîæè íà øóìîâûå (b); çäåñü äèôôóçèÿ ôàçû

òàêæå ìîæåò áûòü ïîäàâëåíà, ÷òî ïðèâîäèò ê ñîñòîÿíèþ ñ õàîòè÷åñêîé

àìïëèòóäîé, íî îãðàíè÷åííûìè ôëóêòóàöèÿìè ôàçû (f).
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íåðåãóëÿðíûõ ïðîöåññàõ çàõâàò ôàçû (ñì. ãëàâó 6): ÷òîáû èäåíòè-

ôèöèðîâàòü ñèíõðîíèçàöèþ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, íå îáÿ-

çàòåëüíî âûÿñíÿòü, ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ øóìîâûì èëè õàîòè÷åñêèì.

Ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ õàîñà íàáëþäàëîñü â ðÿäå ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïèêîâñêèé [1984b] íåÿâíî ïðîäåìîíñòðèðîâàë ýòîò ýôôåêò, ñðàâíè-

âàÿ ñïåêòðû ìîùíîñòè ñâîáîäíûõ è âûíóæäåííûõ àâòîêîëåáàíèé â

ýëåêòðîííîé öåïè. Â ýòîé ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âíåøíÿÿ ñèëà

äåëàåò áîëåå óçêèì ïèê â ñïåêòðå (íàïîìíèì, ÷òî øèðèíà ïèêà

ñâÿçàíà ñ äèôôóçèåé ôàçû, è, êàê ìû óæå çíàåì, âíåøíÿÿ ñèëà

ïîäàâëÿåò äèôôóçèþ). Çàõâàò ÷àñòîòû ýëåêòðîííîãî õàîòè÷åñêîãî

àâòîãåíåðàòîðà íàáëþäàëñÿ â [Parlitz et al. 1996], ñì. òàêæå [Rulkov

1996]; ýêñïåðèìåíòû ñ ëàçåðîì îïèñàíû â [Tang et al. 1998a,c].

Äëÿ èëëþñòðàöèè ìû âûáðàëè ýêñïåðèìåíòû [Rosa Jr. et al. 2000;

Ticos et al. 2000], ãäå èçó÷àëàñü ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêîãî

ãàçîâîãî ðàçðÿäà ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé. Ðàçðÿä ñîçäàâàëñÿ ïðèêëà-

äûâàíèåì ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ â 800 Âîëüò ê òðóáêå, íàïîëíåí-

íîé ãåëèåì. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà îñóùåñòâëÿëàñü ïåðåìåííûì íàïðÿ-

æåíèåì, ïîäàâàåìûì ïîñëåäîâàòåëüíî ñ ïîñòîÿííûì. Àìïëèòóäà ïå-

ðåìåííîãî íàïðÿæåíèÿ ñîñòàâëÿëà 0.4 Â. Ñðàâíåíèå ñòðîáîñêîïè÷å-

ñêèõ ïîðòðåòîâ ñâîáîäíîãî è âûíóæäåííîãî ðàçðÿäà (ðèñ. 5.10) ñâè-

äåòåëüñòâóåò î ñèíõðîíèçàöèè; çäåñü I � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷àåìîãî

ëàìïîé ñâåòà, è ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ïîêàçàí â çàïàçäûâàþùèõ

êîîðäèíàòàõ (I(t); I(t + �)).6 Ñèñòåìàòè÷åñêè èçìåíÿÿ àìïëèòóäó è

÷àñòîòó âíåøíåé ñèëû, ìîæíî îïðåäåëèòü îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè.

6 Âðåìÿ èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ èíòåðâàëà âûáîðêè. Áîëåå ïîäðîáíî î ìåòî-

äå ðåêîíñòðóêöèè àòòðàêòîðà ïî íàáëþäàåìîìó ñêàëÿðíîìó âðåìåííîìó

ðÿäó ìîæíî ïðî÷èòàòü â [Abarbanel 1996; Kantz and Schreiber 1997].
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Ðèñ. 5.10. Ñòðîáîñêîïè÷åñêèé ïîðòðåò àâòîíîìíîãî (a) è âûíóæäåí-

íîãî (b) õàîòè÷åñêîãî ãàçîâîãî ðàçðÿäà. Àòòðàêòîð ïîêàçàí ñåðûì, à

ñîñòîÿíèÿ, íàáëþäàåìûå ñ ïåðèîäîì ñèëû � êðóæêàìè. Êîíöåíòðàöèÿ

êðóæêîâ íà ðèñóíêå (b) ñâèäåòåëüñòâóåò î ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè (ñð.

ñ ðèñ. 5.8 è 5.9). Èç [Rosa Jr. et al. 2000].
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Åå ôîðìà (ðèñ. 5 â ðàáîòå [Ticos et al. 2000]) áëèçêà ê ïîêàçàííîé íà

ðèñ. 3.39: î÷åíü ñëàáàÿ ñèëà íå ìîæåò ïîäàâèòü äèôôóçèþ ôàçû, è

äàæå ïðè íóëåâîé ðàññòðîéêå ñèíõðîíèçàöèÿ íåâîçìîæíà.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíà òàêæå âçà-

èìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Åñëè ïàðàìåòðû

äâóõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ðàçëè÷íû, òî è èõ ñðåäíèå ÷àñòîòû â îáùåì

ñëó÷àå íå îäèíàêîâû. Ñâÿçü ñèñòåì ïðèâîäèò ê ïîäñòðàèâàíèþ ôàç

è ÷àñòîò, è îíè ìîãóò çàõâàòèòü äðóã äðóãà. Êàê è â ñëó÷àå ïåðèîäè-

÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé, ñëàáàÿ ñâÿçü âîçäåéñòâóåò òîëüêî íà ôàçû. Â

ðåçóëüòàòå, ñðåäíèå ÷àñòîòû äâóõ ñèíõðîíèçîâàííûõ îñöèëëÿòîðîâ

ñîâïàäàþò, íî êàæäûé èç íèõ ñîõðàíÿåò àìïëèòóäíûé õàîñ. Â öåëîì,

â õàîòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ìîæíî íàáëþäàòü òå æå ýôôåêòû, ÷òî è

äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ñ øóìîì, íàïðèìåð, îáðàçîâàíèå

êëàñòåðîâ â öåïî÷êå îñöèëëÿòîðîâ èëè ïåðåõîä Êóðàìîòî â àíñàìáëå.

5.3 Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ
ñèñòåì

Ñèëüíàÿ âçàèìíàÿ ñâÿçü õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ïðèâîäèò ê èõ

ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè. Â îòëè÷èå îò ôàçîâîé, îíà ìîæåò íàáëþ-

äàòüñÿ â ëþáûõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, íå îáÿçàòåëüíî àâòîíîìíûõ

� â ÷àñòíîñòè, â ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé èëè â

ñèñòåìàõ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (îòîáðàæåíèÿõ). Ôàêòè÷åñêè ýòî

ÿâëåíèå èìååò ìàëî îáùåãî ñ êëàññè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèåé ïåðèî-

äè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé, ïîñêîëüêó çäåñü íå ïðîèñõîäèò ïîäñòðîéêè

ðèòìà (â ÷àñòíîñòè, ìû íå ìîæåì ïðåäñòàâèòü ýòîò ýôôåêò â ðàìêàõ

ðèñ. 5.9). Ñêîðåå, ïîëíóþ ñèíõðîíèçàöèþ ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü

êàê ïîäàâëåíèå ðàçëè÷èé â ñâÿçàííûõ èäåíòè÷íûõ ñèñòåìàõ. Ïîýòî-

ìó çäåñü íå èäåò ðå÷ü î çàõâàòå, ýòî ÿâëåíèå áëèæå ê óñòàíîâëåíèþ

ñèììåòðèè.7

5.3.1 Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ èäåíòè÷íûõ ñèñòåì.
Ïðèìåð: ñèíõðîíèçàöèÿ äâóõ ëàçåðîâ

×òîáû îïèñàòü ýòîò ýôôåêò, âîçüìåì äâå èäåíòè÷íûå õàîòè÷åñêèå

ñèñòåìû (íàïðèìåð, äâå ñèñòåìû Ëîðåíöà) è ââåäåì ñâÿçü, êîòîðàÿ
7 Âîçìîæíî, èñïîëüçîâàíèå äðóãîãî òåðìèíà âìåñòî ¾ñèíõðîíèçàöèÿ¿ áûëî

áû áîëåå óìåñòíûì; ìû âñå æå áóäåì ñëåäîâàòü ïðèíÿòîé â ëèòåðàòóðå

òåðìèíîëîãèè, äîáàâëÿÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèëàãàòåëüíîå ¾ïîëíàÿ¿.
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ñòðåìèëàñü áû ñäåëàòü ïåðåìåííûå îäèíàêîâûìè. Áóäåì èñïîëüçî-

âàòü èíäåêñû 1; 2 äëÿ èäåíòèôèêàöèè ñèñòåì; ïðèòÿãèâàþùåå âçàè-

ìîäåéñòâèå ñòðåìèòñÿ óìåíüøèòü ðàçíîñòè jx1�x2j, jy1�y2j è jz1�z2j.
Äàëåå, ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñâÿçü áûëà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè

ñîñòîÿíèé îñöèëëÿòîðîâ (ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíà x1�x2, y1�y2, z1�z2)
è îáíóëÿëàñü áû, åñëè ýòè ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàþò, x1 = x2, è ò.ä.

Òîãäà ïðè ïîëíîì ñîâïàäåíèè ïåðåìåííûõ êàæäàÿ ñèñòåìà íå áóäåò

÷óâñòâîâàòü äðóãóþ, è áóäåò ñîâåðøàòü õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, êàê

áóäòî îíè íå ñâÿçàíû. Ïîñêîëüêó ñèñòåìû èäåíòè÷íû, ñîâïàäåíèå ñî-

ñòîÿíèé ñî âðåìåíåì ñîõðàíÿåòñÿ. Ýòîò ðåæèì è íàçûâàåòñÿ ïîëíîé

ñèíõðîíèçàöèåé: ñîñòîÿíèÿ äâóõ ñèñòåì ñîâïàäàþò è õàîòè÷åñêè

ýâîëþöèîíèðóþò âî âðåìåíè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëíîñòüþ ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü ðå-

àëèçîâàíî ïðè ëþáîé èíòåíñèâíîñòè ñâÿçè, íî òîëüêî ïðè ñèëüíîé

ñâÿçè ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îíî áóäåò óñòîé÷èâûì. Â ñàìîì äåëå,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ñëåãêà âîçìóòèëè ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íîå ñî-

ñòîÿíèå, ò.å. ïîëîæèì x1 6= x2 è ò.ä. ×òî ïðîèçîéäåò ñ ìàëîé ðàçíî-

ñòüþ x2�x1? Åñëè áû íå áûëî ñâÿçè, îòâåò ñëåäîâàë áû èç ñâîéñòâà

íåóñòîé÷èâîñòè õàîñà: ïîñêîëüêó äâà ñîñòîÿíèÿ x1; y1; z1 è x2; y2; z2
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü (èç-çà èäåíòè÷íîñòè) êàê äâå íà÷àëüíûå òî÷êè

â îäíîé ñèñòåìå, îíè áóäóò ðàñõîäèòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ïî âðåìåíè,

ïðè÷åì ñêîðîñòü ðîñòà îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ëÿïóíîâñêèì ïî-

êàçàòåëåì. Ïðè ìàëîé ñâÿçè ðàñõîäèìîñòü áóäåò ñëàáåå, èç-çà ¾ïðè-

òÿæåíèÿ¿ äâóõ ñîñòîÿíèé. Ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîé ñâÿçè ïðèòÿæå-

íèå ïðåîáëàäàåò è ìàëîå ðàçëè÷èå áóäåò çàòóõàòü, òàê ÷òî â êîíöå

êîíöîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîëíîñòüþ ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå.

Ìû âèäèì, ÷òî ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ � ïîðîãîâîå ÿâëåíèå: îíà íà-

áëþäàåòñÿ, òîëüêî åñëè ñâÿçü ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïðî-

ïîðöèîíàëüíîå ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ îòäåëüíîé ñèñòåìû. Íèæå

ïîðîãà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì áëèçêè, íî âñå æå ðàçëè÷àþòñÿ. Âûøå ïîðî-

ãà îíè èäåíòè÷íû è õàîòè÷åñêè ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Ýòîò ïåðåõîä

ïîêàçàí äëÿ äâóõ ñâÿçàííûõ ñèñòåì Ëîðåíöà íà ðèñ. 5.11 è 5.12.

Roy and Thornburg [1994] ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàëè ñèíõðîíè-

çàöèþ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé èíòåíñèâíîñòè äâóõ Nd:YAG ëàçåðîâ

ñ ìîäóëÿöèåé íàêà÷êè. Ñâÿçü îñóùåñòâëÿëàñü ïåðåêðûòèåì ýëåêòðî-

ìàãíèòíûõ ïîëåé âíóòðè ðåçîíàòîðà; îíà ìîãëà èçìåíÿòüñÿ â õîäå

ýêñïåðèìåíòà. Ïðè ñèëüíîé ñâÿçè èíòåíñèâíîñòè áûëè èäåíòè÷íû è

ïðîäîëæàëè èçìåíÿòüñÿ õàîòè÷åñêè (ðèñ. 5.13).
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5.3.2 Ñèíõðîíèçàöèÿ íåèäåíòè÷íûõ ñèñòåì

Ðàññìîòðåííîå âûøå ÿâëåíèå ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè íå ìîæåò áûòü,

ñòðîãî ãîâîðÿ, íåïîñðåäñòâåííî îáîáùåíî íà ñëó÷àé ñâÿçàííûõ

íåèäåíòè÷íûõ ñèñòåì. ßñíî, ÷òî òåïåðü ñîñòîÿíèÿ íå ìîãóò â òî÷íî-

ñòè ñîâïàäàòü, íî îíè ìîãóò áûòü äîâîëüíî áëèçêèìè äðóã ê äðóãó.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñâÿçè ìîæåò ñóùåñòâîâàòü

ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü x2 = F(x1) ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè äâóõ

ñèñòåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, çíàÿ ôóíêöèè F, ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåä-

ñêàçàòü ñîñòîÿíèå âòîðîé ñèñòåìû, åñëè èçâåñòíî ñîñòîÿíèå ïåðâîé.

Ýòîò ðåæèì íàçûâàþò îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèåé [Rulkov et al.

1995]. Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé îáîáùåííîé, êî-

ãäà ôóíêöèè F � ýòî ïðîñòî èäåíòè÷íûå ôóíêöèè. Îáû÷íî îáîáùåí-

íàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ íàáëþäàåòñÿ ïðè îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè, êîãäà
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Ðèñ. 5.11. Ñëàáî ñâÿçàííûå ñèñòåìû Ëîðåíöà (íèæå ïîðîãà ñèíõðîíè-

çàöèè). (a) Ïðîùå âñåãî ðàçëè÷èå ìåæäó ñèñòåìàìè âèäíî íà ãðàôèêå,

ãäå ïî îñÿì îòëîæåíû ïåðåìåííûå äâóõ ñèñòåì (êàê ïðè èçîáðàæåíèè

ôèãóð Ëèññàæó). Ðàçíèöà âèäíà òàêæå è ïî âðåìåííûì ðÿäàì (b) è

(c).
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Ðèñ. 5.12. Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â ñâÿçàííûõ ìîäåëÿõ Ëîðåíöà. (a)

Ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì èäåíòè÷íû, ÷òî ñðàçó âèäíî íà ïëîñêîñòè z1 � z2:

òðàåêòîðèÿ ëåæèò íà äèàãîíàëè z1 = z2. Çàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ îò

âðåìåíè íåðåãóëÿðíû, íî ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ((b) è (c)).
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îäíà ñèñòåìà (âûíóæäàþùàÿ) äåéñòâóåò íà äðóãóþ (âûíóæäàåìóþ),

íî îáðàòíîãî âîçäåéñòâèÿ íåò. Òàêóþ ñèòóàöèþ íàçûâàþò òàêæå

ñâÿçüþ òèïà ¾óïðàâëåíèå�ïîä÷èíåíèå¿ (master�slave). Óñòàíîâëåíèå

îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîäàâëå-

íèå ñîáñòâåííîé äèíàìèêè âûíóæäàåìîé ñèñòåìû âîçäåéñòâèåì ñî

ñòîðîíû äðóãîé, òàê ÷òî îíà ¾ïîä÷èíÿåòñÿ óïðàâëåíèþ¿.

5.3.3 Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â îáùåì êîíòåêñòå.
Ïðèìåð: ñèíõðîíèçàöèÿ è êëàñòåðû â
ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ ýëåêòðîõèìè÷åñêèõ
îñöèëëÿòîðàõ

Ðÿä îáîáùåíèé îïèñàííîãî âûøå ÿâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ îñîáåííî

èíòåðåñíûìè. Îäíî îáîáùåíèå îñíîâàíî íà íàáëþäåíèè, ÷òî ïåðåõîä

ê ñèíõðîíèçàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñòàíîâëåíèå ñèììåòðè÷-

Ðèñ. 5.13. Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â ñâÿçàííûõ ëàçåðàõ. (a) Èíòåíñèâ-
íîñòè (â ïðîèçâîëüíûõ åäèíèöàõ) íåñâÿçàííûõ ëàçåðîâ ìåíÿþòñÿ õàî-

òè÷åñêè; îíè ðàçëè÷àþòñÿ, õîòÿ íàêà÷êà â îáîèõ ëàçåðàõ ìîäóëèðóåòñÿ

îäèíàêîâî. (b) Ïðè ñèëüíîé ñâÿçè îáà ëàçåðà ïðîäîëæàþò êîëåáàòüñÿ

õàîòè÷åñêè, íî òåïåðü ýòè êîëåáàíèÿ ïî÷òè îäèíàêîâû, ò.å. èìååò ìåñòî

ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ. Èç Roy and Thornburg, Physical Review Letters,

Vol. 72, 1994, pp. 2009� 2012. Copyright 1994 by the American Physical

Society.
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íîãî ðåæèìà â ñèñòåìå, îáëàäàþùåé ñîîòâåòñòâóþùåé ñèììåòðèåé.

Äåéñòâèòåëüíî, òðåáóÿ ÷òîáû èäåíòè÷íûå ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâî-

âàëè òàê, ÷òîáû ñâÿçü îáíóëÿëàñü ïðè ñîâïàäåíèè ïåðåìåííûõ, ìû

ïðàêòè÷åñêè íàêëàäûâàåì îïðåäåëåííûå óñëîâèÿ ñèììåòðèè.

Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìîòðåòü è áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà â áîëü-

øîé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìå åñòü íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ ñèììåòðèÿ, íà-

ïðèìåð, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå íåêîòî-

ðûõ ïåðåìåííûõ (ñêàæåì, â ÷åòûðåõìåðíîé ñèñòåìå ñ ïåðåìåííûìè

x; y; z; v ïåðåñòàíîâêà z $ v ñèñòåìó íå ìåíÿåò). Òîãäà ðåæèì, â

êîòîðîì ýòè ïåðåìåííûå ñîâïàäàþò (â íàøåì ïðèìåðå z = v), åñòü

ðåøåíèå, âîçìîæíî è õàîòè÷åñêîå. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ìàëîå âîç-

ìóùåíèå z�v çàòóõàåò ñî âðåìåíåì, òî ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå áóäåò
óñòîé÷èâûì, è ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîäñèñòåìû z è v ñèíõðîíèçîâà-

íû [Pecora and Carroll 1990]. Òàêàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â õàîñå èíîãäà

òîæå íàçûâàåòñÿ ¾óïðàâëåíèå�ïîä÷èíåíèå¿, ìû áóäåì ÷àùå ãîâîðèòü

î ñèíõðîíèçàöèè ñèñòåìû è åå êîïèè, ïîñêîëüêó îáû÷íî óðàâíåíèå

äëÿ v ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòî êîïèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ äëÿ z. Îòìåòèì,

÷òî â ýòîé ñèòóàöèè íåò äâóõ ñèñòåì, êîòîðûå ìîãëè áû ôóíêöèî-

íèðîâàòü ðàçäåëüíî èëè áûòü ñâÿçàííûìè. Âìåñòî ýòîãî, íåêîòîðûå

ïåðåìåííûå âíóòðè îäíîé áîëüøîé ñèñòåìû ìîãóò ñîâïàäàòü, âíîñÿ

÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê â õàîñ.

Îáùàÿ ñèììåòðèÿ, äåëàþùàÿ âîçìîæíîé ïîëíóþ ñèíõðîíèçàöèþ,

ìîæåò âîçíèêàòü ïðè áîëüøîì ÷èñëå âçàèìîäåéñòâóþùèõ õàîòè÷å-

ñêèõ ñèñòåì. Wang et al. [2000a] ýêñïåðèìåíòàëüíî èçó÷àëè ñèíõðîíè-

çàöèþ 64 ýëåêòðîõèìè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ãëîáàëüíàÿ ñâÿçü îñóùå-

ñòâëÿëàñü ïóòåì ñîåäèíåíèÿ âñåõ ýëåêòðîäîâ ÷åðåç îáùóþ íàãðóçêó;

ýòî ýêâèâàëåíòíî ñõåìå, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 4.25. Ýêñïåðèìåíòàòîðû

I(
t)

I(t – 0.1s) I(t
 – 

0.2
s)

I(t
 – 

0.2
s)

I(t – 0.1s)

I(
t)

I(
t)

I(t – 0.1s) I(t
 – 

0.2
s)

Ðèñ. 5.14. Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ ýëåêòðîõè-

ìè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðàõ. (a) Àòòðàêòîð îäíîãî íåñâÿçàííîãî îñöèëëÿ-

òîðà, ðåêîíñòðóèðîâàííûé ïî èçìåðåíèÿì ñèëû òîêà ÷åðåç ýëåêòðîä.

(b) Ìãíîâåííûé ñíèìîê àíñàìáëÿ ïðè îòñóòñòâèè ñâÿçè. (c) Ìãíî-

âåííûé ñíèìîê ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîé ñâÿçè � âñå 64 îñöèëëÿòîðà

ïîëíîñòüþ ñèíõðîíèçîâàíû. Èç [Wang et al. 2000a].
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ïîñòàðàëèñü ñäåëàòü ýëåìåíòû àíñàìáëÿ êàê ìîæíî áîëåå áëèçêèìè.

Ôàçîâûé ïîðòðåò îäíîãî èçîëèðîâàííîãî îñöèëëÿòîðà ïîêàçàí íà

ðèñ. 5.14a. Åñëè íåñâÿçàííûå ýëåìåíòû íàáëþäàòü â êàêîé-òî ìî-

ìåíò âðåìåíè, òî èõ ñîñòîÿíèÿ áóäóò ðàçëè÷íû (ðèñ. 5.14b). Îíè

ðàñïðåäåëåíû ïî ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó òàê æå, êàê òðàåêòîðèÿ

îäíîé ñèñòåìû. Åñëè ââåñòè äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ñâÿçü è ñäåëàòü

¾ñíèìîê¿ ñèñòåìû â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè, òî ôàçîâûå òî÷êè,

îïèñûâàþùèå ñèñòåìû, îáðàçóþò ìàëåíüêîå îáëà÷êî, ïî÷òè òî÷êó

(ðèñ. 5.14c), ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè â àíñàìáëå.

Ïðè íåêîòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñâÿçè ìîæíî íàáëþäàòü

äâà èëè òðè îáëà÷êà, ò.å. íåñêîëüêî ñèíõðîííûõ êëàñòåðîâ.

5.3.4 Ñèíõðîíèçàöèÿ ïóòåì ïîäàâëåíèÿ õàîñà

Îñîáûé ñëó÷àé ñèíõðîíèçàöèè íàáëþäàåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîì

ïåðèîäè÷åñêîì âîçäåéñòâèè íà õàîòè÷åñêóþ ñèñòåìó. Òàêàÿ ñèëà ìî-

æåò ïîäàâèòü õàîñ è ïðèâåñòè ê ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèÿì ñ ïåðèî-

äîì ñèëû. Òàêîé ðåæèì ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü êàê ñèíõðîíèçàöèþ

÷åðåç ïîäàâëåíèå õàîñà.

–0.08 –0.04 0
0

0.01

0.02

P e/P
0

S

(fe – f0)/f0

(a)

(b)

Ðèñ. 5.15. Ñèíõðîíèçàöèÿ ÷åðåç ïîäàâëåíèå õàîñà âíåøíåé ïåðèîäè÷å-
ñêîé ñèëîé â ëàìïå îáðàòíîé âîëíû. (a) Ñïåêòð ìîùíîñòè àâòîíîìíîãî

àâòîãåíåðàòîðà èìååò íåñêîëüêî øèðîêèõ ïèêîâ. Åñëè ÷àñòîòà ñèëû

áëèçêà ê ýòèì ìàêñèìóìàì, òî õàîñ ìîæåò áûòü ïîäàâëåí. Â ðåçóëüòàòå

óñòàíàâëèâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íà ÷àñòîòå ñèëû (çàøòðè-

õîâàííûå îáëàñòè íà ðèñóíêå (b)). Îòìåòèì, ÷òî ñèëà äîëæíà áûòü

äîñòàòî÷íî áîëüøîé. Èç [Áåçðó÷êî 1980; Áåçðó÷êî è äð. 1981].
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Ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ýôôåêò îïûòàìè Áåçðó÷êî è ñîàâòîðîâ

[1979, 1980, 1981], â êîòîðûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàëîñü âëè-

ÿíèå ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû íà ýëåêòðîííûé âûñîêî÷àñòîò-

íûé ãåíåðàòîð � ëàìïó îáðàòíîé âîëíû. Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ òàêîé ãåíåðàòîð â àâòîíîìíîì ðåæèìå äåìîíñòðèðóåò

õàîñ. Îáëàñòè, â êîòîðûõ ñèëà ïðèâîäèò ê ïåðèîäèçàöèè êîëåáàíèé,

ïîêàçàíû íà ðèñ. 5.15. Ýòîò ãðàôèê íàïîìèíàåò êàðòèíó îáëàñòåé

ñèíõðîíèçàöèè (ÿçûêîâ Àðíîëüäà), ïîäðîáíî îáñóæäàâøóþñÿ â ðàç-

äåëå 3.2. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò âûíóæäàåìûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

àâòîêîëåáàíèé, çäåñü îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè íå ïîäõîäÿò ê îñè ÷à-

ñòîò, ò.å. ñèíõðîíèçàöèÿ âîçìîæíà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè àìïëè-

òóäà ñèëû ïðåâûøàåò íåêîòîðûé ïîðîã. Íàïîìíèì, ÷òî ïîäîáíàÿ

ñèòóàöèÿ õàðàêòåðíà äëÿ ñèíõðîíèçàöèè øóìîâûõ êîëåáàíèé (ñì.

ðèñ. 3.39).
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Ýêñïåðèìåíòàëüíîå
èññëåäîâàíèå
ñèíõðîíèçàöèè

Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóæäàåì ìåòîäû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâà-

íèÿ ñèíõðîíèçàöèè è äàåì ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè ïî îáðàáîòêå

äàííûõ. Ðàíåå, ïðåäñòàâëÿÿ ðàçëè÷íûå ñòîðîíû ýòîãî ÿâëåíèÿ, ìû

èëëþñòðèðîâàëè òåîðèþ ðåçóëüòàòàìè ðÿäà ýêñïåðèìåíòîâ è íàáëþ-

äåíèé. Â ýòèõ ïðèìåðàõ íàëè÷èå (èëè îòñóòñòâèå) ñèíõðîíèçàöèè

áûëî âïîëíå î÷åâèäíûì, íî òàê áûâàåò äàëåêî íå âñåãäà. Âîîá-

ùå ãîâîðÿ, âûÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè íåðåãóëÿðíûõ îñöèëëÿòîðîâ �

íåïðîñòàÿ çàäà÷à. Áûâàåò, ÷òî âèçóàëüíûé àíàëèç êîëåáàíèé, êàê ó

Ãþéãåíñà â åãî îïûòàõ ñ ÷àñàìè, íå ïîìîãàåò, è òðåáóþòñÿ ñïåöèàëü-

íûå ìåòîäû àíàëèçà äàííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, äàæå îöåíêà ÷àñòîòû è

ôàçû ñëîæíîãî ñèãíàëà, îñîáåííî íåñòàöèîíàðíîãî, ÿâëÿåòñÿ ñëîæ-

íîé ïðîáëåìîé, è ìû íà÷íåì ñ åå îáñóæäåíèÿ. Äàëåå ìû ïðîäîëæèì

â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ: âî-ïåðâûõ, ìû îáñóäèì, êàê îïðåäåëèòü ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíî ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè äàííîé ñèñòåìû (ñèñòåì);

âî-âòîðûõ, ìû èñïîëüçóåì èäåþ ñèíõðîíèçàöèè äëÿ àíàëèçà âçà-

èìíîé çàâèñèìîñòè äâóõ è áîëåå ñêàëÿðíûõ ñèãíàëîâ. Íåêîòîðûå

òåõíè÷åñêèå àñïåêòû àíàëèçà äàííûõ âûäåëåíû â ïðèëîæåíèå Ï2.

6.1 Îöåíêà ôàçû è ÷àñòîòû ïî ñèãíàëó

Âîçíèêíîâåíèå ñèíõðîíèçàöèè � ýòî ïîÿâëåíèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó

ôàçàìè è ÷àñòîòàìè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
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îñöèëëÿòîðîâ ýòà ñâÿçü îïèñûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè óñëîâèÿ-

ìè çàõâàòà ôàç è ÷àñòîò (ñì. (3.3) è (3.2)); äëÿ ñèñòåì ñ øóìîì

è õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì îïðåäåëåíèå ñèíõðîíèçàöèè íåòðèâèàëüíî. Â

ëþáîì ñëó÷àå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè â ýêñ-

ïåðèìåíòå íàì íåîáõîäèìî îöåíèòü ôàçû è ÷àñòîòû ïî èçìåðÿåìûì

äàííûì. ×òîáû íå ðàññóæäàòü ñëèøêîì àáñòðàêòíî, ðàññìîòðèì â

êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ýëåêòðîêàðäèîãðàììó (ÝÊÃ) ÷åëîâåêà è çàïèñü

äûõàíèÿ (ïîòîê âîçäóõà ÷åðåç íîñ èñïûòóåìîãî), ñì. ðèñ. 6.1.

6.1.1 Ôàçà èìïóëüñíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïðèìåð: ýëåêòðîêàðäèîãðàììà

Ñóùåñòâåííûì ñâîéñòâîì ÝÊÃ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â êàæäîì (íîð-

ìàëüíîì) êàðäèîöèêëå õîðîøî âûðàæåííûõ óçêèõ ïèêîâ, êîòîðûå

ìîãóò áûòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ëîêàëèçîâàíû âî âðåìåíè; èõ òðà-

äèöèîííî îáîçíà÷àþò êàê R-çóáöû (ðèñ. 6.1a). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

R-çóáöîâ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷å÷íûõ

ñîáûòèé, ïðîèñõîäÿùèõ âî âðåìåíà t
k
, k = 1; 2; : : : : Ôàçà òàêîãî

0 1 2 3 4 5
×ÒÅÍÑ (Ó)

1

3

5

φ/
2π

0 25 50
×ÒÅÍÑ (Ó)

0

10

20

φ/
2π

(a) (b)Rk−1 Rk Rk+1
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ë
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Î
É

Å

(c) (d)

Ðèñ. 6.1. Êîðîòêèé ñåãìåíò ýëåêòðîêàðäèîãðàììû (ÝÊÃ) ñ ïîìå÷åí-

íûìè R-çóáöàìè (a) è ñåãìåíò çàïèñè äûõàíèÿ (b); îáà ñèãíàëà äàíû â

ïðîèçâîëüíûõ åäèíèöàõ. (c) Ôàçà ÝÊÃ, âû÷èñëåííàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

(6.1), ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé âðåìåíè; ìîìåíòû ïîÿâëå-

íèÿ R-çóáöîâ ïîìå÷åíû îêðóæíîñòÿìè. (d) Ôàçà äûõàíèÿ, ïîëó÷åííàÿ

ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà (6.2).
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ïðîöåññà ìîæåò áûòü ëåãêî âû÷èñëåíà. Äåéñòâèòåëüíî, èíòåðâàë âðå-

ìåíè ìåæäó äâóìÿ R-çóáöàìè ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó êàðäèîöèêëó,1

ñëåäîâàòåëüíî, ôàçà âîçðàñòàåò âî âðåìÿ ýòîãî èíòåðâàëà ðîâíî íà

2�. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðèïèñàòü âðåìåíàì t
k
çíà÷åíèÿ ôàçû

�(t
k
) = 2�k, à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t

k
< t < t

k+1

îïðåäåëèòü ôàçó ïóòåì ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ìåæäó ýòèìè çíà÷å-

íèÿìè:

�(t) = 2�k + 2�
t� t

k

t
k+1 � t

k

: (6.1)

Ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïðèìåíåí ê ïðîöåññó, êîòîðûé

ñîäåðæèò ÿðêî âûðàæåííûå ñîáûòèÿ, è ïîýòîìó ìîæåò áûòü ñâå-

äåí ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ. Îïðåäåëåíèå ôàçû ñ ïîìîùüþ

ñîáûòèé-ìàðêåðîâ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê àíàëîã ìåòîäà îòî-

áðàæåíèÿ Ïóàíêàðå (ñì. ðàçäåë 5.2), õîòÿ ìû è íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà íå ïîäâåðæåíà âëèÿíèþ øóìîâ, ò.å. íå ñ÷èòàåì

åå äèíàìè÷åñêîé.

6.1.2 Ôàçà óçêîïîëîñíîãî ñèãíàëà. Ïðèìåð:
äûõàíèå

Ðàññìîòðèì òåïåðü çíà÷èòåëüíî ìåíåå ñëîæíûé ñèãíàë � çàïèñü

äûõàíèÿ (ðèñ. 6.1b); îíà íàïîìèíàåò ñèíóñîèäàëüíûé ïðîöåññ ñ ìå-

äëåííî ìåíÿþùåéñÿ àìïëèòóäîé è ôàçîé. Ôàçà òàêîãî óçêîïîëîñíîãî

ñèãíàëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ìåòîäîì àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà,

ïðåäëîæåííîãî Ãàáîðîì [Gabor 1946]. Ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ìåòîäà ïðåä-

ïîëàãàåò êîíñòðóèðîâàíèå ïî ñêàëÿðíîìó ñèãíàëó s(t) êîìïëåêñíîãî

ïðîöåññà

�(t) = s(t) + isH(t) = A(t)ei�(t); (6.2)

ãäå sH(t) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà îò s(t). Ìãíîâåííûå

ôàçà �(t) è àìïëèòóäà A(t) ñèãíàëà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç

(6.2). Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ ôîðìàëüíî ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî s(t), òåì íå ìåíåå A(t) è �(t) èìåþò ÷åòêèé ôèçè-

÷åñêèé ñìûñë òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè s(t) � óçêîïîëîñíûé ñèãíàë

(ñì. îáñóæäåíèå ñâîéñòâ è ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ãèëüáåðòà â ïðèëîæåíèè Ï2).

1 Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèîëîãà êàðäèîöèêëû íà÷èíàþòñÿ ñ P-çóáöà, êîòîðûé

îòðàæàåò íà÷àëî âîçáóæäåíèÿ ïðåäñåðäèé. Ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó

ïîäõîäó: ìû ïîíèìàåì öèêë êàê èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ ïî÷òè èäåíòè÷-

íûìè ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåìû.
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6.1.3 Íåñêîëüêî ïðàêòè÷åñêèõ çàìå÷àíèé

Âàæíûé ïðàêòè÷åñêèé âîïðîñ: êàêîé ìåòîä îöåíêè ôàçû äîëæåí

áûòü âûáðàí äëÿ àíàëèçà êîíêðåòíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé çàïèñè?

Òåîðåòè÷åñêè, îáà ìåòîäà � ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà è îòîáðàæå-

íèå Ïóàíêàðå � ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàâíûì îáðàçîì,2 íî â

ýêñïåðèìåíòå, êîãäà ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ôàçû ïî êîðîòêîé, çà-

øóìëåííîé è íåñòàöèîíàðíîé ðåàëèçàöèè, ÷èñëåííûå ïðîáëåìû ñòà-

íîâÿòñÿ ðåøàþùèìè. Íàø îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî, åñëè ñèãíàë ñîäåð-

æèò ÷åòêèå ñîáûòèÿ-ìàðêåðû, êàê, íàïðèìåð, ÝÊÃ, òî ìåòîä îòî-

áðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì âûáîðîì. Îí ìîæåò áûòü

òàêæå ïðèìåíåí ê ¾êîëåáàòåëüíîìó¿ ñèãíàëó, íàïðèìåð, ê çàïèñè

äûõàíèÿ � â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò îïðåäåëèòü ¾ñîáûòèÿ¿ (íàïðèìåð,

ïåðåñå÷åíèÿ íóëÿ) è âû÷èñëèòü ôàçó â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.1). Òåì íå

ìåíåå, ìû íå ðåêîìåíäóåì ýòîò ñïîñîá: åãî íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî íà îïðåäåëåíèå ñîáûòèé ïî ìåäëåííî ìåíÿþùåìóñÿ ñèãíàëó

ñèëüíî âëèÿþò øóì è òðåíä. Êðîìå òîãî, ìû ïîëó÷àåì òîëüêî îäíó

òî÷êó íà õàðàêòåðíûé ïåðèîä, è, åñëè çàïèñü êîðîòêàÿ, òî ñòàòè-

ñòèêà ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íîé. Â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä, îñíîâàííûé íà

ïðåîáðàçîâàíèè Ãèëüáåðòà, çíà÷èòåëüíî áîëåå ýôôåêòèâåí, ïîòîìó

÷òî îí äàåò îöåíêó ôàçû â êàæäîé òî÷êå âðåìåííîãî ðÿäà. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ìû ïîëó÷àåì ìíîãî òî÷åê íà ïåðèîä è ìîæåì ñãëàäèòü

âëèÿíèå øóìà è ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôàçîâûõ ñîîòíîøåíèé. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî

ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçîâàíèè Ãèëüáåðòà, ÷óâñòâèòåëåí ê

íèçêî÷àñòîòíîìó òðåíäó (ñì. ïðèëîæåíèå Ï2). Ìû òàêæå ðåêîìåí-

äóåì èñïîëüçîâàòü ôèëüòðàöèþ, åñëè èññëåäóåìûé ñèãíàë ñìåøàí ñ

ñèãíàëàìè äðóãèõ ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíîâ.

Äðóãîé âàæíûé ìîìåíò ñîñòîèò â òîì, ÷òî, õîòÿ ìû è ìîæåì

îäíîçíà÷íî âû÷èñëèòü ôàçó ñèãíàëà, íàì íå óäàåòñÿ èçáåæàòü íåîä-

íîçíà÷íîñòè â îöåíêå ôàçû îñöèëëÿòîðà.3 Ýòà îöåíêà çàâèñèò îò

èñïîëüçóåìîé íàáëþäàåìîé; òåì íå ìåíåå, ¾õîðîøèå¿ íàáëþäàåìûå

äàþò ýêâèâàëåíòíûå ôàçû (â òîì ñìûñëå, ÷òî ñðåäíèå ÷àñòîòû,

îïðåäåëåííûå ïî ýòèì íàáëþäàåìûì, ñîâïàäàþò). Â ýêñïåðèìåíòå

ìû îáû÷íî íå ñâîáîäíû â âûáîðå íàáëþäàåìîé. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî

2 Õîòÿ ôàçû, ïîëó÷åííûå ýòèìè ìåòîäàìè è ðàçëè÷àþòñÿ ìèêðîñêîïè÷å-

ñêè, ò.å. íà ìàñøòàáàõ âðåìåí ìåíüøèõ îäíîãî (êâàçè)ïåðèîäà, ñðåäíèå

÷àñòîòû, âû÷èñëåííûå ïî ýòèì ôàçàì, ñîâïàäàþò, à èìåííî ýòè ÷àñòîòû

è âàæíû äëÿ îïèñàíèÿ ñèíõðîíèçàöèè.
3 Õîòÿ ìîæíî âû÷èñëèòü íåñêîëüêî ôàç ïî ðàçíûì íàáëþäàåìûì îäíîãî

è òîãî æå îñöèëëÿòîðà, ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ôàçà ñèñòåìû, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ íóëåâîìó ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ.
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âñåãäà ñîáëþäàòü îñòîðîæíîñòü â ôîðìàëüíîì ïðèìåíåíèè èçëîæåí-

íûõ ìåòîäîâ è èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ.

×àñòîòà ñèãíàëà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè. Åñëè

ñèãíàë ìîæåò áûòü ñâåäåí ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé è ôàçà

âû÷èñëÿåòñÿ ïî (6.1), òî ÷àñòîòà îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì ïîäñ÷åòà ÷èñëà

öèêëîâ íà åäèíèöó âðåìåíè. Åñëè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä àíàëèòè÷å-

ñêîãî ñèãíàëà, òî ÷àñòîòà îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì âû÷èñëåíèÿ íàêëîíà

ãðàôèêà çàâèñèìîñòè ôàçû îò âðåìåíè. Òåõíè÷åñêèå äåòàëè ñì. â

ïðèëîæåíèè Ï2.

6.2 Àíàëèç äàííûõ â ¾àêòèâíîì¿ è
¾ïàññèâíîì¿ ýêñïåðèìåíòå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóæäàåì äâå òèïè÷íûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå

çàäà÷è è ñâÿçàííûå ñ íèìè ïðîáëåìû àíàëèçà äàííûõ. Ïåðâàÿ çà-

äà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü, ìîæåò ëè äàííûé îñöèëëÿòîð

áûòü çàõâà÷åí îïðåäåëåííîé âíåøíåé ñèëîé, èëè ìîãóò ëè äâà îñ-

öèëëÿòîðà âçàèìíî ñèíõðîíèçîâàòüñÿ ïðè çàäàííîé ñâÿçè. Âòîðàÿ

ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü

ñèãíàëû, ãåíåðèðóåìûå äâóìÿ îñöèëëÿòîðàìè, äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñ-

íèòü, âçàèìîäåéñòâóþò ëè ýòè îñöèëëÿòîðû èëè æå îíè íåçàâèñèìû.

6.2.1 ¾Àêòèâíûé¿ ýêñïåðèìåíò

Ìû ïîíèìàåì ñèíõðîíèçàöèþ êàê âîçíèêíîâåíèå îïðåäåëåííûõ ñî-

îòíîøåíèé ìåæäó ôàçàìè è ÷àñòîòàìè âçàèìîäåéñòâóþùèõ îáú-

åêòîâ. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ â íåêîòîðîì äèàïà-

çîíå ðàññòðîåê è êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçè (ýòîò äèàïàçîí ñîîòâåòñòâóåò

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè). Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû óñòàíîâèòü âîçíèê-

íîâåíèå ñèíõðîíèçàöèè â êîíêðåòíîì ýêñïåðèìåíòå, íàì íåîáõîäèìî

èìåòü âîçìîæíîñòü èçìåíÿòü ïàðàìåòðû îñöèëëÿòîðîâ (èëè îñöèë-

ëÿòîðà è âíåøíåé ñèëû), âëèÿþùèå íà ðàññòðîéêó, èëè æå èìåòü

âîçìîæíîñòü âàðüèðîâàòü ñèëó ñâÿçè. Ïðè ýòîì íàì íåîáõîäèìî ñëå-

äèòü çà ïîâåäåíèåì ÷àñòîò è/èëè ðàçíîñòè ôàç, ò.å. ìû äîëæíû ïðî-

âåñòè ¾àêòèâíûé¿ ýêñïåðèìåíò, óïðàâëÿÿ ñèñòåìîé. Êëàññè÷åñêèé

îïûò Ýïïëòîíà [Appleton 1922] (ñì. ðàçäåë 4.1) ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì

ïðèìåðîì òàêîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ïîëíîå îïèñàíèå ñïîñîáíîñòè ñèñòåì ê ñèíõðîíèçàöèè ïðåäïîëà-

ãàåò îïðåäåëåíèå ÿçûêà (ÿçûêîâ) Àðíîëüäà. Òåì íå ìåíåå, åñëè ìû

ïðîñòî õîòèì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñèíõðîíèçàöèÿ äàííûõ ñèñòåì
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âîçìîæíà, òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàáëþäàòü ïåðåõîä ê ñèíõðîíè-

çàöèè ïðè èçìåíåíèè îäíîãî ïàðàìåòðà. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá

ïîêàçàòü ïåðåõîä � ýòî âû÷èñëèòü ÷àñòîòû ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ


1 è 
2 (íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû) è ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè èõ

ðàçíîñòè îò èçìåíÿåìîãî ïàðàìåòðà, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî Ýïïëòî-

íîì â åãî ýêñïåðèìåíòå (ñì. ðèñ. 4.4).4

Â ñîâðåìåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñèãíàëû îáû÷íî ñîõðàíÿþòñÿ â ïà-

ìÿòè êîìïüþòåðà äëÿ ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêè â ðåæèìå off-line. Â

ýòîì ñëó÷àå ÷àñòîòû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ðå-

êîìåíäàöèÿìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà è ïðèëîæåíèÿ Ï2. Îòìåòèì,

÷òî, åñëè ñèãíàëû áëèçêè ê ïåðèîäè÷åñêèì, òî ñèíõðîíèçàöèþ ìîæ-

íî âûÿâèòü ïðîñòûì ñïîñîáîì, àíàëèçèðóÿ êëàññè÷åñêèå ôèãóðû

Ëèññàæó, ò.å. ãðàôèê çàâèñèìîñòè îäíîãî ñèãíàëà îò äðóãîãî (ñð.

ñ ðèñ. 3.9 è 3.23). Â ñëó÷àå çàõâàòà ÷àñòîò ýòîò ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé çàìêíóòóþ êðèâóþ.

6.2.2 ¾Ïàññèâíûé¿ ýêñïåðèìåíò

Ïðèñòóïèì ê îáñóæäåíèþ ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ íåò âîçìîæ-

íîñòè èçìåíÿòü ïàðàìåòðû ñèñòåì è/èëè ñâÿçè, à âîçìîæíî òîëü-

êî íàáëþäàòü ãåíåðèðóåìûå èìè ñèãíàëû. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ÷àñòî

âñòðå÷àåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè áèîëîãè÷åñêèõ èëè ãåîôèçè÷åñêèõ

ñèñòåì. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé è äûõàòåëüíîé ñèñòåì ÷åëîâåêà ïî äâóì

èçìåðÿåìûì ñèãíàëàì: ÝÊÃ è äûõàíèþ (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë).

Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü, êàêóþ èíôîðìàöèþ ìîæ-

íî â ïðèíöèïå èçâëå÷ü èç òàêîãî ýêñïåðèìåíòà? Â ÷àñòíîñòè, åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè âûÿâèòü ñèíõðîíèçà-

öèþ ïóòåì àíàëèçà äâóõêàíàëüíûõ äàííûõ?

Âîîáùå ãîâîðÿ, îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëåí. Òàê êàê ñèí-

õðîíèçàöèÿ � ýòî íå ñîñòîÿíèå, à ïðîöåññ ïîäñòðîéêè ÷àñòîò è ôàç,

åå íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå íå ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû ïî îäíîìó

íàáëþäåíèþ. Êðîìå òîãî, â ñèñòåìàõ ñ øóìîì (à ðåàëüíûå ñèñòåìû

íåèçáåæíî ïîäâåðæåíû âëèÿíèþ øóìîâ), ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè

ðàçìûò è íå ñóùåñòâóåò ÷åòêîé ãðàíèöû ìåæäó ñèíõðîííûìè è

íåñèíõðîííûìè ñîñòîÿíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, áåç äîïîëíèòåëüíûõ

ïðåäïîëîæåíèé ìû íå ìîæåì âûÿâèòü ñèíõðîíèçàöèþ ïóòåì àíàëèçà

4 Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: ìîæíî íàáëþäàòü ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè, ò.å.

ñáëèæåíèå íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò, ëèáî óìåíüøàÿ ðàññòðîéêó ïðè ôèêñè-

ðîâàííîé ñâÿçè, ëèáî óâåëè÷èâàÿ ñâÿçü ïðè íåèçìåííîé ðàññòðîéêå.
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äàííûõ, äàæå åñëè è óäàñòñÿ íàéòè íåêèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôà-

çàìè è ÷àñòîòàìè (êîòîðûå äîëæíû áûòü âû÷èñëåíû ïî ñèãíàëàì,

êàê îïèñàíî ðàíåå). Òåì íå ìåíåå, àíàëèç äâóõêàíàëüíûõ äàííûõ,

îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè òåîðèè ñèíõðîíèçàöèè, ìîæåò äàòü

âàæíóþ èíôîðìàöèþ î âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñèñòåìàìè, êîòîðûå ãå-

íåðèðóþò íàáëþäàåìûå ñèãíàëû.

Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå çàâèñèìîñòè ìåæäó äâóìÿ (èëè

íåñêîëüêèìè) ñèãíàëàìè � ýòî òèïîâàÿ çàäà÷à îáðàáîòêè äàííûõ.

Îíà ðåøàåòñÿ òðàäèöèîííûìè ëèíåéíûìè ìåòîäàìè âçàèìíîêîððå-

ëÿöèîííîãî (âçàèìíîñïåêòðàëüíîãî) àíàëèçà [Ðàáèíåð è Ãîëä 1975]

èëè íåëèíåéíûìè ìåòîäàìè, òàêèìè êàê âû÷èñëåíèå âçàèìíîé èí-

ôîðìàöèè èëè ìàêñèìàëüíîé êîððåëÿöèè [R�enyi 1970; Pompe 1993;

Voss and Kurths 1997].

Ðèñ. 6.2 èëëþñòðèðóåò ðàçëè÷èå ýòîé òèïîâîé çàäà÷è è ïðîáëåìû,

êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàåì íèæå: ìû ïûòàåìñÿ âûÿâèòü âçàèìî-

äåéñòâèå ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè, êîòîðûå ãåíåðèðóþò äâóõêàíàëü-

íûå äàííûå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîäõîä ê àíàëèçó äàííûõ ñ òî÷êè

çðåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè ÿâíî ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äàííûå ãåíåðèðóþòñÿ

íåñêîëüêèìè (ïî êðàéíåé ìåðå, äâóìÿ) âçàèìîäåéñòâóþùèìè àâòî-

êîëåáàòåëüíûìè ñèñòåìàìè. Åñëè ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå ìîæåò áûòü

ïðîâåðåíî, òî îïèñàííûå íèæå ìåòîäû ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðî-

âàíû òîëüêî êàê ñðåäñòâà àíàëèçà âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñèãíàëàìè,

è íèêàêîãî çàêëþ÷åíèÿ î ñâÿçè ìåæäó ñèñòåìàìè ñäåëàíî áûòü íå

ìîæåò.

Íàïîìíèì, ÷òî âçàèìîñâÿçü ìåæäó ôàçàìè ìîæåò òàêæå âîçíèê-

íóòü âñëåäñòâèå ðîäñòâåííîãî ÿâëåíèÿ, òàêîãî êàê ñòîõàñòè÷åñêèé

ðåçîíàíñ (ñì. ðàçäåë 3.6.3). Äðóãîé ïðè÷èíîé ìîæåò áûòü, íàïðèìåð,

ìîäóëÿöèÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà ïî ïåðåäàþùåìó êà-

íàëó (ñì. ðàçäåë 3.3.5). Ýòèìè çàìå÷àíèÿìè ìû õîòèì ïîä÷åðêíóòü,

÷òî ðåçóëüòàòû ïàññèâíîãî ýêñïåðèìåíòà äîëæíû èíòåðïðåòèðîâàòü-

ñÿ ñ áîëüøîé îñòîðîæíîñòüþ; ñì. ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå â ðàçäåëå

6.4.

Ñîâïàäåíèå ÷àñòîò èëè çàõâàò ÷àñòîò?

Åñëè ýêñïåðèìåíòàòîð äåéñòâèòåëüíî èìååò äåëî ñ ñèãíàëàìè, ãå-

íåðèðóåìûìè äâóìÿ àâòîêîëåáàòåëüíûìè ñèñòåìàìè, è âèäèò, ÷òî

èõ ÷àñòîòû áëèçêè, òî âîçíèêàåò âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ýòî ñëåäñòâèåì

ãèïîòåòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èëè æå ïðîñòî ñëó÷àéíûì ñîâïàäå-

íèåì. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå ñóùåñòâóåò ñïîñîáà îòâåòèòü íà ýòîò

âîïðîñ, ìîæíî òîëüêî ïîëó÷èòü êîñâåííîå ïîäòâåðæäåíèå ãèïîòåçû

î âçàèìîäåéñòâèè.
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Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî îöåíêà îòíîøåíèÿ ÷àñòîò íå ïîìîãàåò.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äâå ÷àñòîòû ðàâíû (â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè èõ

îïðåäåëåíèÿ), òî ìû íå ìîæåì ïðîâåðèòü, ïðîèçîøëî ýòî ñëó÷àéíî,

èëè åñòü ïðîÿâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ìû

íàøëè, ÷òî, íàïðèìåð, 
1=
2 = 1:05, òî ýòî íå èñêëþ÷àåò ñóùåñòâî-

âàíèå 1 : 1 ñèíõðîííîãî ðåæèìà, òàê êàê ÷àñòûå ïðîñêîêè ôàçû íà

ãðàíèöå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷èþ ÷àñòîò. (Íà-

ïîìíèì, ÷òî â ñèñòåìàõ ñ øóìîì îáëàñòü òî÷íîãî ðàâåíñòâà ÷àñòîò

ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.) Ïîýòîìó, îáû÷íî îöåíêà ÷àñòîò 
1;2 ìî-

æåò áûòü èñïîëüçîâàíà òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü âîçìîæíûé

ïîðÿäîê n : m ñèíõðîíèçàöèè. Áîëåå ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò

(b)

(a)

?

Ðèñ. 6.2. Èëëþñòðàöèÿ ïîäõîäà ê àíàëèçó äâóõêàíàëüíûõ äàííûõ ñ

òî÷êè çðåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè. Öåëü òàêîãî àíàëèçà � âûÿâèòü ñëàáîå

âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïîäñèñòåìàìè òîëüêî ïî èçìåðÿåìûì íà èõ

âûõîäå ñèãíàëàì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äàííûå ãåíåðèðóþòñÿ äâóìÿ

îñöèëëÿòîðàìè ñ ñîáñòâåííûìè ðèòìàìè (a). Àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà

ñîñòîèò â òîì, ÷òî èçìåðÿåòñÿ ñìåñü ñèãíàëîâ, ãåíåðèðóåìûõ äâóìÿ

íåñâÿçàííûìè ñèñòåìàìè (b). Òðàäèöèîííûå ìåòîäû íå ïîçâîëÿþò

ðàçëè÷èòü ýòè ãèïîòåçû. Â ïåðâîì ñëó÷àå, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñè-

ñòåìàìè ìîæåò áûòü âûÿâëåíî ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ôàç, âû÷èñëåííûõ

ïî ñèãíàëàì. Îòìåòèì, ÷òî âçàèìîñâÿçü ìåæäó ôàçàìè ìîæåò áûòü íå

òîëüêî ðåçóëüòàòîì âçàèìîäåéñòâèÿ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, ñïî-

ñîáíûõ ñèíõðîíèçîâàòüñÿ, íî è ñëåäñòâèåì ìîäóëÿöèè (ñð. ñ ðèñ. 3.31)

èëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà (ñð. ñ ðèñ. 3.48).
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áûòü ïîëó÷åíà èç àíàëèçà ôàç.

Íåêîòîðûå ôàêòîðû, òèïè÷íûå äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ, ìîãóò îêàçàòü-

ñÿ ïîëåçíûìè äëÿ àíàëèçà äàííûõ. Íèæå ìû îáñóäèì äâà âàæíûõ

àñïåêòà.

(i) Øóì óñëîæíÿåò êàðòèíó ñèíõðîíèçàöèè, íî â íåêîòîðûõ ñëó-

÷àÿõ ¾ïàññèâíîãî¿ ýêñïåðèìåíòà îí ïîìîãàåò îòëè÷èòü ñëó÷àé-

íîå ñîâïàäåíèå ÷àñòîò îò èõ èñòèííîãî çàõâàòà. Äåéñòâèòåëüíî,

øóì ïîðîæäàåò äèôôóçèþ ôàçû, è ïðè ñëó÷àéíîì ñîâïàäåíèè

÷àñòîò ðàçíîñòü ôàç íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, à ñîâåðøàåò ñëó-

÷àéíûå áëóæäàíèÿ.5 Ðàñïðåäåëåíèå (�1 � �2) mod 2� ÿâëÿåòñÿ

â ýòîì ñëó÷àå ïðàêòè÷åñêè ðàâíîìåðíûì, â òî âðåìÿ êàê âçàè-

ìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ìàêñèìóìà â ðàñïðåäåëåíèè

(ñì. ðàçäåë 3.4). Ýòî ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñóùå-

ñòâîâàíèå ïðåäïî÷òèòåëüíîãî çíà÷åíèÿ ðàçíîñòè ôàç (âçÿòîé

ïî ìîäóëþ 2�), ò.å. êàê çàõâàò ôàç (â ñòàòèñòè÷åñêîì ñìûñëå).

Ñëåäîâàòåëüíî, íàì íåîáõîäèìî àíàëèçèðîâàòü ðàçíîñòü ôàç;

êàê ïîêàçàíî íèæå, íàèáîëåå ýôôåêòèâåí äëÿ ýòîãî ñòðîáîñêî-

ïè÷åñêèé ìåòîä.

(ii) Íåñòàöèîíàðíîñòü äàííûõ, âûçâàííàÿ ìåäëåííûì èçìåíåíè-

åì ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìîé ñèñòåìû, ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò

àíàëèç, íî ìîæåò òàêæå ïîìî÷ü íàéòè äîïîëíèòåëüíûå àðãó-

ìåíòû, ïîäòâåðæäàþùèå ãèïîòåçó î âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèë-

ëÿòîðàõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû íàáëþäàåì, ÷òî ìãíîâåííûå

÷àñòîòû äâóõ ñèãíàëîâ èçìåíÿþòñÿ, íî èõ îòíîøåíèå îñòàåòñÿ

(ïðèáëèçèòåëüíî) ïîñòîÿííûì, òî î÷åíü ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî ýòî

ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíî; â ýòîì ñëó÷àå âïîëíå ðàçóìíî ñ÷èòàòü,

÷òî ìû íàáëþäàåì çàõâàò ÷àñòîò. Äðóãèì ñâèäåòåëüñòâîì ìî-

æåò áûòü èçìåíåíèå ñîîòíîøåíèÿ ÷àñòîò, ñêàæåì, ñ �5=2 íà

�3: ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî ýòî ñëó÷àéíîñòü, ñêîðåå ýòî ïîõîæå íà

ïåðåõîä ìåæäó ñîñåäíèìè ÿçûêàìè Àðíîëüäà.

6.3 Àíàëèç âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó
ôàçàìè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîäðîáíî îáñóæäàåì ìåòîäû àíàëèçà ôàçîâûõ

ñîîòíîøåíèé è èëëþñòðèðóåì ýòè ìåòîäû íåñêîëüêèìè ïðèìåðàìè.
5 Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè n
1 � m
2 ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü îáîáùåííóþ

ðàçíîñòü ôàç n�1�m�2; çäåñü ìû äëÿ ïðîñòîòû îáñóæäåíèÿ ïðåäïîëàãàåì

n = m = 1.
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Äàííûå ìåòîäû îñíîâàíû íà èäåå î ñèíõðîíèçàöèè, ïîýòîìó ìû

èñïîëüçóåì ñîîòâåòñòâóþùóþ òåðìèíîëîãèþ, õîòÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, ïî

äàííûì ìû ìîæåì âûÿâèòü òîëüêî íàëè÷èå âçàèìîäåéñòâèÿ.

6.3.1 Íåïîñðåäñòâåííûé àíàëèç ðàçíîñòè ôàç.
Ïðèìåð: ðåãóëÿöèÿ ïîçû ÷åëîâåêà

Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá âûÿâèòü ñèíõðîíèçàöèþ � ýòî íàðèñîâàòü

çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ôàç îò âðåìåíè è ïîñìîòðåòü, ñîäåðæèò ëè

ýòîò ãðàôèê ãîðèçîíòàëüíûå ó÷àñòêè. Â îáùåì ñëó÷àå ìû äîëæíû

ñòðîèòü ãðàôèê îáîáùåííîé ðàçíîñòè ôàç

'
n;m

= n�1 �m�2: (6.3)

Ýòîò íåïîñðåäñòâåííûé ìåòîä îêàçàëñÿ âïîëíå ýôôåêòèâíûì äëÿ

àíàëèçà ìîäåëüíûõ ñèñòåì è íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åí-

íûõ íàáîðîâ äàííûõ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè îïèøåì ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî èññëåäî-

âàíèþ ðåãóëÿöèè ïîçû ÷åëîâåêà [Rosenblum et al. 1998]. Âî âðåìÿ

îïûòà èñïûòóåìîìó ïðåäëàãàëîñü ñïîêîéíî ñòîÿòü íà ñïåöèàëüíîé

æåñòêîé ïëàòôîðìå, îñíàùåííîé ÷åòûðüìÿ òåíçîäàò÷èêàìè. Íà âû-

õîäå ýòîãî óñòðîéñòâà ïîëó÷àþò òåêóùèå êîîðäèíàòû (x; y) öåíòðà

äàâëåíèÿ ïîä ñòîïàìè ñòîÿùåãî èñïûòóåìîãî. Òàêèå äâóõêàíàëüíûå

äàííûå íàçûâàþòñÿ ñòàáèëîãðàììîé; èçâåñòíî, ÷òî îíè ñîäåðæàò èí-

ôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèè öåíòðàëüíîé íåðâíîé ñèñòåìû [Ãóðôèíêåëü

è äð. 1965; Cernacek 1980; Furman 1994; Lipp and Longridge 1994].

Êàæäîìó èñïûòóåìîìó ïðåäëàãàëîñü ïðîéòè òðè òåñòà, à èìåííî,

ñïîêîéíî ñòîÿòü â òå÷åíèå òðåõ ìèíóò (i) ñ îòêðûòûìè ãëàçàìè (ÎÃ)

ïðè ïîñòîÿííîì îêðóæåíèè; (ii) ñ çàêðûòûìè ãëàçàìè (ÇÃ); (iii) ñ

îòêðûòûìè ãëàçàìè ïðè íàëè÷èè ñïåöèàëüíî ââåäåííîé çðèòåëüíîé

îáðàòíîé ñâÿçè (ÎÑ). 132 äâóõêàíàëüíûå çàïèñè, ïîëó÷åííûå â ýêñ-

ïåðèìåíòàõ ñ òðåìÿ ãðóïïàìè èñïûòóåìûõ (17 çäîðîâûõ, 11 ÷åëîâåê

ñ îðãàíè÷åñêîé è 17 ñ ïñèõîãåííîé ïàòîëîãèåé) áûëè ïðîàíàëèçèðî-

âàíû ïóòåì âû÷èñëåíèÿ âçàèìíûõ ñïåêòðîâ è îáîáùåííîé âçàèìíîé

èíôîðìàöèè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âçàèìîçàâèñèìîñòü ìåæäó êà÷àíèÿìè

òåëà â àíòåðèî-ïîñòåðèàëüíîì (âïåðåä � íàçàä) è ëàòåðàëüíîì (âïðà-

âî � âëåâî) íàïðàâëåíèÿõ áûëà îáíàðóæåíà òîëüêî â ïàòîëîãè÷åñêèõ

ñëó÷àÿõ. Äðóãîå íàáëþäåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñòàáèëîãðàììû ìîæ-

íî êà÷åñòâåííî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû: øóìîâîãî è êîëåáàòåëüíîãî

òèïîâ. Ïîñëåäíèå âñòðå÷àþòñÿ çíà÷èòåëüíî ðåæå � òîëüêî íåñêîëüêî

ïðîöåíòîâ çàïèñåé ìîãóò áûòü íàçâàíû êîëåáàòåëüíûìè � è òîëüêî

â ñëó÷àå ïàòîëîãèè.
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Çàìåòíîå íà ñòàáèëîãðàììàõ âîçíèêíîâåíèå êîëåáàòåëüíûõ ðåæè-

ìîâ íàâîäèò íà ìûñëü î âîçáóæäåíèè àâòîêîëåáàíèé â ñèñòåìå ðåãó-

ëÿöèè âåðòèêàëüíîé ïîçû; èçâåñòíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ

íåñêîëüêî öåïåé çàïàçäûâàþùåé îáðàòíîé ñâÿçè. Òåì íå ìåíåå, íåçà-

âèñèìîñòü êà÷àíèé â äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèÿõ ó çäî-

ðîâûõ èñïûòóåìûõ è âî ìíîãèõ ïàòîëîãè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ çàñòàâëÿåò

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ïîääåðæàíèè âåðòèêàëüíîé ïîçû çàäåéñòâîâà-

íû äâå ðàçäåëüíûå ïîäñèñòåìû. Ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî, åñëè â

îáåèõ ñèñòåìàõ âîçáóæäàþòñÿ àâòîêîëåáàíèÿ, òî ìîæåò âîçíèêíóòü

ñèíõðîíèçàöèÿ. ×òîáû âûÿñíèòü, íå ÿâëÿåòñÿ ëè çàâèñèìîñòü ìå-

æäó äâóìÿ êîìïîíåíòàìè ñòàáèëîãðàììû ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ

ìåæäó ôàçàìè, ìû ïðîàíàëèçèðîâàëè ðàçíîñòè ôàç.

Çäåñü ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû îäíîãî ýêñïåðèìåíòà (æåíùèíà

39 ëåò, ôóíêöèîíàëüíàÿ àòàêñèÿ). Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè ÎÃ- è

ÇÃ-òåñòàõ ñòàáèëîãðàììà èìååò ÿðêî âûðàæåííûé êîëåáàòåëüíûé
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Ðèñ. 6.3. (a) Ñòàáèëîãðàììà ïàöèåíòà ñ íåâðîëîãè÷åñêîé ïàòîëîãè-

åé. x (æèðíàÿ ëèíèÿ) è y (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ïðåäñòàâëÿþò ñîîòâåò-

ñòâåííî êà÷àíèÿ òåëà ïðè ñïîêîéíîì ñòîÿíèè ñ îòêðûòûìè ãëàçàìè â

àíòåðèî-ïîñòåðèàëüíîì è ëàòåðàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ. Ôàçû ñèãíàëîâ

è ðàçíîñòü ôàç ïîêàçàíû íà (b) ñîîòâåòñòâåííî æèðíîé, ñïëîøíîé

è ïóíêòèðíîé ëèíèÿìè. Ïåðåõîä ê ðåæèìó, â êîòîðîì ðàçíîñòü ôàç

ôëóêòóèðóåò îêîëî ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ, ÷åòêî âèäåí ïðè �110 ñ.

Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü y îò x íå äåìîíñòðèðóåò êàêîé-ëèáî ñòðóêòó-

ðû, êîòîðàÿ óêàçûâàëà áû íà çàâèñèìîñòü ìåæäó ñèãíàëàìè (c). Èç

[Pikovsky et al. 2000].
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õàðàêòåð (ðèñ. 6.3 è 6.4). Ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ çàïèñÿìè ñîñòîèò

â òîì, ÷òî ïðè îòêðûòûõ ãëàçàõ êîëåáàíèÿ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ

àñèíõðîííû â òå÷åíèå ïåðâûõ �110 ñ, íî äåìîíñòðèðóþò ñèëüíóþ

âçàèìîñâÿçü ìåæäó ôàçàìè â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ 50 ñ. Ïðè çàêðû-

òûõ ãëàçàõ, ôàçû êîëåáàíèé ïî÷òè ñîâïàäàþò â òå÷åíèå âñåãî òå-

ñòà. Ïîâåäåíèå ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ ïðè ÎÑ-òåñòå; ñòàáèëîãðàì-

ìà ñòàíîâèòñÿ øóìîâîãî òèïà, è íèêàêèõ ôàçîâûõ ñîîòíîøåíèé íå

íàáëþäàåòñÿ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òðàäèöèîííûå ìåòîäû ìàëî ýôôåê-

òèâíû â îïðåäåëåíèè âçàèìíîé çàâèñèìîñòè ýòèõ ñèãíàëîâ èç-çà èõ

íåñòàöèîíàðíîñòè è íåäîñòàòî÷íîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè.

Êîììåíòàðèè ê ìåòîäó

Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì íåïîñðåäñòâåííîãî àíàëèçà ôàç ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî ñ ïîìîùüþ çàâèñèìîñòè '
n;m

(t) ìîæíî ïðîñëåäèòü ïåðåõîäû

ìåæäó êà÷åñòâåííî ðàçíûìè ðåæèìàìè, ïðîèñõîäÿùèå èç-çà íåñòà-

öèîíàðíîñòè ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì è/èëè ñâÿçè

(ðèñ. 6.3); ýòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì äàæå äëÿ âåñüìà êîðîòêèõ

çàïèñåé. Äåéñòâèòåëüíî, äâà ðåæèìà, êîòîðûå ìîæíî ðàçëè÷èòü íà
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Ðèñ. 6.4. Ñòàáèëîãðàììà òîãî æå ïàöèåíòà, ÷òî è íà ðèñ. 6.3, ïîëó-

÷åííàÿ ïðè òåñòå ñ çàêðûòûìè ãëàçàìè. Âñå îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå,

êàê è íà ðèñ. 6.3. Ïî ãðàôèêó ðàçíîñòè ôàç âèäíî, ÷òî ôàçû êà÷àíèé

òåëà â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ áëèçêè â òå÷åíèå âñåãî òåñòà, â òî âðåìÿ êàê

àìïëèòóäû îñòàþòñÿ íåðåãóëÿðíûìè è ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè. Èç

[Pikovsky et al. 2000].
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ðèñ. 6.3, ñîäåðæàò òîëüêî ïîðÿäêà äåñÿòè õàðàêòåðíûõ ïåðèîäîâ,

ò.å. ýòè ýïèçîäû ñëèøêîì êîðîòêè äëÿ íàäåæíîãî èñïîëüçîâàíèÿ

òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà äàííûõ.

Íåäîñòàòêîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñèíõðîííûå ðåæèìû ïîðÿä-

êà, îòëè÷íîãî îò n : m, íàïðèìåð, ñèíõðîíèçàöèÿ ïîðÿäêà n : (m+1),

âûãëÿäÿò â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè êàê íåñèíõðîííûå ýïèçîäû. Êðîìå

òîãî, íå ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíûõ ìåòîäîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ öåëûõ ÷è-

ñåë n è m, ïîýòîìó îíè äîëæíû èñêàòüñÿ ìåòîäîì ïðîá è îøèáîê.

Ñîîòâåòñòâåííî, ÷òîáû âûÿâèòü âñå ñèíõðîííûå ðåæèìû, íåîáõîäè-

ìî ïðîàíàëèçèðîâàòü áîëüøîå ÷èñëî ãðàôèêîâ. Ïðàêòè÷åñêè, âîç-

ìîæíûå çíà÷åíèÿ n è m ìîãóò áûòü îöåíåíû ïî ñïåêòðàì ìîùíîñòè

ñèãíàëîâ èëè ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ÷àñòîò â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêîìåíäà-

öèÿìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà; âûáîð çíà÷åíèé n èm ÷àñòî îãðàíè÷åí

áëàãîäàðÿ äîïîëíèòåëüíûì ñâåäåíèÿì îá èññëåäóåìîé ñèñòåìå.

Äðóãîé íåäîñòàòîê îïèñàííîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî, åñëè

øóì äîñòàòî÷íî âåëèê, òî ìåòîä ñòàíîâèòñÿ íåýôôåêòèâíûì è äàæå

ìîæåò ââåñòè â çàáëóæäåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ÷àñòûå ñêà÷êè ôà-

çû ìàñêèðóþò íàëè÷èå ãîðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ íà ãðàôèêå (ñð.

ñ ðèñ. 4.11), è ñèíõðîíèçàöèÿ ìîæåò áûòü âûÿâëåíà òîëüêî ñ ïî-

ìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà, ò.å. ïóòåì àíàëèçà ðàñïðåäåëåíèÿ

öèêëè÷åñêîé ðàçíîñòè ôàç, îáñóæäàåìîãî íèæå.

6.3.2 Âûñîêèé óðîâåíü øóìà

Ñèëüíûé øóì âûçûâàåò ÷àñòûå ñêà÷êè ôàçû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ãðà-

ôèê ðàçíîñòè ôàç '
n;m

(t) äåìîíñòðèðóåò ïåðåìåæàåìîñòü êîðîòêèõ

ãîðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ è áûñòðûõ ñêà÷êîâ ââåðõ è âíèç. Ïðèìåð

òàêîãî ïîâåäåíèÿ äàí íà ðèñ. 4.11. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëåçíî âû÷èñëèòü

ðàñïðåäåëåíèå ðàçíîñòè ôàç 	
n;m

= '
n;m

mod 2�. Äåéñòâèòåëüíî,

îïåðàöèÿ äåëåíèÿ ïî ìîäóëþ äåëàåò ýêâèâàëåíòíûìè ñîñòîÿíèÿ äî

è ïîñëå ñêà÷êà ôàçû, è âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè ïðî-

ÿâëÿåòñÿ âîçíèêíîâåíèåì ìàêñèìóìà ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Âèçóàëüíûé àíàëèç ðèñ. 4.11 ïîêàçûâàåò, ÷òî èçîáðàæåííûå äàí-

íûå íåñòàöèîíàðíû: ñòåïåíü âçàèìîäåéñòâèÿ èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè.

(Êîíå÷íî æå, ìû íå ìîæåì âûÿñíèòü, ïî÷åìó ýòî òàê; âîçìîæíî,

÷òî ñèëà ñâÿçè ìåäëåííî èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, èëè ÷àñòîòû âçà-

èìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì, èëè è òî, è äðóãîå.) Â ýòîì ñëó÷àå èìååò

ñìûñë âûïîëíèòü àíàëèç ìåòîäîì ñêîëüçÿùåãî îêíà, ïîñëåäîâàòåëü-

íî âû÷èñëÿÿ ðàñïðåäåëåíèå âî âðåìåííîì îêíå [t � �=2; t + �=2],

ãäå � � äëèíà îêíà, äëÿ ðàçëè÷íûõ t. Âðåìåíí�àÿ çàâèñèìîñòü ñèëû

âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà ïîêàçàòåëåì, êîòîðûé
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îïèñûâàåò îòêëîíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ îò ðàâíîìåðíîãî. Âû÷èñëå-

íèå òàêèõ ïîêàçàòåëåé (èíäåêñîâ) ðàññìîòðåíî â [Tass et al. 1998;

Rosenblum et al. 2001].

Â çàêëþ÷åíèå ïîâòîðèì, ÷òî â ñëó÷àå ñèñòåì ñ ñèëüíûì (èëè

íåîãðàíè÷åííûì) øóìîì íåâîçìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü, ÿâëÿ-

åòñÿ ëè äàííîå ñîñòîÿíèå ñèíõðîííûì èëè íåò. Â ñâÿçè ñ ýòèì îïðå-

äåëåíèå ïî äàííûì êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ñòåïåíè âçàèìîäåéñòâèÿ

èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé îäíîé è òîé

æå ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îêàçàëîñü ïîëåçíûì â äâóõ ñëåäóþùèõ

ñëó÷àÿõ.

Âû÷èñëåíèå èíäåêñà ñèíõðîíèçàöèè êàê ôóíêöèè âðåìåíè ìî-

æåò âûÿâèòü èçìåíåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ âî âðåìåíè. Ïðè àíàëè-

çå ìîçãîâîé è ìûøå÷íîé àêòèâíîñòè (ñì. [Tass et al. 1998; Tass

1999] è ðàçäåë 4.1.7) ýòà çàâèñèìîñòü ñîîòâåòñòâîâàëà èíòåí-

ñèâíîñòè òðåìîðà; ýòîò ôàêò ïîçâîëèë íàì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

ïðîöåññ ñèíõðîíèçàöèè â ìîçãå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé òðåìîðà.

Ïðè àíàëèçå ìíîãîêàíàëüíûõ äàííûõ, ò.å. ïðè âçàèìîäåéñòâèè

ìíîãèõ îñöèëëÿòîðîâ, âû÷èñëåíèå èíäåêñà ñèíõðîíèçàöèè äëÿ

ðàçëè÷íûõ ïàð ñèãíàëîâ ïîìîãàåò â îïðåäåëåíèè îòíîñèòåëü-

íîé ñòåïåíè âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñèãíàëàìè. Òàê,

â âûøåóïîìÿíóòîì ïðèìåðå, ýòîò ïîäõîä ïîçâîëèë óñòàíîâèòü,

êàêèå îòäåëû ìîçãà âîâëå÷åíû â ãåíåðàöèþ ïàòîëîãè÷åñêîé àê-

òèâíîñòè (òðåìîðà).

6.3.3 Ñòðîáîñêîïè÷åñêèé ìåòîä

Çäåñü ìû èëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî ìåòîäà, êî-

òîðûé áûë óæå èñïîëüçîâàí íàìè â ðàçäåëå 3.2 ïðè ðàññìîòðåíèè

îñöèëëÿòîðîâ, ïîäâåðãàåìûõ ïåðèîäè÷åñêîìó èìïóëüñíîìó âîçäåé-

ñòâèþ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ìåòîäà ôàçà âîçìóùåííîãî îñöèë-

ëÿòîðà íàáëþäàåòñÿ ñ ïåðèîäîì âíåøíåé ñèëû, �
k
= �(t0+k �T ), ãäå

k = 1; 2; : : :, à t0 � (ïðîèçâîëüíîå) âðåìÿ ïåðâîãî íàáëþäåíèÿ. Åñëè

ïåðèîäè÷åñêèé îñöèëëÿòîð çàõâà÷åí ñèëîé, òî ðàñïðåäåëåíèå �
k
åñòü

Æ-ôóíêöèÿ; åñëè ñèëà çàõâàòûâàåò çàøóìëåííûé èëè õàîòè÷åñêèé

îñöèëëÿòîð, òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå áóäåò óçêèì. Â ñëó÷àå æå àñèí-

õðîííîãî ñîñòîÿíèÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêè íàáëþäàåìàÿ ôàçà ïðèíèìàåò

ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ðàñïðåäåëåíèå áóäåò

øèðîêèì.

Ïðîñòîå îáîáùåíèå äåëàåò ýòîò ìåòîä î÷åíü ýôôåêòèâíûì èíñòðó-

ìåíòîì â àíàëèçå äàííûõ. Äëÿ ýòîé öåëè ðàññìîòðèì äâà ñâÿçàííûõ
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îñöèëëÿòîðà è áóäåì íàáëþäàòü ôàçó îäíîãî èç íèõ íå ïåðèîäè÷åñêè

âî âðåìåíè, à ïåðèîäè÷åñêè ïî îòíîøåíèþ ê ôàçå âòîðîãî îñöèëëÿ-

òîðà. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âòîðîé îñöèëëÿòîð èãðàåò ðîëü âðåìåííîãî

ìàðêåðà, ¾îñâåùàÿ¿ �1 â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà �2 âîçðîñëà

íà 2�. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû âûäåëÿåì �1k â òå ìîìåíòû, êîãäà

�2(t) = �0 + 2� � k. Íàçîâåì òàêîé ìåòîä ôàçîâûì ñòðîáîñêîïîì.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âòîðîé îñöèëëÿòîð � ïåðèîäè÷åñêèé, òî ôàçî-

âûé è âðåìåííîé ñòðîáîñêîïû ýêâèâàëåíòíû. Êîíå÷íî æå, íå èìååò

çíà÷åíèÿ, êàêîé èç îñöèëëÿòîðîâ âûáðàí â êà÷åñòâå çàäàþùåãî îò-

ñ÷åò (âòîðîé â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ); âûáîð ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

óäîáñòâîì îïðåäåëåíèÿ ôàçû.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ýòîãî ðàçäåëà ìû îáúÿñíÿåì è èëëþñòðèðóåì

ïðèìåðàìè, êàê ñòðîáîñêîïè÷åñêèé ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí

äëÿ îïðåäåëåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ (êîíå÷íî æå, ïðè óñëîâèè, ÷òî

ìû çíàåì, ÷òî ñèãíàëû ãåíåðèðóþòñÿ âçàèìîäåéñòâóþùèìè àâòîêî-

ëåáàòåëüíûìè ñèñòåìàìè) ïðè ñîîòíîøåíèè ÷àñòîò ñèãíàëîâ âèäà

n
1 � m
2, èëè, â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ âûÿâëåíèÿ ñëîæíîé âçàèìîçà-

âèñèìîñòè ìåæäó ôàçàìè äâóõ ñèãíàëîâ.

6.3.4 Ôàçîâûé ñòðîáîñêîï â ñëó÷àå n
1 � m
2.
Ïðèìåð: âçàèìîäåéñòâèå
ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé è äûõàòåëüíîé ñèñòåì

Ïðåäïîëîæèì äëÿ íà÷àëà, ÷òî åñòü äâà n : 1 ñèíõðîíèçîâàííûõ

îñöèëëÿòîðà, êîòîðûå ãåíåðèðóþò ñèãíàëû òèïà ïîêàçàííûõ íà

ðèñ. 6.1, ïðè ýòîì ïóñòü n ñïàéêîâ6 áûñòðîãî ñèãíàëà ïðèõîäÿòñÿ íà

îäèí öèêë ìåäëåííîãî, ò.å. åñòü çàõâàò ïîðÿäêà n : 1. Òîãäà ìû áóäåì

íàáëþäàòü ñïàéêè ïðè n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ôàçû ìåäëåííîãî

ñèãíàëà. Ïîäîáíàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ è â ñëó÷àå, êîãäà ñèíõðîíè-

çàöèè íåò, íî îäèí ïðîöåññ ìîäóëèðóåòñÿ äðóãèì. Ñëåäîâàòåëüíî, â

êîíêðåòíîì ýêñïåðèìåíòå ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ýòîò ïîäõîä äëÿ

âûÿâëåíèÿ ñëîæíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, íî ìû íå ìîæåì ðàçëè÷èòü

ñèíõðîíèçàöèþ è ìîäóëÿöèþ.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì íàáëþäàòü ôàçó ìåäëåííîãî ñèã-

íàëà �1 â ìîìåíòû ïîÿâëåíèÿ ñïàéêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîèì

ãðàôèê ñòðîáîñêîïè÷åñêè íàáëþäàåìîé öèêëè÷åñêîé ôàçû  (t
k
) =

6 Åñëè áû íå áûëî ñïàéêîâ, òî ìû ìîãëè áû îïðåäåëèòü ñîáûòèÿ, íàïðèìåð,

êàê ïåðåñå÷åíèÿ íóëÿ â îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû

õîòèì íàéòè òå ìîìåíòû, êîãäà ôàçà áûñòðîãî îñöèëëÿòîðà ïðèíèìàåò

íåêîòîðûå îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ.
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�1(tk) mod 2� îò âðåìåíè è íàçîâåì òàêîé ãðàôèê ñèíõðîãðàììîé

(ðèñ. 6.5). Íàëè÷èå âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåò îòðàæåíî ïîÿâëåíèåì íà

ýòîì ãðàôèêå n ïîëîñ.

Çàêëþ÷èòåëüíûé øàã â ðàçâèòèè ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî ìåòîäà ñî-

ñòîèò â îáîáùåíèè íà ñëó÷àé çàõâàòà ïîðÿäêà n : m. Ïðåäïîëîæèì

îïÿòü, ÷òî ìû íàáëþäàåì îäèí îñöèëëÿòîð, â òî âðåìÿ êàê ôàçà

âòîðîãî êðàòíà 2�. Òîãäà, åñëè âçàèìîäåéñòâèå èìååò ìåñòî, òî ìû

ñäåëàåì n íàáëþäåíèé çà m öèêëîâ ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà. ×òîáû

ïîñòðîèòü ñèíõðîãðàììó, ìû äîëæíû êàêèì-òî îáðàçîì ðàçëè÷àòü

ôàçû â ïðåäåëàõ m ñîñåäíèõ öèêëîâ. Äëÿ ýòîé öåëè ñíîâà âîñïîëü-

çóåìñÿ òåì, ÷òî ôàçà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê íà îêðóæíîñòè, ò.å.

îò 0 äî 2�, òàê è íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ìû ÷àñòî ñìåøèâàëè

ýòè îïðåäåëåíèÿ, è äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ôàçû áûë ÿñåí èç êîíòåê-

ñòà. Òåïåðü ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ïðèåì: âîçüìåì ðàçâåðíóòóþ

(ò.å. áåñêîíå÷íî ðàñòóùóþ) ôàçó è ñâåðíåì åå íà èíòåðâàëå [0; 2�m]

(ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôàçû � = 0 è � = 2�m ýêâèâàëåíòíû). Òàêèì

îáðàçîì, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü m öèêëîâ â êà÷åñòâå îäíîãî, è,

ïðîäîëæàÿ ïðîöåäóðó, êàê áûëî îïèñàíî ðàíåå, ïîñòðîèì çàâèñè-

ìîñòü  
m
(t
k
) = �1(tk) mod 2�m îò âðåìåíè (ðèñ. 6.5); èíäåêñ m

ïîêàçûâàåò, êàê èìåííî ôàçà áûëà ñâåðíóòà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì

ψm(tk)

φ 1
π

(t
) 

m
od

 2

(a)

×ÒÅÍÑ

×ÒÅÍÑ

×ÒÅÍÑ

(d)
m

0

(c)

(b)

Ðèñ. 6.5. Ïðèíöèï ôàçîâîãî ñòðîáîñêîïà, èëè ñèíõðîãðàììû. Ìåäëåí-

íûé ñèãíàë (a) íàáëþäàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôàçîé áûñòðîãî ñèãíàëà

(c). Èçìåðåííàÿ â ýòè ìîìåíòû ôàçà �1 ìåäëåííîãî ñèãíàëà, ñâåðíóòàÿ

ïî ìîäóëþ 2�m (ò.å. m ñîñåäíèõ öèêëîâ âçÿòû â êà÷åñòâå îäíîãî äëèí-

íîãî öèêëà), èçîáðàæåíà â (d); çäåñü m = 2. Â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè

ñèíõðîíèçàöèÿ ïîðÿäêà n : m ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå n ïî÷òè ãîðèçîí-

òàëüíûõ ëèíèé â (d); ñõîäíàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ è ïðè ìîäóëÿöèè.
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ïîäõîäå ëèøü çíà÷åíèå m äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî ìåòîäîì ïðîá è

îøèáîê; ïðè ýòîì ðàçëè÷íûå ýïèçîäû, ñêàæåì, ñ ïðèáëèçèòåëüíûì

ñîîòíîøåíèåì ÷àñòîò n : m è (n+1) : m áóäóò âèäíû íà îäíîé è òîé

æå ñèíõðîãðàììå.

Ðàññìîòðèì àíàëèç ôàç äëÿ ñëó÷àÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñåðäå÷íî-

ñîñóäèñòîé è äûõàòåëüíîé ñèñòåì ÷åëîâåêà. Êàê õîðîøî èçâåñòíî

ïî êðàéíåé ìåðå 150 ëåò [Ludwig 1847], ýòè ñèñòåìû íå ÿâëÿþòñÿ

íåçàâèñèìûìè; èõ âçàèìîñâÿçü äîñòàòî÷íî ñëîæíà è äî ñèõ ïîð

ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ôèçèîëîãîâ (ñì., íàïðèìåð, [Koepchen

1991; Saul 1991] è ññûëêè òàì æå). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

ñåðäöåáèåíèå çäîðîâîãî ÷åëîâåêà îáû÷íî óñêîðÿåòñÿ ïðè âäîõå è

çàìåäëÿåòñÿ ïðè âûäîõå, ò.å. ðèòì ñåðäöà ïðîìîäóëèðîâàí ðèòìîì,

ñâÿçàííûì ñ äûõàíèåì. Òàêàÿ ìîäóëÿöèÿ ñåðäå÷íîãî ðèòìà ïî ÷à-

ñòîòå (ñì. ðèñ. 6.10) èçâåñòíà ïî êðàéíåé ìåðå ñòîëåòèå è îáû÷íî

îáîçíà÷àåòñÿ êàê ¾äûõàòåëüíàÿ ñèíóñíàÿ àðèòìèÿ¿, ñì., íàïðèìåð,

[Øìèäò è Òåâñ 1983] è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè. Ìîäóëÿöèÿ, ñèëü-

0 200 400 600
×ÒÅÍÑ (Ó)

0.0

0.5

1.0

ψ
1
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1

2

ψ
2
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7

N
2

(a)

(b)

(c)

5:2 2:1

Ðèñ. 6.6. Ïðèìåð ÷åðåäîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñåðäöåáèåíèåì

è äûõàíèåì çäîðîâîãî ìëàäåíöà ñ ïðèáëèçèòåëüíûì ñîîòíîøåíèåì ÷à-

ñòîò 2 : 1 è 5 : 2. (a) Äâà ñîñåäíèõ äûõàòåëüíûõ öèêëà âçÿòû â êà÷åñòâå

îäíîãî öèêëà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýïèçîäû ôàçîâûõ ñîîòíîøåíèé ïîðÿäêà

2 : 1 è 5 : 2 ïðîÿâëÿþòñÿ â âèäå ñòðóêòóð ñ ÷åòûðüìÿ èëè ïÿòüþ

ëèíèÿìè. (b) Çàâèñèìîñòü ÷èñëà ñåðäöåáèåíèé çà äâà äûõàòåëüíûõ

öèêëà N2 òàêæå óêàçûâàåò íà ýïèçîäû âçàèìîäåéñòâèÿ. (c) Åñëè ôàçà

äûõàíèÿ ñâåðíóòà ïî ìîäóëþ 2�, òî âèäíû òîëüêî ýïèçîäû âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ñ ôàçîâûì ñîîòíîøåíèåì ïîðÿäêà 2 : 1. Äëÿ íàãëÿäíîñòè äàííûå

ïîêàçàíû ðàçëè÷íûìè ÷åðåäóþùèìèñÿ ñèìâîëàìè (ïÿòü è äâà ñèìâîëà

â (a) è (c) ñîîòâåòñòâåííî). Ïîñòðîåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ èç

[Mrowka et al. 2000].



6.3 Àíàëèç âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôàçàìè Æ

��
��
��
��
��
k221

íàÿ íåñòàöèîíàðíîñòü è âûñîêèé óðîâåíü øóìà äåëàþò âçàèìîäåé-

ñòâèå åäâà çàìåòíûì. Ìåòîä ñèíõðîãðàììû îêàçàëñÿ íàèáîëåå ïî-

ëåçíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ òàêîãî àíàëèçà [Sch�afer et al. 1998, 1999;

Rosenblum et al. 2001].

Äâóõêàíàëüíûå äàííûå, à èìåííî ýëåêòðîêàðäèîãðàììà (ÝÊÃ)

è ñèãíàë äûõàíèÿ, áûëè óæå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6.1. Ñèãíàëû,

êîòîðûå ìû àíàëèçèðóåì, èçìåðåíû íà çäîðîâûõ íîâîðîæäåííûõ

[Mrowka et al. 2000]. Ñèíõðîãðàììû âûÿâëÿþò êîðîòêèå ÷åðåäóþ-

ùèåñÿ ýïèçîäû âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïðèáëèçèòåëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

÷àñòîò 2 : 1 è 5 : 2 (ðèñ. 6.6).

6.3.5 Ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ ïðè ñèëüíîé
ìîäóëÿöèè. Ïðèìåð: ãåíåðàöèÿ ïîòåíöèàëîâ
äåéñòâèÿ ýëåêòðîðåöåïòîðàìè âåñëîíîñà

Íåéìàí è äð. [Neiman et al. 1999a, 2000] èçó÷àëè ãåíåðàöèþ ïîòåí-

öèàëîâ äåéñòâèÿ ýëåêòðîðåöåïòîðàìè âåñëîíîñà (paddlefish, Polydon

spathula � ðûáà èç ïîðîäû îñåòðîâûõ), íàõîäÿùåéñÿ â ïåðèîäè÷åñêîì

ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Ýòî ïîëå èìèòèðîâàëî ñèãíàëû, ïîñòóïàþùèå

îò çîîïëàíêòîíà � åñòåñòâåííîé æåðòâû ýòîé ðûáû (ñì. [Wilkens

et al. 1997; Russell et al. 1999]). Ýòî òèïè÷íûé àêòèâíûé ýêñïåðèìåíò

(ïàðàìåòðû âîçäåéñòâèÿ ìîãóò âàðüèðîâàòüñÿ), è ïîýòîìó îí äîëæåí

àíàëèçèðîâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ çàâèñèìîñòè íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà �

ðàññòðîéêà. Äëÿ ýòîé öåëè äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîñ÷èòàòü ÷èñëî ñïàé-

êîâ íà åäèíèöó âðåìåíè è îöåíèòü ÷àñòîòó. Êîíå÷íî, ñïåöèàëüíûå

ìåòîäû àíàëèçà çäåñü íå òðåáóþòñÿ, è ìû èñïîëüçóåì ýòè äàííûå

èñêëþ÷èòåëüíî êàê ìîäåëüíûé ïðèìåð äëÿ èëëþñòðàöèè ýôôåêòèâ-

íîñòè ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî ìåòîäà ïðè àíàëèçå âçàèìîñâÿçè ìåæäó

ñèãíàëàìè.

Äàííûå áûëè ïîëó÷åíû Ä. Ô. Ðàññåëîì, À. Á. Íåéìàíîì è Ô. Ìîñ-

ñîì ïóòåì èçìåðåíèÿ àêòèâíîñòè ýëåêòðî÷óâñòâèòåëüíîãî íåéðîíà.

Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿöèÿ ãåíåðàöèè

ñïàéêîâ âíåøíèì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì (ðèñ. 6.7c).7 Âûÿñíèâ, ÷òî


=!e � 11, âû÷èñëèì ðàçíîñòü ôàç ïîðÿäêà 1 : 11 (ðèñ. 6.7a, b).

Åå óäîáíî îïðåäåëÿòü â ìîìåíòû ïîÿâëåíèÿ ñïàéêîâ. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì �1;11(tk) = 11 � !etk � 2�k, ãäå t
k
� âðåìÿ ïîÿâëåíèÿ k-îãî

ñïàéêà, à !e = 2� �5; íèæíèé èíäåêñ e îòíîñèòñÿ ê âíåøíåé (external)
7 Âíåøíÿÿ ñèëà ïîêàçàíà ñõåìàòè÷åñêè, òàê êàê íàì íåèçâåñòíû åå ôîðìà

è íà÷àëüíàÿ ôàçà, à òîëüêî ÷àñòîòà. Îòìåòèì, ÷òî â îòñóòñòâèå âíåøíåãî

ïîëÿ èíòåðâàë ìåæäó ñïàéêàìè èçìåíÿåòñÿ ìàëî.
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ñèëå. Ðàñïðåäåëåíèå öèêëè÷åñêîé ðàçíîñòè ôàç 	11;1 = �1;11 mod 2�

ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.7d. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêèì ìå-

òîäîì; ðåçóëüòàòû ïîêàçàíû íà ðèñ. 6.8.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ìîäóëÿöèè ñòðî-

áîñêîïè÷åñêèé ìåòîä ñóùåñòâåííî áîëåå ýôôåêòèâåí äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ôàçàìè äâóõ ñèãíàëîâ, ÷åì ïðîñòîé àíàëèç

ðàçíîñòè ôàç. Îòìåòèì, ÷òî ôëóêòóàöèè �11;1(t) î÷åíü ñèëüíû (èõ

ðàçìàõ ïîðÿäêà �2�). Â ðåçóëüòàòå ðàñïðåäåëåíèå öèêëè÷åñêîé ðàç-

íîñòè ôàç íå ÿâëÿåòñÿ óíèìîäàëüíûì è íå óêàçûâàåò íà íàëè÷èå

âçàèìîäåéñòâèÿ. Íàïðîòèâ, 11 ïîëîñ, çàìåòíûõ íà ñèíõðîãðàììå,

÷åòêî óêàçûâàþò íà ñëîæíóþ ñâÿçü; ìîäóëÿöèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü

â íåðàâíîì ðàññòîÿíèè ìåæäó ïîëîñàìè.

Ñóììèðóÿ âûøåñêàçàííîå, ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íåëüçÿ

ïðåäëîæèòü óíèâåðñàëüíûé ðåöåïò âûáîðà ìåòîäà àíàëèçà. Ýòîò âû-

áîð îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûì íàáîðîì äàííûõ. Ïðè àíàëèçå ñëîæ-

íûõ øóìîâûõ ñèãíàëîâ íå ñëåäóåò ïîëàãàòüñÿ òîëüêî íà îäèí ìåòîä.
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Ðèñ. 6.7. Ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íåéðîíîì, ãåíåðèðóþùèì

ñïàéêè, è âíåøíèì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì. (a, b) Ãðàôèê ðàçíîñòè ôàç

ïîäòâåðæäàåò ãèïîòåçó î ñëîæíîé âçàèìîñâÿçè ìåæäó äàííûìè. Èñ-

õîäíûå ñèãíàëû èçîáðàæåíû â (c); ïîêàçàíû äâà ïåðèîäà âíåøíåé

ñèëû; â ýòîì èíòåðâàëå âðåìåíè âèäíû äâå ãðóïïû ïî 11 ñïàéêîâ.

Îòìåòèì, ÷òî èç-çà ñèëüíîé ìîäóëÿöèè ôëóêòóàöèè ðàçíîñòè ôàç (a,

b) î÷åíü ñèëüíû, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå (d) öèêëè-

÷åñêîé ôàçû íå ÿâëÿåòñÿ óíèìîäàëüíûì. Èç ýòèõ ãðàôèêîâ íåÿñíî,

ñâÿçàíû ëè ñèãíàëû ìåæäó ñîáîé; ìåòîä ñèíõðîãðàììû (ðèñ. 6.8) îêà-

çàëñÿ çäåñü çíà÷èòåëüíî áîëåå ýôôåêòèâíûì. Äàííûå ïðåäîñòàâëåíû

Ä. Ô. Ðàññåëîì, À. Á. Íåéìàíîì è Ô. Ìîññîì.
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Ìû ðåêîìåíäóåì êîìáèíèðîâàòü ïðîñòåéøèå ìåòîäû, íàïðèìåð, ïîä-

ñ÷åò ÷èñëà ñïàéêîâ íà ïåðèîä âíåøíåé ñèëû ñ âû÷èñëåíèåì ðàñïðå-

äåëåíèÿ ðàçíîñòè ôàç è ñòðîáîñêîïè÷åñêèì ìåòîäîì.

6.4 Çàêëþ÷åíèå è áèáëèîãðàôè÷åñêèå
çàìåòêè

6.4.1 Íåñêîëüêî çàìåòîê î ¾ïàññèâíûõ¿
ýêñïåðèìåíòàõ

Ìû çàâåðøàåì îáñóæäåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ íåñêîëüêè-

ìè çàìå÷àíèÿìè. Ìû õîòèì åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îáðàòíàÿ çà-

äà÷à � ïîïûòêà âûÿâèòü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè, íå

èìåÿ äîñòóïà ê èõ ïàðàìåòðàì, òîëüêî íà îñíîâå àíàëèçà äàííûõ �

íåîäíîçíà÷íà. Ìû ïðåäîñòåðåãàåì ïðîòèâ ñëåïîãî ïðèìåíåíèÿ ñèí-

õðîíèçàöèîííîãî àíàëèçà äâóõêàíàëüíûõ äàííûõ è íåîñòîðîæíîé

èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ. Âûñêàæåì ÷åòûðå çàìå÷àíèÿ:
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Ðèñ. 6.8. Ñòðîáîñêîïè÷åñêèé ìåòîä (ñèíõðîãðàììà) î÷åíü ýôôåêòè-

âåí ïðè àíàëèçå âçàèìîñâÿçè â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòîòà ãåíåðàöèè

ýëåêòðî÷óâñòâèòåëüíîãî ðåöåïòîðà âåñëîíîñà çíà÷èòåëüíî âûøå ÷àñòî-

òû âíåøíåãî ïîëÿ. (a) Îäèííàäöàòèïîëîñíàÿ ñòðóêòóðà ñèíõðîãðàììû

äåëàåò î÷åâèäíûì íàëè÷èå âçàèìîäåéñòâèÿ (çà èñêëþ÷åíèåì êîðîò-

êèõ ýïèçîäîâ); ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàñïðåäåëåíèåì

â (b). (c) Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ÷èñëà ñïàéêîâ íà ïåðèîä âíåøíåé ñèëû

òàêæå ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ÷àñòîòû íàõîäÿòñÿ â ñîîòíîøåíèè ïðèáëèçè-

òåëüíî 11 : 1. Äàííûå ïðåäîñòàâëåíû Ä. Ô. Ðàññåëîì, À. Á. Íåéìàíîì

è Ô. Ìîññîì.
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(i) Ñèíõðîíèçàöèîííûé àíàëèç îñíîâàí íà ïðåäïîëîæå-

íèè. Íå ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî ñèíõðîíèçàöèîííûé àíàëèç

äâóõêàíàëüíûõ äàííûõ îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâî-

âàíèè äâóõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, êîòîðûå ëèáî âçàèìîäåéñòâó-

þò, ëèáî îñöèëëèðóþò íåçàâèñèìî. Åñëè ýòî íåâåðíî, òî àíàëèç

íå èìååò ñìûñëà; ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 6.9.

(ii) Íå âñå íàáëþäàåìûå õîðîøè. Â êà÷åñòâå êîíòðïðèìåðà

ðàññìîòðèì äâà ñèãíàëà, êîòîðûå äåéñòâèòåëüíî îòðàæàþò ñî-

ñòîÿíèå äâóõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì, à èìåííî ñåðäå÷íî-

ñîñóäèñòîé è äûõàòåëüíîé, íî òîëüêî îäèí èç ñèãíàëîâ ãîäèò-

ñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôàçû. Äàííûå � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èí-

òåðâàëîâ ìåæäó ñåðäöåáèåíèÿìè (RR) è äûõàíèå � ïîêàçàíû

íà ðèñ. 6.10. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòè ñèãíàëû èçìåíÿþòñÿ

ñèíõðîííî, íî ìû ïîä÷åðêíåì, ÷òî RR-èíòåðâàëû îòðàæàþò

èìåííî èçìåíåíèå ïåðèîäà ñîêðàùåíèÿ ñåðäöà, à íå èñõîäíûé

ðèòì. Ñîêðàùåíèå â ïîñòîÿííîì ðèòìå äàëî áû ïîñòîÿííûå

RR-èíòåðâàëû. Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà ôàçû ïî ýòîìó âðåìåí-

íîìó ðÿäó ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà, õîòÿ ôîðìàëüíî

è âîçìîæíà, íî äàåò óãëîâóþ ïåðåìåííóþ, êîòîðàÿ íå ñâÿçàíà ñ
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Ðèñ. 6.9. Çàïèñü êðîâÿíîãî äàâëåíèÿ, èçìåðåííîãî ñ ïîìîùüþ ñèñòå-

ìû Finapress íà óêàçàòåëüíîì ïàëüöå (a) è ýëåêòðîêàðäèîãðàììà (b).

Îäèí èìïóëüñ êðîâÿíîãî äàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ñåðäå÷íîìó

ñîêðàùåíèþ, íî èíà÷å è áûòü íå ìîæåò. Íàáëþäàåìûå îòðàæàþò èç-

ìåíåíèå äâóõ ïåðåìåííûõ, îòíîñÿùèõñÿ ê àâòîêîëåáàòåëüíîé è ïàññèâ-

íîé ñèñòåìàì. Ýòî ïðèìåð ñèòóàöèè, êîãäà ñèíõðîíèçàöèîííûé àíàëèç

áåññìûñëåíåí. Äàííûå ïðåäîñòàâëåíû R. Mrowka.
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èñòèííîé ôàçîé.

(iii) Ìû îïðåäåëÿåì âçàèìîäåéñòâèå, à íå ñèíõðîíèçàöèþ.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, òîò ôàêò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå öèêëè÷åñêîé ðàçíî-

ñòè ôàç (�1��2) mod 2� äâóõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì èìååò

ìàêñèìóì, óêàçûâàåò òîëüêî íà íàëè÷èå âçàèìîäåéñòâèÿ, à íå

ñèíõðîíèçàöèè. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îñöèëëÿòî-

ðîâ âíå ÿçûêà Àðíîëüäà, íî áëèçêî ê åãî ãðàíèöå, ðàçíîñòü ôàç

ðàñòåò íåðàâíîìåðíî (ñì. ðèñ. 3.8). Äëÿ ñèñòåì ñ øóìîì ïåðåõîä

ê ñèíõðîíèçàöèè ðàçìûò, è íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè ñîñòîÿíèå

ñèíõðîííûì, íåëüçÿ îòâåòèòü îäíîçíà÷íî. Áîëåå òîãî, íàëè-

÷èå ìàêñèìóìà â ðàñïðåäåëåíèè öèêëè÷åñêîé ðàçíîñòè ôàç ìî-

æåò ïîÿâèòüñÿ â ðåçóëüòàòå ìîäóëÿöèè ñèãíàëà. Ñëåäîâàòåëüíî,

íåêîððåêòíî ãîâîðèòü î âûÿâëåíèè ñèíõðîíèçàöèè; íåîáõîäèìî

âñå âðåìÿ èìåòü â âèäó, ÷òî àíàëèç ïàññèâíîãî ýêñïåðèìåíòà

ìîæåò óêàçàòü òîëüêî íà íàëè÷èå âçàèìîäåéñòâèÿ.

(iv) Àíàëèç ôàçîâûõ ñîîòíîøåíèé â ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè

ìåòîäàìè. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî àíàëèç ôàçîâûõ ñîîòíîøå-

íèé è âçàèìíîêîððåëÿöèîííûé (âçàèìíîñïåêòðàëüíûé) àíàëèç
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Ðèñ. 6.10. Èíòåðâàëû ìåæäó ñîêðàùåíèÿìè ñåðäöà (a) îñöèëëèðóþò

â ñîîòâåòñòâèè ñ äûõàíèåì (b), ïîêàçàííûì â ïðîèçâîëüíûõ åäèíèöàõ.

Ýòî ïðèìåð ÿðêî âûðàæåííîé äûõàòåëüíîé ñèíóñíîé àðèòìèè ó ìîëî-

äîãî ñïîðòñìåíà. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòè êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ

ýôôåêòîì ìîäóëÿöèè, êîòîðàÿ ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ, à ìîæåò è íå

ñîïðîâîæäàòüñÿ, ñèíõðîíèçàöèåé. Èç Sch�afer et al., Physical Review E,

Vol. 60, 1999, pp. 857�870. Copyright 1999 by the American Physical

Society.
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âûÿâëÿþò ðàçëè÷íûå àñïåêòû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñèñòåìà-

ìè. Íåêîòîðûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî äâà êîððåëèðîâàííûõ

(êîãåðåíòíûõ) ñèãíàëà ìîãóò ãåíåðèðîâàòüñÿ íåñèíõðîííûìè

îñöèëëÿòîðàìè [Tass et al. 1998]. Ýòà ïðîáëåìà ïîêà íå áûëà

èçó÷åíà ñèñòåìàòè÷åñêè.

6.4.2 Êîëè÷åñòâåííîå îöåíèâàíèå ôàçîâûõ
ñîîòíîøåíèé è åãî ñòàòèñòè÷åñêàÿ
çíà÷èìîñòü

Åñòåñòâåííàÿ ïðîáëåìà â àíàëèçå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôàçàìè �1;2 �

ýòî âû÷èñëåíèå êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè ýòîé ñâÿçè. Íåäàâ-

íî áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî òàêèõ õàðàêòåðèñòèê. Palus [1997]

âû÷èñëÿë âçàèìíóþ èíôîðìàöèþ ìåæäó äâóìÿ ôàçàìè. Tass et al.

[1998] õàðàêòåðèçîâàëè îòëè÷èå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçíîñòè ôàç îò ðàâ-

íîìåðíîãî ñ ïîìîùüþ ýíòðîïèè Øåííîíà; äðóãîé ìåðîé ÿâëÿåòñÿ

ïåðâàÿ Ôóðüå-ãàðìîíèêà ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [Rosenblum et al. 2001].

Åùå îäèí ïîäõîä îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè òî-

ãî, ÷òî �1 ïðèíèìàåò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå ïðè óñëîâèè, ÷òî �2

ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé; ýòî ýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèþ õàðàêòåðèñòè-

êè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêè íàáëþäàåìîé ôàçû [Tass et al.

1998; Rosenblum et al. 2001]. Toledo et al. [1999] õàðàêòåðèçîâàëè

âåðòèêàëüíûé ðàçìåð ïîëîñ íà ñèíõðîãðàììå. Neiman et al. [1999b] è

Anishchenko et al. [2000] èñïîëüçîâàëè êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ôàçû

êàê ìåðó ñòåïåíè ñèíõðîíèçàöèè; âû÷èñëåíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà

òðåáóåò î÷åíü äëèííûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ, ÷òî óñëîæíÿåò ïðèìåíåíèå

ýòîé ìåðû â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå. Êðîìå òîãî, ýòî � îòíîñèòåëüíàÿ

õàðàêòåðèñòèêà (íåîáõîäèìî ñðàâíèâàòü äèôôóçèþ íåñâÿçàííûõ è

ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ), òàê ÷òî, ïî-âèäèìîìó, îíà áîëåå ýôôåê-

òèâíî ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â àêòèâíûõ ýêñïåðèìåíòàõ íàðÿäó ñ

âû÷èñëåíèåì êðèâûõ íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà � ðàññòðîéêà.

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò ìåòîäîâ îöåíêè ñòàòèñòè÷å-

ñêîé çíà÷èìîñòè ôàçîâîãî àíàëèçà. Áûëî íåñêîëüêî ïîïûòîê ðåøèòü

ýòó ïðîáëåìó ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóððîãàòíûõ äàííûõ. ×òîáû ñêîí-

ñòðóèðîâàòü òàêèå äàííûå, Seidel and Herzel [1998] ðàíäîìèçèðîâàëè

ôàçû Ôóðüå, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ñëàáûì òåñòîì.

Tass et al. [1998] îöåíèâàëè çíà÷èìîñòü èíäåêñà ñèíõðîíèçàöèè, èñ-

ïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ñóððîãàòíûõ äàííûõ áåëûé èëè èíñòðóìåíòàëü-

íûé øóì, îòôèëüòðîâàííûé òåì æå îáðàçîì, ÷òî è ñèãíàë. Ïðè

èññëåäîâàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé è äûõàòåëüíîé
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ñèñòåì, Toledo et al. [1999] âûïîëíÿëè òåñò ñ ñóððîãàòíûìè äàííûìè,

âçÿâ çàïèñè ñåðäöåáèåíèÿ è äûõàíèÿ îò ðàçíûõ èñïûòóåìûõ, èëè

æå îáðàùàÿ âî âðåìåíè çàïèñü èíòåðâàëîâ ìåæäó ñåðäöåáèåíèÿìè.

Ñëîæíîñòè â êîíñòðóèðîâàíèè ïîäõîäÿùèõ ñóððîãàòíûõ äàííûõ îá-

ñóæäàþòñÿ â [Sch�afer et al. 1999; Rosenblum et al. 2001]. Îòìåòèì,

÷òî òåñòû ñ ñóððîãàòíûìè äàííûìè òðåáóþò êîëè÷åñòâåííîé ìåðû

âçàèìîñâÿçè.

6.4.3 Íåêîòîðûå ïîëåçíûå ññûëêè

Ñïåöèàëüíûé òèï àêòèâíîãî ýêñïåðèìåíòà îïèñàí Ãëàññîì è Ìýêè

[1988]. Îíè èçó÷àëè ïåðåóñòàíîâêó ôàçû (phase resetting) îñöèëëÿ-

òîðà îäèíî÷íûì èìïóëüñîì (ñì. ðàçäåë 3.2.3). Ïðèêëàäûâàÿ ñòèìóë

â ðàçëè÷íûõ ôàçàõ, îíè ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷èëè çàâèñèìîñòü

�new = F(�old), ò.å. îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè. ×èñëåííîå èòåðèðî-

âàíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿåò ïðåäñêàçàòü ñâîéñòâà ñèíõðîíè-

çàöèè îñöèëëÿòîðà, âîçìóùåííîãî ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ èìïóëüñîâ.

Â íàøåì èçëîæåíèè ñèíõðîíèçàöèîííîãî ïîäõîäà ê àíàëèçó äâóõ-

êàíàëüíûõ äàííûõ ìû ñëåäîâàëè íàøèì ïðåäûäóùèì ïóáëèêàöè-

ÿì [Rosenblum et al. 1997a; Rosenblum and Kurths 1998; Rosenblum

et al. 1998; Sch�afer et al. 1998, 1999; Tass et al. 1998; Rosenblum

et al. 2001]. Ýòîò ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò òîëüêî îöåíêó ñîîòíîøåíèÿ

ìåæäó ôàçàìè, â òî âðåìÿ êàê íåðåãóëÿðíûå àìïëèòóäû ìîãóò áûòü

íåêîððåëèðîâàíû. Íåðåãóëÿðíîñòü ìîæåò ìàñêèðîâàòü çàõâàò ôàç,

ïîýòîìó òðàäèöèîííûå ìåòîäû, àíàëèçèðóþùèå íå ôàçû, à èñõîäíûå

ñèãíàëû, ìîãóò áûòü ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê âûÿâëåíèþ âçàèìîñâÿçè

ìåæäó ñèñòåìàìè. Mormann et al. [2000] èñïîëüçîâàëè êîíöåïöèþ

ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè â àíàëèçå ýëåêòðîýíöåôàëîãðàìì, çàïèñàí-

íûõ ó ïàöèåíòîâ ñ ýïèëåïñèåé âèñî÷íîé äîëè. Îíè íàáëþäàëè ïðî-

ñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå èçìåíåíèÿ â ñèíõðîííîñòè, ñâÿçàííûå ñ

ïàòîëîãè÷åñêîé àêòèâíîñòüþ.

Rodriguez et al. [1999] èñïîëüçîâàëè äëÿ îöåíêè ôàçû ñèãíàëà

âåéâëåò Ãàáîðà; ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â ñëó÷àå çàõâàòà

1 : 1 (îäèí è òîò æå âåéâëåò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáðàáîòêè îáîèõ ñèã-

íàëîâ). Ýòîò ìåòîä, ïî-âèäèìîìó, áëèçîê ê ìåòîäó àíàëèòè÷åñêîãî

ñèãíàëà.

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå, ñõîæåå ñ ñèíõðîãðàììàìè, áûëî

ââåäåíî â êîíòåêñòå àíàëèçà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñåðäå÷íî-

ñîñóäèñòîé è äûõàòåëüíîé ñèñòåìàìè â ðàáîòàõ [Stutte and

Hildebrandt 1966; Pessenhofer and Kenner 1975; Kenner et al. 1976].
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Âìåñòî ôàçû àâòîðû îòêëàäûâàëè ïî îñè y èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó

äâóìÿ âçäîõàìè. Ïîñêîëüêó ñâîðà÷èâàíèÿ ôàçû íå ïðîâîäèëîñü, òî

ýòîò ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ïîçâîëÿë îáíàðóæèòü òîëüêî çàõâàò ïî-

ðÿäêà 1 : m. Ýòîò ïðîñòåéøèé âàðèàíò ñèíõðîãðàììû áûë òàêæå

èñïîëüçîâàí â ðàáîòàõ [Hoyer et al. 1997; Schiek et al. 1998; Seidel and

Herzel 1998]. Bra�ci�c and Stefanovska [2000] èñïîëüçîâàëè ìåòîä ñèí-

õðîãðàììû äëÿ àíàëèçà âçàèìîñâÿçè ìåæäó ñåðäå÷íûìè è äûõàòåëü-

íûìè ðèòìàìè ó çäîðîâûõ èñïûòóåìûõ (íå ñïîðòñìåíîâ) â ñîñòîÿíèè

ïîêîÿ. Toledo et al. [1998] ïîêàçàëè, ÷òî òàêàÿ âçàèìîñâÿçü ìîæåò

íàáëþäàòüñÿ è ó áîëüíûõ ïîñëå ïåðåñàäêè ñåðäöà. Ó ýòèõ ïàöèåíòîâ

îòñóòñòâîâàëà íåïîñðåäñòâåííàÿ ðåãóëÿöèÿ ðèòìà ñåðäöà ñî ñòîðîíû

àâòîíîìíîé íåðâíîé ñèñòåìû, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå âçàèìîñâÿçü

âîçíèêàåò çà ñ÷åò êàêèõ-òî äðóãèõ ìåõàíèçìîâ âçàèìîäåéñòâèÿ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî Schiff et al. [1996] èñïîëüçîâàëè ïîíÿòèå äèíà-

ìè÷åñêîé âçàèìîñâÿçè, ââåäåííîå â [Pecora et al. 1997a], è âû÷èñëåíèå

âçàèìíîé èíôîðìàöèè äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì,

÷òî äâóõêàíàëüíûå äàííûå ãåíåðèðóþòñÿ äâóìÿ ñèíõðîíèçîâàííûìè

ñèñòåìàìè, ãäå ñèíõðîíèçàöèÿ ïîíèìàëàñü â ñìûñëå ôóíêöèîíàëü-

íîãî âçàèìîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè äâóõ ñèñòåì (îáîáùåííàÿ

ñèíõðîíèçàöèÿ); ñì. òàêæå [Arnhold et al. 1999]. Òàê êàê ðåæèì ôà-

çîâîé ñèíõðîíèçàöèè âîçíèêàåò ïðè áîëåå ñëàáîé ñâÿçè, ÷åì ðåæèì

îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè, ìû ïîëàãàåì, ÷òî àíàëèç, îñíîâàííûé

íà èäåå ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè, áîëåå ÷óâñòâèòåëåí.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èäåÿ, ñõîæàÿ ñ èäååé ôàçîâîãî ñòðîáî-

ñêîïà, áûëà ðåàëèçîâàíà 40 ëåò íàçàä â óñòðîéñòâå, íàçâàííîì êàð-

äèîñèíõðîíèçàòîðîì. Îíî ïîçâîëÿëî ïîëó÷àòü ðåíòãåíîâñêèå èçî-

áðàæåíèÿ ñåðäöà â ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ôàçå êàðäèîöèêëà [Öå-

òëèí 1969]. Êîíå÷íî æå, ýòî íå ÿâëÿåòñÿ ñèíõðîíèçàöèåé â íàøåì

ïîíèìàíèè, òàê êàê ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòàÿ ñèñòåìà íàáëþäàëàñü â ñî-

îòâåòñòâèè ñ åå ñîáñòâåííîé ôàçîé.



×àñòü II

Çàõâàò ôàçû è ÷àñòîòû





Ãëàâà 7

Ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
àâòîêîëåáàíèé
ïåðèîäè÷åñêèì âíåøíèì
âîçäåéñòâèåì

Â ýòîé ãëàâå ìû îïèøåì ñèíõðîíèçàöèþ ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëå-

áàíèé ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé. Îñíîâíîé ýôôåêò ñîñòîèò â

çàõâàòå ôàçû êîëåáàíèé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà â

òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé ñèëû.

Ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ñëó÷àÿ ìàëîé ñèëû. Â ðàçäåëå 7.1 ìû èñ-

ïîëüçóåì ìåòîä âîçìóùåíèé, ò.å. ïðåíåáðåãàåì èçìåíåíèÿìè àìïëè-

òóäû àâòîêîëåáàíèé è ñâîäèì îïèñàíèå òîëüêî ê ôàçîâîé äèíàìèêå.

Ýòîò ìåòîä ïðèâîäèò ê ïðîñòîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôàçû, äîïóñêàþ-

ùåìó àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå. Ýòî óðàâíåíèå, îäíàêî, íå óíè-

âåðñàëüíî è çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ ñâîéñòâ àâòîêîëåáàíèé. Äðóãîé

àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä îïèñàí â ðàçäåëå 7.2; çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì

ìàëîé íå òîëüêî ñèëó, íî è àìïëèòóäó êîëåáàíèé, ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî

îíè ñëàáî íåëèíåéíû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèì ìåòîä óñðåäíåíèÿ,

ïðèâîäÿùèé ê óíèâåðñàëüíûì óðàâíåíèÿì. Èñòîðè÷åñêè ýòî áûë

ïåðâûé àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðîáëåìå ñèíõðîíèçàöèè, âîñõîäÿ-

ùèé ê ðàáîòàì Ýïïëòîíà [Appleton 1922], Âàí-äåð-Ïîëÿ [van der Pol

1927], Àíäðîíîâà è Âèòòà [1930a; 1930b]. Óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ

ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî, íî èõ ïðèìåíèìîñòü

îãðàíè÷åíà: êîëè÷åñòâåííûå ïðåäñêàçàíèÿ âîçìîæíû òîëüêî äëÿ àâ-

òîêîëåáàíèé ìàëîé àìïëèòóäû âáëèçè òî÷êè èõ âîçíèêíîâåíèÿ (òî÷-

êè áèôóðêàöèè Õîïôà).
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Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ñèëà íå ìàëà è/èëè àâòîêîëåáàíèÿ ñèëüíî

íåëèíåéíû, ìû äîëæíû îáðàòèòüñÿ ê êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèíà-

ìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äëÿ íàøåé ïðîáëåìû îñíîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì

àïïàðàòîì ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿ êîëüöà è îêðóæíîñòè, ìû îïèñû-

âàåì èõ â ðàçäåëå 7.3. Ýòîò ïîäõîä äàåò îáùóþ êàðòèíó, âïëîòü äî

ïåðåõîäà ê õàîñó; îí ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè

àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ñëóæèò îñíîâîé äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäî-

âàíèÿ êîíêðåòíûõ ñèñòåì.

Â ðàçäåëå 7.4 îáñóæäàåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ðîòàòîðîâ. Ýòè ñèñòåìû

îïèñûâàþòñÿ óãëîâûìè ïåðåìåííûìè òèïà ôàçû; ñâîéñòâà ñèíõðî-

íèçàöèè ðîòàòîðîâ áëèçêè ê ñâîéñòâàì ñèíõðîíèçàöèè àâòîêîëåáà-

òåëüíûõ ñèñòåì. Â çàêëþ÷åíèå ìû îïèøåì òåõíè÷åñêîå óñòðîéñòâî

� ñèñòåìó ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ÷àñòîòû; îíî ñëóæèò ïðèìåðîì

àâòîêîëåáàíèé ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû.

7.1 Ôàçîâàÿ äèíàìèêà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì âëèÿíèå ñëàáîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû

íà ïåðèîäè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ìàëàÿ ñèëà âîçäåéñòâóåò â îñíîâíîì íà ôàçó, à íå íà àìïëèòóäó, è

ïîýòîìó ïðîöåññ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ôàçîâîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè

åãî âûâîäå ìû ñëåäóåì ìåòîäó, ðàçðàáîòàííîìó Ìàëêèíûì [1956] è

Êóðàìîòî [Kuramoto 1984]. Õîòÿ ýòîò ìåòîä äîâîëüíî îáùèé, ïîëó-

÷àþùååñÿ ôàçîâîå óðàâíåíèå îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ïðîñòûì è óäîáíûì

äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëèò íàì àíàëèòè÷åñêè âûâåñòè ìíîãèå

âàæíûå ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè.

7.1.1 Ïðåäåëüíûé öèêë è ôàçà àâòîêîëåáàíèé

Ðàññìîòðèì M -ìåðíóþ (M � 2) äèññèïàòèâíóþ àâòîíîìíóþ ñèñòå-

ìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îáùåãî âèäà:1

dx

dt
= f (x); x = (x1; : : : ; xM ) : (7.1)

1 Ñèñòåìó ñ âíåøíåé ñèëîé ìîæíî çàïèñàòü ôîðìàëüíî êàê àâòîíîìíóþ,

åñëè ââåñòè äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ, ýêâèâàëåíòíóþ âðåìåíè. Ñ ôè-

çè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàêàÿ ìàíèïóëÿöèÿ íå äåëàåò ñèñòåìó èñòèííî

àâòîíîìíîé, ïîñêîëüêó íà íîâóþ ïåðåìåííóþ ¾âðåìÿ¿ íåëüçÿ âîçäåéñòâî-

âàòü.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååòñÿ óñòîé÷èâîå ðåøåíèå x0(t) = x0(t+

T0) ñ ïåðèîäîì T0. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïåðå-

ìåííûõ x) ýòîìó ðåøåíèþ îòâå÷àåò èçîëèðîâàííàÿ çàìêíóòàÿ ïðè-

òÿãèâàþùàÿ òðàåêòîðèÿ, íàçûâàåìàÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì (ðèñ. 7.1).

Äâèæåíèå òî÷êè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïî ýòîìó öèêëó ñîîò-

âåòñòâóåò àâòîêîëåáàíèÿì.2 Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì êëàññè÷åñêèì

ïðèìåðîì àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ñëóæèò óðàâíåíèå Âàí-äåð-

Ïîëÿ [van der Pol 1920, 1927]

�x� 2� _x(1� �x
2) + !

2
0x = 0: (7.2)

Ïðè ìàëûõ � àâòîêîëåáàíèÿ â ýòîé ìîäåëè êâàçèïåðèîäè÷åñêèå, à

ïðè áîëüøèõ � èìåþò ðåëàêñàöèîííûé õàðàêòåð.

Íàøåé ïåðâîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå äâèæåíèé â òåðìèíàõ

ôàçû. Ìû ââåäåì ôàçó � êàê êîîðäèíàòó âäîëü öèêëà, ìîíîòîííî

ðàñòóùóþ ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ è âîçðàñòàþùóþ íà 2� ïðè

êàæäîì îáîðîòå. Áîëåå òîãî, ìû ïîòðåáóåì ðàâíîìåðíîãî èçìåíåíèÿ

ôàçû âî âðåìåíè, ò.å. îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

d�

dt
= !0; (7.3)

2 Óìåñòíî ïðîòèâîïîñòàâèòü ýòó ñèòóàöèþ ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèÿì â

êîíñåðâàòèâíîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå, êîòîðûå îáû÷íî íå èçîëèðîâàí-

íûå è íå ïðèòÿãèâàþùèå. Ïðè ýòîì èíîãäà íàáëþäàþòñÿ îïðåäåëåííûå

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷àñòîòàìè äâèæåíèé â òàêîé ñèñòåìå (íàïðèìåð,

ìåæäó ïåðèîäàìè îáðàùåíèÿ ïëàíåò â Ñîëíå÷íîé ñèñòåìå), íî ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ íå êàê ñèíõðîíèçàöèþ, à êàê ðåçîíàíñ.

1x

x2

Ðèñ. 7.1. Óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë (æèðíàÿ êðèâàÿ) â äâóìåð-

íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå. Åãî ôîðìà ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ îò

îêðóæíîñòè, â ìíîãîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîãóò äàæå îáðà-

çîâûâàòüñÿ óçëû. Ñîñåäíèå òðàåêòîðèè ïðèòÿãèâàþòñÿ ê öèêëó.
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ãäå !0 = 2�=T0 åñòü ÷àñòîòà àâòîêîëåáàíèé. Â äàëüíåéøåì, êîãäà

÷àñòîòà êîëåáàíèé áóäåò ìåíÿòüñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû è/èëè ñâÿ-

çè, íàì ïîíàäîáèòñÿ îòëè÷àòü åå îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé àâòîíîì-

íîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó ìû áóäåì íàçûâàòü !0 àâòîíîìíîé ÷àñòî-

òîé. Îòìåòèì, ÷òî ðàâíîìåðíî âðàùàþùàÿñÿ ôàçà âñåãäà ñóùå-

ñòâóåò, åå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ëþáîé íåðàâíîìåðíî âðàùàþùåéñÿ

2�-ïåðèîäè÷åñêîé óãëîâîé ïåðåìåííîé � íà öèêëå ñ ïîìîùüþ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ

� = !0

Z
�

0

�
d�

dt

��1
d�: (7.4)

Ñèñòåìíûå ïåðåìåííûå x, âçÿòûå íà öèêëå, ÿâëÿþòñÿ 2�-ïåðèîäè-

÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ôàçû.

Èç (7.3) ñëåäóåò î÷åíü âàæíîå ñâîéñòâî ôàçû: ýòà ïåðåìåííàÿ

íåéòðàëüíî óñòîé÷èâà. Äåéñòâèòåëüíî, âîçìóùåíèå ôàçû îñòàåòñÿ

ïîñòîÿííûì, îíî íå ðàñòåò è íå óáûâàåò âî âðåìåíè. Â òåðìèíàõ

óñòîé÷èâîñòè òðàåêòîðèé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé

öèêë èìååò îäèí íóëåâîé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé âîçìóùåíèÿì âäîëü öèêëà (äðóãèå ïîêàçàòåëè, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ïîïåðå÷íûì âîçìóùåíèÿì, îòðèöàòåëüíû). Ýòîò ôàêò îòðàæàåò

ñâîéñòâî àâòîíîìíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì � îíè èíâàðèàíòíû ïî

îòíîøåíèþ ê ñäâèãó âðåìåíè: åñëè x(t) åñòü çàâèñÿùåå îò âðåìåíè

ðåøåíèå, òî òà æå ñàìàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè ñî ñäâèíóòûì àðãóìåíòîì

x(t+�t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ïðè äâèæåíèè ïî ïðåäåëüíîìó

öèêëó ñäâèã âðåìåíè �t ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó ôàçû �� = !0�t. Íà

ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôàçà óñòîé÷èâà, íî íå

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

7.1.2 Ìàëûå âîçìóùåíèÿ è èçîõðîíû

Ðàññìîòðèì òåïåðü äåéñòâèå ìàëîé âíåøíåé ñèëû íà àâòîêîëåáàíèÿ.

Âûíóæäåííûå äâèæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

dx

dt
= f (x) + "p(x; t); (7.5)

ãäå ñèëà "p(x; t) = "p(x; t + T ) èìååò ïåðèîä T , â îáùåì ñëó÷àå

îòëè÷íûé îò T0. Ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà ìàëîìó ïàðàìåòðó "; íèæå

ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ýôôåêòû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ".

Âíåøíÿÿ ñèëà óâîäèò òðàåêòîðèþ ñ ïðåäåëüíîãî öèêëà, íî èç-

çà òîãî, ÷òî îíà ìàëà, à öèêë óñòîé÷èâ, òðàåêòîðèÿ òîëüêî ñëåãêà
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îòêëîíÿåòñÿ îò èñõîäíîé x0(t), ò.å. îíà ëåæèò â ìàëîé îêðåñòíî-

ñòè óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà.3 Òàêèì îáðàçîì, âîçìóùåíèÿ

â ïîïåðå÷íîì ê öèêëó íàïðàâëåíèè ìàëû.4 Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü

ýòîìó, âîçìóùåíèÿ ôàçû ìîãóò áûòü áîëüøèìè: ñèëà ìîæåò ëåãêî

äâèãàòü ôàçîâóþ òî÷êó âäîëü öèêëà. Íà ýòîé êà÷åñòâåííîé êàðòèíå

îñíîâûâàåòñÿ èäåÿ îïèñûâàòü âîçìóùåííûå äâèæåíèÿ òîëüêî ñ ïîìî-

ùüþ ôàçû, ó÷èòûâàÿ ïîïåðå÷íûå ê ïðåäåëüíîìó öèêëó îòêëîíåíèÿ

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âîçìóùåíèé. Äëÿ ýòîãî íóæíî îïðåäåëèòü ôàçó

àâòîíîìíîé ñèñòåìû (7.1) íå òîëüêî íà ïðåäåëüíîì öèêëå, íî è â

åãî îêðåñòíîñòè. Åñòåñòâåííûé è óäîáíûé ñïîñîá òàêîãî îïðåäåëå-

íèÿ áûë ïðåäëîæåí Winfree [1980] è Guckenheimer [1975], ñì. òàêæå

[Kuramoto 1984].

Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè òàêîé ôàçîâîé ïåðåìåííîé,

êîòîðàÿ áû âðàùàëàñü ðàâíîìåðíî â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.3) íå òîëüêî

íà öèêëå, íî è âáëèçè íåãî. Ñ ýòîé öåëüþ îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìûå

èçîõðîíû [Winfree 1967; Guckenheimer 1975]. Ïîñòðîåíèå ýòèõ êðèâûõ

â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 7.2.

Áóäåì íàáëþäàòü íàøó äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (7.1) ñòðîáîñêîïè÷å-

3 Ïðè ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèÿõ, êîãäà ïðåäåëüíûé öèêë îñîáåííî óñòîé-

÷èâ, îòêëîíåíèÿ îò öèêëà ìàëû è ïðè íå î÷åíü ìàëîé àìïëèòóäå ñèëû.

Ýòè êîëåáàíèÿ õîðîøî îïèñûâàþòñÿ îäíîé ëèøü ôàçîâîé ïåðåìåííîé, ìû

çàéìåìñÿ èìè â ðàçäåëå 7.3.
4 Ïåðåìåííûå â ïîïåðå÷íûõ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó íàïðàâëåíèÿõ ìîæíî

îáîáùåííî íàçûâàòü àìïëèòóäîé. Â ìíîãîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

ýòî îïðåäåëåíèå, îäíàêî, íå îäíîçíà÷íî.

I

*

(φ)

x

Ðèñ. 7.2. Èçîõðîíû I(�) â îêðåñòíîñòè óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öè-

êëà. Îíè èíâàðèàíòíû ïðè ñòðîáîñêîïè÷åñêîì (ñ ïåðèîäîì öèêëà T0)

îòîáðàæåíèè, òðàåêòîðèè êîòîðîãî ïîêàçàíû ïóíêòèðîì.
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ñêè, ÷åðåç èíòåðâàëû âðåìåíè â òî÷íîñòè ðàâíûå ïåðèîäó àâòîêîëå-

áàíèé T0. Òîãäà èç (7.1) ïîëó÷àåòñÿ îòîáðàæåíèå

x(t)! x(t+ T0) � �(x):

Âñå òî÷êè íà ïðåäåëüíîì öèêëå åñòü íåïîäâèæíûå òî÷êè ýòîãî îòî-

áðàæåíèÿ, è âñå ñîñåäíèå òî÷êè ïðèòÿãèâàþòñÿ ê íèì. Âûáåðåì

òî÷êó íà öèêëå x� è ðàññìîòðèì òå òî÷êè â åå îêðåñòíîñòè, êîòîðûå

ïðèòÿãèâàþòñÿ ê íåé ïîä äåéñòâèåì �. Îíè îáðàçóþò (M�1)-ìåðíóþ
ãèïåðïîâåðõíîñòü I, íàçûâàåìóþ èçîõðîíîé, ïåðåñåêàþùóþ ïðåäåëü-

íûé öèêë â òî÷êå x�. Ãèïåðïîâåðõíîñòü èçîõðîíû ìîæíî ïðîâåñòè

÷åðåç ëþáóþ òî÷êó íà öèêëå. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïàðàìåòðèçîâàòü

ýòè ïîâåðõíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ôàçîé I(�) (ðèñ. 7.2). Òåïåðü ìîæ-

íî îáîáùèòü îïðåäåëåíèå ôàçû íà îêðåñòíîñòü ïðåäåëüíîãî öèêëà,

òðåáóÿ, ÷òîáû ôàçà áûëà ïîñòîÿííà íà êàæäîé èçîõðîíå I(�). Òàêèì

îáðàçîì ôàçà îïðåäåëÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà � ïî

êðàéíåé ìåðå â òîé îêðåñòíîñòè, â êîòîðîé ñóùåñòâóþò èçîõðîíû.

Ñìûñë íàçâàíèÿ ïîâåðõíîñòåé I(�) î÷åâèäåí: ïîòîê, çàäàâàåìûé

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (7.1), ïåðåâîäèò ýòè ïîâåðõíîñòè äðóã â äðó-

ãà. Èç ýòîé êîíñòðóêöèè íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ôàçû ïîä-

÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ (7.3), ïîñêîëüêó èçîõðîíû âðàùàþòñÿ ñ òîé

æå ñêîðîñòüþ, ÷òî è òî÷êè íà öèêëå. Áîëåå òîãî, ïðè îáîðîòå çà

âðåìÿ T0 ýòè ãèïåðïîâåðõíîñòè îñòàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè. Ïîýòî-

ìó îíè îáëàäàþò îäíèì èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì: åñëè ìû âûáåðåì

òàêóþ ïîâåðõíîñòü â êà÷åñòâå ñåêóùåé Ïóàíêàðå, òî îòîáðàæåíèå

Ïóàíêàðå áóäåò èìåòü îäíî è òî æå âðåìÿ âîçâðàòà äëÿ âñåõ òî÷åê

íà ñåêóùåé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èçîõðîíû õîðîøî îïðåäåëåíû êàê

äëÿ óñòîé÷èâîãî, òàê è äëÿ ïîëíîñòüþ íåóñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíûõ

öèêëîâ (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èìååòñÿ â âèäó íåóñòîé÷èâîñòü ïî âñåì

ïîïåðå÷íûì íàïðàâëåíèÿì, òàê ÷òî öèêë ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì â

îáðàòíîì âðåìåíè, è òîãäà èçîõðîíû ìîæíî îïðåäåëèòü), íî îíè íå

îïðåäåëåíû äëÿ ñåäëîâûõ öèêëîâ, èìåþùèõ êàê óñòîé÷èâûå, òàê è

íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ.

7.1.3 Ïðèìåð: óðàâíåíèå äëÿ êîìïëåêñíîé
àìïëèòóäû

Ðàññìîòðèì îäèí êîíêðåòíûé ïðèìåð ñèñòåìû ñ ïðåäåëüíûì öèêëîì

è îïðåäåëèì ôàçó è èçîõðîíû. Çàïèøåì ñèñòåìó â êîìïëåêñíîì

âèäå êàê óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

A. Êàê ìû óâèäèì íèæå â ðàçäåëå 7.2, ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò
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ñëàáîíåëèíåéíûå àâòîêîëåáàíèÿ, è A åñòü èõ êîìïëåêñíàÿ àìïëèòó-

äà, ñð. ñ (7.41). Â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþò

óðàâíåíèåì Ëàíäàó�Ñòþàðòà èëè ìîäåëüþ ¾ëÿìáäà�îìåãà¿:

dA

dt
= (1 + i�)A� (1 + i�)jAj2A: (7.6)

Çàïèñûâàÿ ýòî óðàâíåíèå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ A = Re
i�, ïîëó-

÷èì ëåãêî ðàçðåøèìóþ ñèñòåìó âòîðîãî ïîðÿäêà

dR

dt
= R(1�R

2); (7.7)

d�

dt
= � � �R

2
: (7.8)

Ïðåäåëüíûé öèêë åñòü åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü R = 1 è ðåøåíèå ñ

ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè R0 = R(0), �0 = �(0) èìååò

âèä

R(t) =

�
1 +

1�R
2
0

R
2
0

e
�2t

��1=2
;

�(t) = �0 + (� � �)t�
�

2
ln(R2

0 + (1�R
2
0)e

�2t):

(7.9)

Íà ïðåäåëüíîì öèêëå óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ � âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé

ñêîðîñòüþ !0 = � � � è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ ôàçîé �. Îäíà-

êî, åñëè àìïëèòóäà íå ðàâíà åäèíèöå, ïðîèñõîäèò äîïîëíèòåëüíûé

íàáåã ôàçû èç-çà ñëàãàåìîãî â (7.8), ïðîïîðöèîíàëüíîãî �. Èç (7.9)

ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîò äîïîëíèòåëüíûé íàáåã ôàçû ðàâåí �� lnR0.

Ïîýòîìó íà âñåé ïëîñêîñòè (R; �) ôàçó ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

�(R; �) = � � � lnR: (7.10)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà ôàçà äåéñòâèòåëüíî âðàùàåòñÿ ðàâíîìåðíî:

d�

dt
=
d�

dt
� �

_R

R
= � � �:

Èçîõðîíû åñòü ëèíèè ïîñòîÿííîé ôàçû �, íà ïëîñêîñòè (R; �) îíè

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïèðàëè

� � � lnR = constant:

Ïðè � = 0 ñïèðàëè ïðåâðàùàþòñÿ â ïðÿìûå � = �. Íà ýòîì ïðèìåðå

óäîáíî îáñóäèòü ñâîéñòâî èçîõðîííîñòè êîëåáàíèé. Ñ ôèçè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ, ïîä èçîõðîííûìè êîëåáàíèÿìè ÷àñòî ïîíèìàþò òàêèå,

ó êîòîðûõ ÷àñòîòà íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû, à ïîä íåèçîõðîííûìè
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� êîëåáàíèÿ ñ çàâèñÿùåé îò àìïëèòóäû ÷àñòîòîé (â íàøåì ïðèìåðå

àìïëèòóäà � ýòî ïåðåìåííàÿ R). Ýòî îïðåäåëåíèå, îäíàêî, íå îäíî-

çíà÷íî, ïîñêîëüêó âíå ïðåäåëüíîãî öèêëà ôàçó è, ñîîòâåòñòâåííî,

àìïëèòóäó, ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ðàçíîìó. Åñëè ìû ïðèìåì ââåäåí-

íîå âûøå îïðåäåëåíèå, îñíîâàííîå íà èçîõðîíàõ, òî ÷àñòîòà áóäåò

ïîñòîÿííîé è ëþáîé îñöèëëÿòîð áóäåò èçîõðîííûì. Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, ÷àñòîòà, îïðåäåëåííàÿ ïî óãëîâîé ñêîðîñòè óãëîâîé ïåðåìåííîé

� â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (7.8) è çàâèñèò

îò àìïëèòóäû. Ìû ïðåäïî÷èòàåì ïðèäåðæèâàòüñÿ âòîðîãî ïîäõîäà è

íàçûâàòü îñöèëëÿòîð (7.6) èçîõðîííûì, åñëè � = 0, è íåèçîõðîííûì

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â òåðìèíàõ èçîõðîí, ìîæíî íàçûâàòü îñöèë-

ëÿòîð èçîõðîííûì, åñëè èçîõðîíû ïåðïåíäèêóëÿðíû ê ïðåäåëüíî-

ìó öèêëó, è íåèçîõðîííûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî ýòî

îïðåäåëåíèå âñå åùå íåîäíîçíà÷íî, ïîñêîëüêó îíî íå èíâàðèàíòíî ê

çàìåíàì ïåðåìåííûõ.

7.1.4 Óðàâíåíèå ôàçîâîé äèíàìèêè

Îïðåäåëèâ ôàçó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà, ìû

ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå (7.3) â ýòîé îêðåñòíîñòè êàê

d�(x)

dt
= !0: (7.11)

Ïîñêîëüêó ôàçà ãëàäêî çàâèñèò îò êîîðäèíàò x, ìîæíî âûðàçèòü åå

ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè â âèäå

d�(x)

dt
=
X
k

@�

@x
k

dx
k

dt
; (7.12)

÷òî âìåñòå ñ (7.1) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþX
k

@�

@x
k

f
k
(x) = !0:

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîçìóùåííóþ ñèñòåìó (7.5). Èñïîëüçóÿ ¾íåâîç-

ìóùåííîå¿ îïðåäåëåíèå ôàçû è ïîäñòàâëÿÿ (7.5) â (7.12), ïîëó÷èì

d�(x)

dt
=
X
k

@�

@x
k

(f
k
(x) + "p

k
(x; t)) = !0 + "

X
k

@�

@x
k

p
k
(x; t): (7.13)

Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ìàë (ïðîïîðöèîíàëåí "), è îòêëîíåíèÿ

x îò ïðåäåëüíîãî öèêëà x0 òàêæå ìàëû. Ïîýòîìó â ïåðâîì ïðèáëè-

æåíèè ìîæíî ýòèìè îòêëîíåíèÿìè ïðåíåáðå÷ü è âû÷èñëèòü ïðàâûå

÷àñòè íà ïðåäåëüíîì öèêëå:
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d�(x)

dt
= !0 + "

X
k

@�(x0)

@x
k

p
k
(x0; t): (7.14)

Ïîñêîëüêó òî÷êè íà ïðåäåëüíîì öèêëå îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñ ôàçîé

�, ïîëó÷àåòñÿ çàìêíóòîå óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå òîëüêî ôàçó:

d�

dt
= !0 + "Q(�; t); (7.15)

ãäå

Q(�; t) =
X
k

@�(x0(�))

@x
k

p
k
(x0(�); t):

Îòìåòèì, ÷òî Q åñòü 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ � è T -ïåðèîäè÷åñ-

êàÿ ôóíêöèÿ t.

7.1.5 Ïðèìåð: íåàâòîíîìíîå óðàâíåíèå äëÿ
êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿ-

òîðà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì (7.6), êîòîðîå ìû ïåðåïèøåì êàê

ñèñòåìó äåéñòâèòåëüíûõ óðàâíåíèé:

dx

dt
= x� �y � (x2 + y

2)(x� �y) + " cos!t;

dy

dt
= y + �x� (x2 + y

2)(y + �x):

Ïåðåïèñûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ ôàçû (7.10) â âèäå

� = tan�1
y

x
�
�

2
ln(x2 + y

2);

ïîëó÷àåì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (7.15):

d�

dt
= !0 + "

@�

@x
cos!t = � � �� "(� cos�+ sin�) cos!t;

èç êîòîðîãî, åñëè îáîçíà÷èòü tan�0 = 1=�, ñëåäóåò

d�

dt
= � � �� "

p
1 + �2 cos(�� �0) cos!t : (7.16)

Óðàâíåíèå (7.15) ñëóæèò áàçîâûì óðàâíåíèåì äëÿ îïèñàíèÿ äè-

íàìèêè ôàçû àâòîêîëåáàíèé â ïðèñóòñòâèè ìàëîé ïåðèîäè÷åñêîé

âíåøíåé ñèëû. Èññëåäîâàòü åãî ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Åñëè

íèêàêèõ ïðèáëèæåíèé áîëüøå íå äåëàòü, òî ìû ïðèäåì ê àíàëèçó,

ïðåäñòàâëåííîìó íèæå â ðàçäåëå 7.3. Çäåñü æå ìû âîñïîëüçóåìñÿ åùå

ðàç ìàëîñòüþ ïàðàìåòðà " è óïðîñòèì óðàâíåíèå äëÿ ôàçû.
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7.1.6 Ìåäëåííàÿ äèíàìèêà ôàçû

Â ¾íóëåâîì¿ ïðèáëèæåíèè, åñëè ïðåíåáðå÷ü äåéñòâèåì âíåøíåé ñè-

ëû (ò.å. åñëè " = 0), ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.15) èìååò âèä

� = !0t+ �0: (7.17)

Ïîäñòàâèì ýòî ðåøåíèå â ôóíêöèþ Q. Ïîñêîëüêó ýòà ôóíêöèÿ 2�-

ïåðèîäè÷íà ïî � è T -ïåðèîäè÷íà ïî t, åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

äâîéíîãî ðÿäà Ôóðüå è çàïèñàòü

Q(�; t) =
X
l;k

a
l;k
e
ik�+il!t

; (7.18)

ãäå ! = 2�=T � ÷àñòîòà âíåøíåé ñèëû. Ïîäñòàâëÿÿ (7.17) â (7.18)

ïîëó÷èì

Q(�; t) =
X
l;k

a
l;k
e
ik�0e

i(k!0+l!)t: (7.19)

Ìû âèäèì, ÷òî ôóíêöèÿ Q ñîäåðæèò êàê áûñòðî îñöèëëèðóþùèå (ïî

ñðàâíåíèþ ñ âðåìåííûì ìàñøòàáîì 1=") ÷ëåíû, òàê è ìåäëåííî ìåíÿ-

þùèåñÿ. Ê ïîñëåäíèì îòíîñÿòñÿ òå, ÷òî óäîâëåòâîðÿþò ðåçîíàíñíîìó

óñëîâèþ

k!0 + l! � 0:

Áóäó÷è ïîäñòàâëåííûìè â (7.15), áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ÷ëåíû

ïðèâîäÿò ê îòêëîíåíèÿì ôàçû ïîðÿäêà O("), â òî âðåìÿ êàê ðå-

çîíàíñíûå ÷ëåíû â ðÿäå (7.19) ìîãóò ïðèâåñòè ê áîëüøèì (õîòÿ è

ìåäëåííûì â ñèëó ìàëîñòè ïàðàìåòðà ") èçìåíåíèÿì ôàçû è ïîýòî-

ìó îñîáåííî âàæíû äëÿ äèíàìèêè. Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëåå ñóùå-

ñòâåííûå ïðîöåññû âûäåëÿþòñÿ, åñëè óñðåäíèòü ñèëó (7.19), îñòàâèâ

òîëüêî ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû. Êàêèå ÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

ðåçîíàíñà, çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû

! è àâòîíîìíîé ÷àñòîòîé !0. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ýòè äâå ÷àñòîòû

ïðîñòî áëèçêè äðóã ê äðóãó, ! � !0. Òîãäà ðåçîíàíñíû òîëüêî ÷ëåíû

ñ k = �l. Ñóììèðóÿ èõ, ïîëó÷èì íîâóþ, óñðåäíåííóþ ñèëóX
l=�k

a
l;k
e
ik�+il!t =

X
k

a�k;ke
ik(��!t) = q(�� !t): (7.20)

Óñðåäíåííàÿ ñèëà q åñòü 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà è

ñîäåðæèò âñå ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû. Ïîäñòàâëÿÿ åå â (7.15), ïîëó÷èì

d�

dt
= !0 + "q(�� !t): (7.21)



7.1 Ôàçîâàÿ äèíàìèêà Æ

��
��
��
��
��
k241

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ � ðàçíîñòü ôàçû êîëåáàíèé è ôàçû âíåø-

íåé ñèëû:

 = �� !t: (7.22)

Ïåðåìåííóþ  ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìåäëåííóþ ôàçó âî âðàùàþ-

ùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ââåäåì òàêæå ðàññòðîéêó ÷àñòîò ñîãëàñíî

� = ! � !0 (7.23)

è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

d 

dt
= �� + "q( ): (7.24)

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê àíàëèçó ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïîêàæåì, ÷òî

îíî îïèñûâàåò è áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå ðåçîíàíñà ìåæäó

÷àñòîòîé ñèëû ! è àâòîíîìíîé ÷àñòîòîé !0 èìååò âèä

! �
m

n
!0; (7.25)

ãäå m è n öåëûå ÷èñëà, íå èìåþùèå îáùåãî äåëèòåëÿ. Ëåãêî âèäåòü,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû â (7.19) ñîäåðæàò âûðàæåíèÿ

òèïà ei(jm!0�jn!)t. Òîãäà âìåñòî (7.20) ïîëó÷àåìX
l=�nj;k=mj

a
l;k
e
i(k�+l!t) =

X
j

a�nj;mje
ij(m��n!t) =

= q̂(m�� n!t); (7.26)

ãäå q̂(�) åñòü 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Óðàâíåíèå äëÿ ôàçû òåïåðü

ïðèíèìàåò âèä

d�

dt
= !0 + "q̂(m�� n!t): (7.27)

Ââîäÿ ðàçíîñòü ôàç êàê

 = m�� n!t;

ïîëó÷èì

d 

dt
= �� + "mq̂( ); (7.28)

ãäå ðàññòðîéêà ðàâíà � = n! � m!0. Ýòî óðàâíåíèå èìååò òîò æå

âèä, ÷òî è (7.24). Ïðîñòåéøàÿ 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ýòî sin(�),
òàê ÷òî ïðîñòåéøàÿ ôîðìà óñðåäíåííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôàçû åñòü

d 

dt
= �� + " sin : (7.29)

Ýòî óðàâíåíèå èíîãäà íàçûâàþò óðàâíåíèåì Àäëåðà [Adler 1946].
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7.1.7 Ìåäëåííàÿ äèíàìèêà ôàçû: çàõâàò ôàçû è
îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè

Çàéìåìñÿ èññëåäîâàíèåì îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ (7.24) � íåëèíåéíî-

ãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ íåãî ìîæíî îïðåäåëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:

ôàçó  ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèáî íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, îò �1
äî1, ëèáî, èñïîëüçóÿ 2�-ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè q, íà îêðóæíîñòè

0 �  < 2�. Ïîñêîëüêó ýòè äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû, ìû

áóäåì â çàâèñèìîñòè îò óäîáñòâà ïîëüçîâàòüñÿ òî îäíèì, òî äðóãèì.

Óðàâíåíèå (7:24) çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ, " è �. Â ñîîòâåòñòâèè

ñ èçíà÷àëüíûì óðàâíåíèåì (7.5), " ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê

àìïëèòóäó âíåøíåé ñèëû. Ïàðàìåòð �, ñîãëàñíî (7.23), åñòü ðàñ-

ñòðîéêà ÷àñòîò, ò.å. ðàçíîñòü ìåæäó àâòîíîìíîé ÷àñòîòîé è ÷àñòîòîé

âíåøíåé ñèëû. Ïðè âûâîäå (7.24) ðàññòðîéêà ïðåäïîëàãàëàñü ìàëîé,

ôàêòè÷åñêè ïîðÿäêà ". Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âñå îñîáåííîñòè ôîðìû

ïðåäåëüíîãî öèêëà â àâòîíîìíîé ñèñòåìå (7.1) è âñå îñîáåííîñòè

âíåøíåé ñèëû ó÷òåíû â ôóíêöèè q( ).

Â óðàâíåíèè (7.24) âîçìîæíû äâà òèïà ïîâåäåíèÿ ôàçû  , îíè

ïîêàçàíû íà ðèñ. 7.3. Ôóíêöèÿ q( ) åñòü 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

 è ïîýòîìó èìååò íà èíòåðâàëå [0; 2�) ìàêñèìóì qmax è ìèíèìóì

qmin; â îáùåì ñëó÷àå ýòè ýêñòðåìóìû íå âûðîæäåíû. Ïîýòîìó, åñëè

ðàññòðîéêà � ëåæèò â èíòåðâàëå

"qmin < � < "qmax; (7.30)

òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïàðà íåïîäâèæíûõ òî÷åê (7.24),

ò.å. ïàðà ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ôàçû  . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îäíà

èç ýòèõ òî÷åê óñòîé÷èâà (àñèìïòîòè÷åñêè), à äðóãàÿ íåóñòîé÷èâà; â

îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ïàð óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ

ψψψ

ψ
0 2π 0 2π

(a) (b) (c)

ψ ψ
0 2π

Ðèñ. 7.3. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (7.24) âíóòðè (a), íà ãðàíèöå (b),

è âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè (c). Óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ íåïî-

äâèæíûå òî÷êè îáîçíà÷åíû ñèìâîëàìè � è Æ. Íà ðèñóíêå (b) ïîêàçàí

ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè, ïðè êîòîðîì óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ

òî÷êè ñëèâàþòñÿ, îáðàçóÿ ïîëóóñòîé÷èâóþ òî÷êó (êâàäðàò �).
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òî÷åê (åñëè ôóíêöèÿ q èìååò áîëåå äâóõ ýêñòðåìóìîâ). Ïîýòîìó

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7.30) ñèñòåìà ýâîëþöèîíèðóåò ê îäíîé èç

óñòîé÷èâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è îñòàåòñÿ â íåé, òàê ÷òî âðàùàþ-

ùàÿñÿ ôàçà ïîñòîÿííà,  =  s. Äëÿ èñõîäíîé ôàçû � ýòî îçíà÷àåò

âðàùåíèå ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû:

� = !t+  s; (7.31)

ýòî êàê ðàç è åñòü ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè. Îí ñóùåñòâóåò âíóòðè

îáëàñòè (7.30) íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (�; "), íàçûâàåìîé îáëàñòüþ

ñèíõðîíèçàöèè (ðèñ. 7.4a). ×àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ôàçà àâòîêîëåáàíèé �

ñëåäèò çà âíåøíåé ñèëîé !t, è ýòîò ðåæèì íàçûâàþò çàõâàòîì ôàçû.

Äðóãîé ÷àñòî èñïîëüçóåìûé òåðìèí � çàõâàò ÷àñòîòû, îí îçíà÷àåò,

÷òî ÷àñòîòà êîëåáàíèé ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû.

Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ, åñëè ðàññòðîéêà ëåæèò âíå èí-

òåðâàëà (7.30). Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ôàçû  ïî âðåìåíè âñå âðåìÿ

ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà) è ÷àñòîòà êîëåáàíèé îòëè÷àåòñÿ îò ÷à-

ñòîòû âíåøíåé ñèëû !. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.24) ìîæíî ôîðìàëüíî

çàïèñàòü êàêZ
 

d 

"q( )� �
= t;

îíî îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü ìåäëåííîé ôàçû îò âðåìåíè,  =  (t).

Ýòà ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì T
 
, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå

T
 
=

����
Z 2�

0

d 

"q( )� �

���� : (7.32)

Ôàçà � âðàùàåòñÿ íåðàâíîìåðíî,

� = !t+  (t); (7.33)

è â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü ïåðåìåííûõ x(�) îò âðåìåíè � êâàçè-

ïåðèîäè÷åñêàÿ (ñ äâóìÿ íåñîèçìåðèìûìè ïåðèîäàìè).5

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé äèíàìèêè âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

ñëóæèò ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ôàçû, ìû íàçîâåì åå íàáëþäàå-

ìîé ÷àñòîòîé. Ïîñêîëüêó ôàçà  èñïûòûâàåò ïðèðàùåíèå íà �2�

5 Ëþáóþ èç ïåðåìåííûõ xi ìîæíî çàïèñàòü êàê 2�-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíê-

öèþ ïåðåìåííûõ �1 = !t è �2 = 
 t, ÷òî â ñëó÷àå íåñîèçìåðèìûõ ÷àñòîò

! è 
 = 2�=T äàåò êâàçèïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ âðåìåíè.
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çà âðåìÿ T
 
, ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà âðàùåíèé ìåäëåííîé ôàçû  , ÷àñòî

íàçûâàåìàÿ ÷àñòîòîé áèåíèé, ðàâíà



 
= 2�

�Z 2�

0

d 

"q( ) � �

��1
: (7.34)

Ñîîòâåòñòâåííî, íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà 
 èñõîäíîé ôàçû � ðàâíà

h _�i = 
 = ! +

 
:

(Ñêîáêè hi îáîçíà÷àþò çäåñü óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè.) ×àñòîòà áèåíèé
åñòü ðàçíîñòü ìåæäó íàáëþäàåìîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèé è ÷àñòîòîé

âíåøíåé ñèëû.

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ÷àñòîòà áèåíèé 

 
ìîíîòîííî çàâèñèò îò ðàñ-

ñòðîéêè �. Áîëåå òîãî, âáëèçè ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè ìîæíî

îöåíèòü ýòó çàâèñèìîñòü àíàëèòè÷åñêè. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà �

ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè ïðîèñõîäèò ïðè � = "qmax;min, ãäå óñòîé÷è-

âàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíûå òî÷êè ñëèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò ÷åðåç

áèôóðêàöèþ ñåäëî�óçåë, ñì. ðèñ. 7.3. Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííî-

ñòè ïåðåõîä ïðè �max = "qmax. Åñëè � � �max ìàëî, òî âûðàæåíèå

j"q( ) � �j î÷åíü ìàëî â îêðåñòíîñòè òî÷êè  max, òàê ÷òî òîëüêî

ýòà îêðåñòíîñòü îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå èíòåãðàëà (7.34). Ðàñêëàäûâàÿ

ôóíêöèþ q( ) â ðÿä âáëèçè  max è óñòðåìëÿÿ ïðåäåëû èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì êîðíåâóþ çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû

áèåíèé (7.34)

j

 
j � 2�

����
Z 1

�1

d 

"

2
q00( max) 2 � (� � �max)

����
�1

=
p
"jq00( max)j � (� � �max) �

p
(� � �max): (7.35)

Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû áèåíèé îò ðàññòðîéêè � ïîêàçàíà íà

ðèñ. 7.4b.

Óìåñòíî îòìåòèòü, ÷òî âáëèçè òî÷êè ïåðåõîäà äèíàìèêà ôàçû

 î÷åíü íåîäíîðîäíà ïî âðåìåíè (ðèñ. 7.5). Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì

ðåæèìå òðàåêòîðèÿ ïðîâîäèò äîëãîå âðåìÿ (ïðîïîðöèîíàëüíîå (� �
�max)

�1=2) â îêðåñòíîñòè òî÷êè  max, ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü (7.24) áëèçêà

ê íóëþ. Ýòè äîëãèå ïåðèîäû ïî÷òè ïîñòîÿííîé ôàçû  �  max

ðåãóëÿðíûì îáðàçîì ïåðåìåæàþòñÿ ñ îòíîñèòåëüíî êîðîòêèìè èí-

òåðâàëàìè âðåìåíè, íà êîòîðûõ ôàçà  óâåëè÷èâàåòñÿ (óìåíüøàåò-

ñÿ) íà 2�; ýòè ñîáûòèÿ íàçûâàþò ïðîñêîêàìè ôàçû. Òàêèì îáðàçîì,

âðàùåíèå ôàçû ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïåðèîäè÷åñêóþ (ñ ïåðèîäîì

T
 
(7.32)) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñêîêîâ. Ìåæäó íèìè îñöèëëÿòîð
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ïðàêòè÷åñêè ñèíõðîíèçîâàí âíåøíåé ñèëîé, è åãî ôàçà ïî÷òè çàõâà-

÷åíà. Âî âðåìÿ ïðîñêîêà ôàçà îñöèëëÿòîðà ñîâåðøàåò îäèí äîïîë-

íèòåëüíûé îáîðîò ïî îòíîøåíèþ ê âíåøíåé ñèëå (èëè îòñòàåò îò íåå

íà îäèí îáîðîò). Îòìåòèì, ÷òî â íàøåì ïðèáëèæåíèè (ìåäëåííàÿ

äèíàìèêà ôàçû  ) äëèòåëüíîñòü ïðîñêîêà ìíîãî áîëüøå ïåðèîäà

êîëåáàíèé, õîòÿ è ìíîãî ìåíüøå èíòåðâàëà ìåæäó íèìè. Ïåðåõîä ê

ñèíõðîíèçàöèè âûãëÿäèò êàê óâåëè÷åíèå èíòåðâàëîâ âðåìåíè ìåæäó

ïðîñêîêàìè ñîãëàñíî (7.35), ïîêà ýòè èíòåðâàëû íå îáðàùàþòñÿ â

áåñêîíå÷íîñòü â òî÷êå áèôóðêàöèè.

7.1.8 Èòîãè ðàññìîòðåíèÿ ôàçîâîé äèíàìèêè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîäðîáíî ïîêàçàëè, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ àâòîêîëåáà-

íèÿìè ïîä äåéñòâèåì ñëàáîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû. Â ïåðâîì ïîðÿäêå

ïî " (àìïëèòóäå ñèëû), ñèëà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ôàçó êîëåáàíèé,

â òî âðåìÿ êàê àìïëèòóäà âîçìóùàåòñÿ ìàëî. Íà ïëîñêîñòè ïàðàìå-

òðîâ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ �; " (ðàññòðîéêà � àìïëèòóäà) ñóùåñòâóåò

îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè (7.30), ñì. ðèñ. 7.4a. Ýòà îáëàñòü îãðàíè÷èâà-

åòñÿ äâóìÿ ïðÿìûìè, íàêëîíû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ýêñòðåìóìàìè

ôóíêöèè q (7.20). Âíóòðè ýòîé îáëàñòè ìåäëåííàÿ ôàçà  ïðèíèìàåò

óñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå (èëè îäíî èç âîçìîæíûõ óñòîé÷è-

âûõ çíà÷åíèé), è ôàçà êîëåáàíèé � âðàùàåòñÿ ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé

ñèëû. Ïðè ýòîì ïðîöåññ x(t) ïåðèîäè÷åí ñ ïåðèîäîì âíåøíåãî âîç-

äåéñòâèÿ. Âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ôàçà � âðàùàåòñÿ ñ ÷àñòîòîé,

îòëè÷íîé îò ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû, è ïðîöåññ x(t) â îáùåì ñëó÷àå

êâàçèïåðèîäè÷åñêèé. Îäíà èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòîò � ýòî ÷àñòî-

ν

(a)
ε

0

ν

Ωψ
(b)

Ðèñ. 7.4. (a) Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ �; ". Â
ñîîòâåòñòâèè ñ (7.30) ãðàíèöû îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè � ïðÿìûå ëèíèè.

(b) Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû áèåíèé îò ðàññòðîéêè ïðè ôèêñèðîâàííîé

àìïëèòóäå ñèëû.
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òà âíåøíåé ñèëû, äðóãàÿ � òàê íàçûâàåìàÿ ÷àñòîòà áèåíèé � çàäàåòñÿ

âûðàæåíèåì (7.34). Íà ïîðîãå ñèíõðîíèçàöèè ÷àñòîòà áèåíèé ðàñòåò

êàê êâàäðàòíûé êîðåíü ïàðàìåòðà (ñì. (7.35)); ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè

âûãëÿäèò êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèíõðîííûõ ó÷àñò-

êîâ, ðàçäåëåííûõ 2�-ïðîñêîêàìè ôàçû.

Îïèñàííàÿ âûøå êàðòèíà îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè

àìïëèòóäû ". Íèæå ìû êðàòêî îáñóäèì, ÷òî ìåíÿåòñÿ ïðè ñðåäíåé

è áîëüøîé àìïëèòóäå ñèëû; áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç áóäåò äàí â

ðàçäåëå 7.3.

Ñðåäíÿÿ àìïëèòóäà ñèëû

Â ýòîì ñëó÷àå êà÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè äèíàìèêè íå ìåíÿþòñÿ:

âíóòðè îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè íàáëþäàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîå äâèæå-

íèå ñ ïåðèîäîì âíåøíåé ñèëû, à âíå ýòîé îáëàñòè � êâàçèïåðèîäè÷å-

ñêîå. Êîëè÷åñòâåííî ïîâåäåíèå ÷àñòîòû áèåíèé íà ïîðîãå ñèíõðîíè-

çàöèè � êîðíåâàÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ (7.35) � îñòàåòñÿ òåì æå,

ïîñêîëüêó îíî îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì áèôóðêàöèè, à áèôóðêàöèÿ è ïðè

ñðåäíèõ àìïëèòóäàõ ñèëû èìååò òèï ñåäëî�óçåë. Îäíàêî îñòàëüíûå

õàðàêòåðíûå ÷åðòû ñèíõðîíèçàöèè ìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(i) Ãðàíèöû îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ïðè ñðåäíèõ " � íå ïðÿìûå

0 100 200 300 400
×ÒÅÍÑ

0

10

20

30

ψ
(t

)/
2π

Ðèñ. 7.5. Äèíàìèêà ôàçû ñîãëàñíî (7.24) ïðè q( ) = sin , " = 1

(çäåñü ïàðàìåòð " ïîëîæåí ðàâíûì åäèíèöå, à íå ìàëîìó çíà÷åíèþ, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ ìàñøòàáà âðåìåíè) è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

ðàññòðîéêè: ñíèçó ââåðõ � = 1:001, 0, �1:01, �1:1.
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ëèíèè, à, âîîáùå ãîâîðÿ, êðèâûå. Åñëè â ðàçëîæåíèè Ôóðüå

(7.18) ðåçîíàíñíûå ÷ëåíû îòñóòñòâóþò, òî îíè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ

â âûñøèõ ïðèáëèæåíèÿõ, ò.å. êàê ÷ëåíû ïðîïîðöèîíàëüíûå

"
2, "3, è ò.ä. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ øèðèíà îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

îñîáåííî ìàëà ïðè "! 0.

(ii) Â ñèíõðîííîì ðåæèìå ðàçíîñòü ôàç îñöèëëÿòîðà � è âíåøíåé

ñèëû áîëåå íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé, êàê âûòåêàåò èç (7.31), à

ñòàíîâèòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé (ñ ïåðèîäîì âíåøíåé ñèëû) ôóíêöè-

åé âðåìåíè. Ïðè÷èíîé òîìó íåðåçîíàíñíûå ÷ëåíû â ðàçëîæåíèè

(7.18).

Áîëüøàÿ àìïëèòóäà ñèëû

Çäåñü ìîæåò ìåíÿòüñÿ è êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ñèíõðîíèçàöèè. Ïåðå-

õîä ê íåé ìîæåò ïðîèñõîäèòü ÷åðåç äðóãèå áèôóðêàöèè. Áîëåå òîãî,

ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ñëîæíûå ðåæèìû, âêëþ÷àÿ õàîñ � ìû îáñóäèì

ýòî â ðàçäåëå 7.3.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî, õîòÿ ìû è ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé ìàëîé

ñèëû, ñèíõðîíèçàöèþ íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõ òåîðèè ëè-

íåéíîãî îòêëèêà. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ôèçèêà, ðàññìàòðèâàþùåãî

óðàâíåíèå (7.5), åñòåñòâåííî áûëî áû ïîïðîáîâàòü ïðèìåíèòü ìå-

òîä âîçìóùåíèé è ïðåäñòàâèòü îòêëèê â âèäå ðÿäà ïî ". Ìû óæå

çíàåì îòâåò è ìîæåì ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî ýòîò ïîäõîä áóäåò ðàáîòàòü

òîëüêî âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, ãäå êâàçèïåðèîäè÷åñêîå äâèæå-

íèå ìîæíî ïðèìåðíî ïðåäñòàâèòü êàê êîìáèíàöèþ íåâîçìóùåííûõ

êîëåáàíèé íà ÷àñòîòå !0 è âûíóæäåííîãî ðåøåíèÿ ñ ÷àñòîòîé !.

Âíóòðè îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ïðîöåññ èìååò òîëüêî ÷àñòîòó !,

òàê ÷òî, ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, îòêëèê íà ÷àñòîòå âîçäåéñòâèÿ èìååò

ïîðÿäîê O(1) è åãî íåëüçÿ ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèåì ïî ". Ëèíåéíàÿ

èëè ñëàáîíåëèíåéíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé íå ðàáîòàåò ïîòîìó, ÷òî

íåâîçìóùåííûå àâòîêîëåáàíèÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñèíãóëÿðíû,

ïîñêîëüêó ôàçà íåéòðàëüíà è ìîæåò èñïûòûâàòü áîëüøèå, ïîðÿäêà

O(1), îòêëîíåíèÿ ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîé ñèëå. Äðóãèì ïðîÿâëåíèåì

ýòîé ñèíãóëÿðíîñòè ñëóæèò äîâîëüíî íåîáû÷íàÿ äëÿ ôèçèêè çàâè-

ñèìîñòü íàáëþäàåìîé ÷àñòîòû îò ðàññòðîéêè: ó íåå åñòü èäåàëüíûé

ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê ñ õîðîøî îïðåäåëåííûìè êîíå÷íûìè òî÷-

êàìè (ðèñ. 7.4b). Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà òàêèå ¾ñòóïåíüêè¿ âñòðå-

÷àþòñÿ â ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, èõ ìîæíî îáúÿñíèòü ïðîÿâëåíèåì

ñèíõðîíèçàöèè (ñì. îáñóæäåíèå ñòóïåíåê Øàïèðî â âîëüòàìïåðíîé

õàðàêòåðèñòèêå êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà â ðàçäåëå 4.1.8).
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7.2 Ñëàáî íåëèíåéíûå àâòîêîëåáàíèÿ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû èñïîëüçîâàëè ìàëîñòü ñèëû, ÷òîáû ïî-

ëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ôàçû. Â îáùåì ñëó÷àå âíåøíåå âîçäåéñòâèå

âëèÿåò è íà ôàçó, è íà àìïëèòóäó, è ïîñëåäíèì ýôôåêòîì ïðåíåáðå-

ãàòü íåëüçÿ. Âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ, îñîáåííî êîãäà àìïëèòóäû êîëå-

áàíèé è ñèëû âåëèêè, íå îñòàåòñÿ íè÷åãî äðóãîãî, êàê èññëåäîâàòü

ïîâåäåíèå ñèñòåìû ÷èñëåííî. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì âàæíûé ñëó÷àé,

êîãäà ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè ìîãóò áûòü â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè

èññëåäîâàíû àíàëèòè÷åñêè: ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ìàëîñòü è ñèëû,

è àìïëèòóäû àâòîêîëåáàíèé. Ìàëîñòü àìïëèòóäû áóäåò ïîíèìàòüñÿ

â ñìûñëå áëèçîñòè àâòîêîëåáàíèé ê ëèíåéíûì êîëåáàíèÿì; áåçðàç-

ìåðíûì ìàëûì ïàðàìåòðîì ñëóæèò îòíîøåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé ê

õàðàêòåðíîìó âðåìåíè èçìåíåíèé àìïëèòóäû. Ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî

ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîçâîëÿåò îïèñàòü çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ óñðåäíåííûõ

(ïî ïåðèîäó êîëåáàíèé) àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþò-

ñÿ óíèâåðñàëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé

äàåò ðåøåíèå äëÿ öåëîãî êëàññà ñëàáîíåëèíåéíûõ êîëåáàòåëüíûõ

ñèñòåì.

7.2.1 Àìïëèòóäíîå óðàâíåíèå

Ñëàáîíåëèíåéíûå ñèñòåìû ïîäðîáíî îïèñàíû â ëèòåðàòóðå (ñì., íà-

ïðèìåð, ìîíîãðàôèè [Áîãîëþáîâ è Ìèòðîïîëüñêèé 1961; Minorsky

1962; Õàÿñè 1964; Íàéôý 1979; Glendinning 1994]). Íå âõîäÿ â òåõ-

íè÷åñêèå äåòàëè, ìû äàäèì ñõåìó âûâîäà àìïëèòóäíûõ óðàâíåíèé.

Èçëàãàåìûé ìåòîä ïðèìåíèì ê ñëàáîíåëèíåéíûì êîëåáàíèÿì, ò.å.

ê ñèñòåìàì, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñëàáî âîçìóùåííûé

(÷ëåíàìè â ïðàâîé ÷àñòè) ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð ñ ÷àñòîòîé !0:

�x+ !
2
0x = f(x; _x) + "p(t): (7.36)

Ýòî íå ñàìàÿ îáùàÿ ôîðìà âîçìóùåíèÿ, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíî

ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(x; _x) îïèñûâàåò àâ-

òîíîìíûé îñöèëëÿòîð, à ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè p(t) =

p(t+ T ) � âíåøíþþ ñèëó ñ ÷àñòîòîé ! = 2�=T . Ìû çàïèñàëè âíåø-

íþþ ñèëó êàê ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé ìàëîìó ïàðàìåòðó ". ×ëåí

f òàêæå äîëæåí áûòü ìàë; óñëîâèå ýòîãî áóäåò äàíî ïîçæå.

Ïîñêîëüêó (7.36) áëèçêî ê óðàâíåíèþ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà,

ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ðåøåíèå áëèçêî ê ñèíóñîèäàëüíîìó ñ ïîêà íåèç-

âåñòíîé àìïëèòóäîé, ÷àñòîòîé è ôàçîé. Âñå ýòè âåëè÷èíû äîëæíû

áûòü â êîíöå êîíöîâ îïðåäåëåíû, íî íà ýòîé ñòàäèè ìîæíî âûáðàòü
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ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ, è ïåðâûì âàæíûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ

âûáîð íàèáîëåå ïîäõîäÿùåãî. Ïîñêîëüêó ìû îæèäàåì, ÷òî ÷àñòîòà

êîëåáàíèé ìîæåò ñîâïàäàòü (ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷å-

íèÿõ ïàðàìåòðîâ) ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû !, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå

â ñëåäóþùåì êîìïëåêñíîì âèäå

x(t) = 1
2
(A(t)ei!t + c:c:); (7.37)

ò.å. â âèäå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ¾áàçîâîé¿ ÷àñòîòîé ! è çà-

âèñÿùåé îò âðåìåíè êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé A(t). Îòìåòèì, ÷òî

ïðè ýòîì íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà x(t) íå íàêëàäûâàåòñÿ, ïîñêîëüêó

íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò !, åñëè àìïëèòóäà A

âðàùàåòñÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Óäîáíî ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèå (7.36) â âèäå ëèíåéíîãî îñöèëëÿòî-

ðà ñ ÷àñòîòîé !, ââîäÿ äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè:

�x+ !
2
x = (!2 � !

2
0)x+ f(x; _x) + "p(t): (7.38)

Ýòî ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü òàêæå ìàëî, ò.å. íàøå ðàññìîòðåíèå

îãðàíè÷èâàåòñÿ äèàïàçîíîì ìàëûõ ðàññòðîåê ! � !0.

Ïåðåïèñûâàÿ (7.38) â âèäå ñèñòåìû

_x = y;

_y = � !
2
x+ (!2 � !20)x+ f(x; y) + "p(t)

è ââîäÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå6 ìåæäó y è A

y = 1
2
(i!A(t)ei!t + c:c:); (7.39)

ïîëó÷èì, ðàçðåøàÿ (7.37) è (7.39), ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ êîì-

ïëåêñíîé àìïëèòóäû

_A =
e
�i!t

i!
� [(!2 � !

2
0)x+ f(x; y) + "p(t)]: (7.40)

Óñðåäíåíèå àìïëèòóäíîãî óðàâíåíèÿ

Äî ñèõ ïîð âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ áûëè òî÷íûìè, íî íîâîå óðàâíåíèå

íè÷óòü íå ïðîùå äëÿ ðåøåíèÿ, ÷åì èñõîäíîå (7.36). Èñïîëüçóåì òå-

ïåðü ìàëîñòü ïàðàìåòðîâ è íàéäåì àíàëèòè÷åñêè ðàçðåøèìîå ïðè-

áëèæåííîå óðàâíåíèå äëÿ A. Ýòîò ïåðåõîä ìîæíî ñîâåðøèòü ìàòåìà-

òè÷åñêè ñòðîãî (ðàçëè÷íûå âàðèàíòû èçâåñòíû êàê àñèìïòîòè÷åñêèé

ìåòîä [Áîãîëþáîâ è Ìèòðîïîëüñêèé 1961], ìåòîä óñðåäíåíèÿ [Íàéôý

6 Ïîñêîëüêó íîâàÿ ïåðåìåííàÿ A êîìïëåêñíà, äëÿ îäíîçíà÷íîãî åå îïðåäå-

ëåíèÿ íóæíî åùå îäíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó (x; y) è A.
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1979], ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ [Kahn 1990]), çäåñü ìû èçëîæèì òîëü-

êî îñíîâíóþ èäåþ. Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü (7.40) ìàëà, èçìåíåíèÿ A

ìîãóò áûòü ëèáî ìåäëåííûìè, åñëè îíè âåëèêè, ëèáî ìàëûìè, åñëè

îíè áûñòðûå, íàïðèìåð ñ ÷àñòîòîé ïîðÿäêà !. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìî-

òðåíèåì áîëüøèõ ìåäëåííûõ èçìåíåíèé, òî åñòü ïðåíåáðåæåì âñåìè

áûñòðûìè ÷ëåíàìè â ïðàâîé ÷àñòè (7.40). Ïðåíåáðåæåíèå ÷ëåíàìè

ñ áûñòðûìè êîëåáàíèÿìè (e�i!t; e�i2!t, è ò.ä.) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê óñðåäíåíèå ïî ïåðèîäó êîëåáàíèé T = 2�=!; ïîýòîìó ýòîò ìåòîä

íàçûâàþò ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ. Óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ î÷åíü ïðîñòî:

íóæíî ïîäñòàâèòü x è y, âûðàæåííûå ÷åðåç A, â (7.40) è ïðåíåáðå÷ü

âñåìè îñöèëëèðóþùèìè ÷ëåíàìè. Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå äëÿ

çàäàííûõ f è p ýòî ìîæíî ñäåëàòü ÿâíî. Ìû æå õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî

ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äëÿ áîëüøîãî êëàññà ñèñòåì.

Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî óñðåäíåíèå ñëàãàåìîãî

e
�i!t

"p(t)

i!

îçíà÷àåò âçÿòèå ïåðâîé Ôóðüå-ãàðìîíèêè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè

p(t), â îáùåì ñëó÷àå îíà íå ðàâíà íóëþ è ýòîò ÷ëåí äàåò êîìïëåêñíóþ

ïîñòîÿííóþ �i"E.
Äàëåå, ðàññìîòðèì âêëàä ôóíêöèè f :

e
�i!t

i!
f(x; y):

Ïóñòü f � ïîëèíîì ïî x; y, òîãäà ìû èìååì ïîëèíîì ïî Aei!t; A�e�i!t.

Èç âñåõ ñòåïåíåé âèäà (Aei!t)n(A�e�i!t)m ïîñëå óìíîæåíèÿ íà e�i!t è

óñðåäíåíèÿ îñòàþòñÿ òîëüêî ÷ëåíû ñm = n�1. Ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå
óñðåäíåíèÿ ìîãóò âîçíèêíóòü òîëüêî ñëàãàåìûå âèäà g(jAj2) �A, ãäå g
� ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé âàæíû

òîëüêî ëèíåéíûå (/ A) è ïåðâûå íåëèíåéíûå (/ jAj2A) ñëàãàåìûå.
Íàêîíåö, óñðåäíåíèå ïåðâîãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè (7.40) ïðèâîäèò

ê ëèíåéíîìó ïî A ñëàãàåìîìó. Ñîáèðàÿ âìåñòå âñå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì

àìïëèòóäíîå óðàâíåíèå â âèäå

_A = �i
!
2 � !

2
0

2!
A+ �A� (
 + i�)jAj2A� i"E: (7.41)

Çäåñü ìû ïîëàãàåì ïàðàìåòð � äåéñòâèòåëüíûì, òàê êàê ìíèìàÿ

÷àñòü ìîæåò áûòü îáúåäèíåíà ñ ïåðâûì ÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè.

Íàïðèìåð, äëÿ óðàâíåíèÿ Âàí-äåð-Ïîëÿ (7.2) ïîëó÷àåì óðàâíå-

íèå (7.41) ñ � = 0 è 
 = ��=4.
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Íîâûå ïàðàìåòðû èìåþò ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Ïàðàìåòðû

� è 
 îïèñûâàþò ëèíåéíûé ðîñò è íåëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå êîëå-

áàíèé. ×òîáû àâòîêîëåáàíèÿ áûëè óñòîé÷èâûìè, íåîáõîäèì ðîñò

ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ è çàòóõàíèå ïðè áîëüøèõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

� > 0; 
 > 0. Ïàðàìåòð � îïèñûâàåò íåëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ÷à-

ñòîòû êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû, îí ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì,

òàê è îòðèöàòåëüíûì, è îáðàùàåòñÿ â íóëü â èçîõðîííîì ñëó÷àå (ñì.

îáñóæäåíèå â ðàçäåëå 7.1.3).

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê óñëîâèþ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà óñðåäíåíèÿ. Äëÿ

(7.41) íåîáõîäèìà ìàëîñòü âñåõ ÷ëåíîâ â ïðàâîé ÷àñòè. Ýòî áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ, åñëè ðàññòðîéêà j!�!0j è ëèíåéíûé èíêðåìåíò � ìàëû
ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîé !0. Â ðåçóëüòàòå è íåëèíåéíûé ÷ëåí â

ïðàâîé ÷àñòè áóäåò ìàë, ïîñêîëüêó àìïëèòóäà íåâîçìóùåííûõ àâ-

òîêîëåáàíèé åñòü jA0j2 = �=
, è ïîýòîìó íåëèíåéíûé ÷ëåí � òîãî æå

ïîðÿäêà, ÷òî è ëèíåéíûé ÷ëåí �A. Ìàëîñòü ïàðàìåòðà � îçíà÷àåò,

÷òî íåóñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ A = 0 ñëàáàÿ. Îáû÷íî

ýòî òàê âáëèçè òî÷êè áèôóðêàöèè âîçíèêíîâåíèÿ ïðåäåëüíîãî öè-

êëà. Ïîýòîìó àìïëèòóäíîå óðàâíåíèå (7.41) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì

óðàâíåíèåì (íîðìàëüíîé ôîðìîé) âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé âáëèçè

áèôóðêàöèè Õîïôà.

Âûáèðàÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìàñøòàáû äëÿ àìïëèòóäû A è

âðåìåíè, ìîæíî óìåíüøèòü ÷èñëî ïàðàìåòðîâ â (7.41). Êàêèå èç íèõ

äîëæíû îñòàòüñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàâèñèò îò ôèçè÷å-

ñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Ïîñêîëüêó â çàäà÷å î ñèíõðîíèçàöèè âàæíà

çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ âíåøíåé ñèëû, óäîáíî ïðè íîðìèðîâêå

èçáàâèòüñÿ îò ïàðàìåòðîâ îñöèëëÿòîðà. Ââîäÿ íîâóþ àìïëèòóäó è

íîâîå âðåìÿ ñîãëàñíî

A =

r
�



a; t = �

�1
�; (7.42)

ïîëó÷èì

_a = �i�a+ a� jaj2a� i�jaj2a� ie; (7.43)

ãäå

� =
!
2 � !

2
0

2!�
� (! � !0)=�;

� = �=
; e = "E

1=2
�
�3=2

:

(7.44)

Îòìåòèì íåòðèâèàëüíóþ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ " (àìïëèòóäû

âíåøíåé ñèëû) è � (êâàäðàò àìïëèòóäû ñâîáîäíûõ àâòîêîëåáàíèé):

îíè ïîÿâëÿþòñÿ â ¾ýôôåêòèâíîé¿ àìïëèòóäå ñèëû e â êîìáèíàöèè
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"�
�3=2. Íèæå ìû áóäåì âûäåëÿòü ðåæèìû ñëàáîãî (e . 1) è ñèëüíîãî

(e & 1) âîçäåéñòâèÿ; â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ýòî ñîîòâåòñòâóåò " .

�
3=2 è " & �

3=2.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê èññëåäîâàíèþ (7.43), îïèøåì âêðàòöå,

÷òî ïðîèñõîäèò â îòñóòñòâèå ñèëû, e = 0. Ïðè ýòîì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê

óðàâíåíèþ (7.6). Â íà÷àëå êîîðäèíàò a = 0 íàõîäèòñÿ íåóñòîé÷èâîå

ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, à óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë a = e
�i(���)t

èìååò àìïëèòóäó 1 è ÷àñòîòó j�� � �j.7 Èç îáùåãî ðåøåíèÿ (7.9)

ìîæíî âèäåòü, ÷òî óãëîâàÿ ÷àñòîòà çàâèñèò îò àìïëèòóäû, åñëè � 6=
0, è íå çàâèñèò ïðè � = 0. Ýòè äâå ñèòóàöèè ìû áóäåì íàçûâàòü

íåèçîõðîííûì è èçîõðîííûì ñëó÷àÿìè.

7.2.2 Ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè: èçîõðîííûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé èçîõðîííûõ àâòîêîëåáàíèé, ò.å. ïîëîæèì � = 0:

_a = �i�a+ a� jaj2a� ie: (7.45)

Ïðåæäå ÷åì èññëåäîâàòü óðàâíåíèå (7.45), îáñóäèì ñìûñë ðàçëè÷íûõ

ðåøåíèé â òåðìèíàõ èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ x / Re(a(t)ei!t); y /
Im(a(t)ei!t). Ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ a îòâå÷àþò ãàðìîíè÷åñêèå

êîëåáàíèÿ x; y ñ ÷àñòîòîé !. Ýòî ðåæèì èäåàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè

(çàõâàòà ôàçû): â ñèñòåìå ïðîèñõîäÿò òîëüêî êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé

âíåøíåé ñèëû. Åñëè ðåøåíèå a(t) ïåðèîäè÷åñêè çàâèñèò îò âðåìåíè,

òî â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ äâèæåíèå êâàçèïåðèîäè÷åñêîå ñ äâóìÿ

íåçàâèñèìûìè ÷àñòîòàìè: îäíà � ÷àñòîòà âíåøíåé ñèëû, äðóãàÿ �

÷àñòîòà ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.45). Îòìåòèì, ÷òî

ïîñëåäíÿÿ ìîæåò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íàëè÷èå âòîðîé (â äîïîëíåíèå ê !) ÷àñòîòû íå

îáÿçàòåëüíî îçíà÷àåò äåñèíõðîíèçàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàïè-

ñàòü a(t) = R(t)ei (t) è x(t) = Re(R(t)ei( (t)+!t)), òî íàáëþäàåìóþ

÷àñòîòó êîëåáàíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå


 = h _ i+ !: (7.46)

(Îòìåòèì, ÷òî  åñòü ïðàâèëüíàÿ ðàçíîñòü ìåæäó ôàçàìè îñöèëëÿ-

òîðà è âíåøíåé ñèëû, ñð. ñ (7.22).) ×ëåí h _ i çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ

òðàåêòîðèè ñèñòåìû íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (Re(a); Im(a)). Åñëè îíà

âðàùàåòñÿ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò, òî h _ i 6= 0, â ïðîòèâíîì æå

ñëó÷àå èçìåíåíèÿ  ïðèâîäÿò òîëüêî ê ìîäóëÿöèè êîëåáàíèé, íî íå

7 Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòîòà çàâèñèò îò ðàññòðîéêè � äàæå â îòñóòñòâèå

ñèëû: ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìû âûáðàëè ñèñòåìó îòñ÷åòà (7.37).
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ê èçìåíåíèþ ÷àñòîòû. Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî (7.45) èíâàðèàíòíî

ïî îòíîøåíèþ ê çàìåíå � ! ��; e! �e; a! a
� è e! �e; a! �a,

òàê ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî îáëàñòü � > 0; e > 0.

Èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (7.45) èìåþò äîëãóþ èñòîðèþ (ñì., íà-

ïðèìåð, [Appleton 1922; van der Pol 1927]), íî ïîëíàÿ êàðòèíà áûëà

óñòàíîâëåíà òîëüêî íåäàâíî Õîëìñîì è Ðýíäîì [Holmes and Rand

1978] (ñì. òàêæå [Argyris et al. 1994]). Çäåñü ìû îïèøåì òîëüêî îñíîâ-

íûå ýôôåêòû, îòñûëàÿ çà ïîäðîáíîñòÿìè ê öèòèðîâàííûì ðàáîòàì.

Ïðèìåðíàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà óðàâíåíèÿ (7.45) ïîêàçàíà

íà ðèñ. 7.6. Íà÷íåì ñ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (ñîñòîÿíèé

ðàâíîâåñèÿ). Ïîëàãàÿ _a = 0, ïîëó÷èì êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ

êâàäðàòà àìïëèòóäû R
2 = jaj2:

R
2(1�R

2)2 + �
2
R
2 = e

2
:

Ýòî óðàâíåíèå èìååò òðè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, åñëè

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

|ν|

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

e

D

A

B

C

Ðèñ. 7.6. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà èçîõðîííûõ àâòîêîëåáàíèé ïîä
âíåøíèì âîçäåéñòâèåì (7.45), â çàâèñèìîñòè îò ðàññòðîéêè � è (ïåðå-

íîðìèðîâàííîé) àìïëèòóäû ñèëû e. Â îáëàñòÿõ A è B åñòü óñòîé÷èâàÿ

òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óñòîé÷èâîìó ñèíõðîíèçîâàííîìó ñîñòîÿíèþ

(â A äîïîëíèòåëüíî åñòü ïàðà íåóñòîé÷èâûõ òî÷åê). Â îáëàñòÿõ C

è D åñòü íåóñòîé÷èâàÿ òî÷êà è ïðåäåëüíûé öèêë; ðàçëè÷èå C è D

îáñóæäàåòñÿ â òåêñòå è íà ðèñ. 7.9. Ïåðåõîä îò A ê C îñóùåñòâëÿåòñÿ

÷åðåç áèôóðêàöèþ ñåäëî�óçåë (æèðíàÿ êðèâàÿ) è ïîêàçàí íà ðèñ. 7.7

è 7.8. Ïåðåõîä B ! D ! C ïîêàçàí íà ðèñ. 7.9 è 7.10. Ëèíèÿ áè-

ôóðêàöèè Õîïôà (B ! D) ïîêàçàíà øòðèõîâîé ëèíèåé; ïåðåõîä îò

çàõâàòà ÷àñòîòû ê íåñèíõðîííîìó ñîñòîÿíèþ (D ! C) ïîêàçàí øòðèõ-

ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Â îáëàñòè, îáîçíà÷åííîé ïðÿìîóãîëüíèêîì, íà-

áëþäàþòñÿ ñëîæíûå áèôóðêàöèè. Èç [Pikovsky et al. 2000].
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9�2 + 1� (1� 3�2)3=2 <
27e2

2
< 9�2 + 1 + (1� 3�2)3=2;

è îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü, åñëè ýòè íåðàâåíñòâà íå âûïîëíåíû.

Ïîýòîìó â (7.45) ìîæåò áûòü ëèáî òðè, ëèáî îäíî ñîñòîÿíèå ðàâ-

íîâåñèÿ. Îáëàñòü ñ òðåìÿ ðåøåíèÿìè îáîçíà÷åíà íà ðèñ. 7.6 A. Â

îáëàñòÿõ B, C è D åñòü òîëüêî îäíî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Óñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëè-

íåàðèçàöèè (7.45), ÷òî ïðèâîäèò ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

�
2 + (4R2 � 2)�+ (1� 3R2)(1�R

2) + �
2 = 0:

Âèäíî, ÷òî óñòîé÷èâîñòü çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû R, è â

çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ âîçìîæíû ðàçíûå òèïû ñîñòîÿíèé ðàâ-

íîâåñèÿ (óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé óçåë, ñåäëî, ôîêóñ). Íàèáîëåå

âàæíà áèôóðêàöèÿ Õîïôà ïðè 4R2 � 2 = 0, åé ñîîòâåòñòâóåò ãèïåð-

áîëà

e
2 = �

2
=2 +

1

8
;

ðàçäåëÿþùàÿ îáëàñòè B è D íà ðèñ. 7.6.

Óæå ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò íàðèñîâàòü ¾îãðóáëåííóþ¿ êàð-

òèíó ïåðåõîäîâ.8 Â îáëàñòÿõ A è B åäèíñòâåííûì óñòîé÷èâûì ðåøå-

íèåì ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ; ýòî îáëàñòè èäåàëüíîé ñèíõðî-

íèçàöèè, ïðè êîòîðîé àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïîñòîÿííà, à ôàçà èìååò

ïîñòîÿííûé ñäâèã ïî îòíîøåíèþ ê ôàçå âíåøíåé ñèëû (êîíå÷íî, ýòè

âåëè÷èíû ïîñòîÿííû òîëüêî â ðàìêàõ ïðèíÿòîãî ïðèáëèæåíèÿ). Â

îáëàñòÿõ C è D ãëîáàëüíûì àòòðàêòîðîì (7.45) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëü-

íûé öèêë; çäåñü âûíóæäåííûå àâòîêîëåáàíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèå.

Ïîëåçíî ïîñìîòðåòü, êàê ñèíõðîíèçàöèÿ âîçíèêàåò/èñ÷åçàåò ïðè

èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ e; �.9 Èç ðèñ. 7.6 ÿñíî, ÷òî ýòè áèôóðêàöèè

ðàçëè÷íû äëÿ ìàëûõ è áîëüøèõ çíà÷åíèé e; ìû îáñóäèì ýòè äâà

ñëó÷àÿ ïî îòäåëüíîñòè.

Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè ïðè ìàëîé àìïëèòóäå âíåøíåé
ñèëû

Çàôèêñèðîâàâ ïàðàìåòð e ïðè íåêîòîðîì ìàëîì çíà÷åíèè (. 0:5)

è èçìåíÿÿ j�j, ìû ìîæåì ïðîñëåäèòü ïåðåõîä èç îáëàñòè A â C.

Â îáëàñòè A åñòü òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ: íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ,

8 Ìû íå áóäåì îïèñûâàòü òîíêóþ ñòðóêòóðó áèôóðêàöèé âáëèçè òî÷êè � =

0:6; e = 0:5, ñì. äåòàëè â [Holmes and Rand 1978; Argyris et al. 1994].
9 Ýòè áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ñîîòíîñÿòñÿ ñ ïàðàìåòðàìè èñõîäíîé ñèñòå-

ìû (7.41) ñîãëàñíî (7.44).
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óñòîé÷èâûé óçåë è ñåäëî. Â ìîìåíò áèôóðêàöèè ñåäëî è óçåë ñëèâà-

þòñÿ è ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.7 è 7.8.

Ñâîéñòâà ýòîãî ïåðåõîäà ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ îò ïîëó÷åííûõ

â ôàçîâîì ïðèáëèæåíèè â ðàçäåëå 7.1. Ýòî íå óäèâèòåëüíî, âåäü ðàç-

âèòàÿ â ðàçäåëå 7.1 òåîðèÿ äîëæíà áûòü óíèâåðñàëüíî ñïðàâåäëèâà

ïðè î÷åíü ìàëîé ñèëå.

(a)

–1 0 1

–1

0

1

Re (a)

Im
 (

a)

(b)

–1 0 1

–1

0

1

Re (a)

Im
 (

a)

(c)

–1 0 1

–1

0

1

Re (a)
Im

 (
a)

Ðèñ. 7.7. Ïîòåðÿ ñèíõðîíèçàöèè ÷åðåç áèôóðêàöèþ ñåäëî�óçåë (ïåðå-

õîä A ! C íà äèàãðàììå ðèñ. 7.6). Â öåíòðå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

ðåàëèçóåòñÿ ñèòóàöèÿ ñ íåóñòîé÷èâûì ôîêóñîì (òðåóãîëüíèê), óñòîé-

÷èâûì (�) è íåóñòîé÷èâûì (Æ) ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ òèïà óçåë è

ñåäëî (a). Óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ òî÷êè ïîäõîäÿò äðóã ê äðóãó

ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå îáëàñòè (b). Âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

ïîÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë (c), ðîæäàþùèéñÿ èç èíâàðèàíòíîé êðè-

âîé, îáðàçîâàííîé íåóñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñåäëà. Èç [Pikovsky

et al. 2000].

0 50 100 150 200
×ÒÅÍÑ

−1

0

1
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−1
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(a)

(b)

0 50 100 150 200
×ÒÅÍÑ

−1

0

1

x(
t)

−2

−1

0

1

ψ
/2

π

(c)

(d)

Ðèñ. 7.8. Êîëåáàíèÿ â ñëàáî íåëèíåéíîé àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå ñ

âíåøíåé ñèëîé ïðè ìàëîé àìïëèòóäå ñèëû. Âíóòðè îáëàñòè ñèíõðî-

íèçàöèè (A íà ðèñ. 7.6) àìïëèòóäà è ðàçíîñòü ôàç ïîñòîÿííû (a,b).

Ïðè ïîòåðå ñèíõðîíèçàöèè (A ! C íà ðèñ. 7.6) ðàçíîñòü ôàç  âðà-

ùàåòñÿ íåðàâíîìåðíî, ó÷àñòêè ïî÷òè ïîñòîÿííîé  ïåðåìåæàþòñÿ ñ

2�-ïðîñêîêàìè (c); (d) àìïëèòóäà ñëåãêà ìîäóëèðîâàíà. Èç [Pikovsky

et al. 2000].
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Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ âíåøíåé
ñèëû

Çàôèêñèðóåì òåïåðü ïàðàìåòð e íà áîëüøîì óðîâíå (& 0:5) è áó-

äåì ìåíÿòü �. Ïåðâûé ïåðåõîä B ! D � ýòî áèôóðêàöèÿ Õîïôà

(ðèñ. 7.9). Â ñåðåäèíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ

èìååò òèï óçåë. Ïðè óâåëè÷åíèè j�j îíî ïðåâðàùàåòñÿ â óñòîé÷èâûé
ôîêóñ. Êîãäà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, âîçíèêàåò

óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Ïîíà÷àëó àìïëèòóäà öèêëà òàê ìàëà,

÷òî èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïðè âðàùåíèè íå îõâàòûâàåò íà÷àëî êîîð-

äèíàò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññ x(t) ìîäóëèðîâàí ïî àìïëèòóäå è

ïî ôàçå, íî åãî ÷àñòîòà îñòàåòñÿ òàêîé æå, êàê ó âíåøíåé ñèëû (ñì.

(a)

–1 0 1
–2

–1

0

1

Re (a)

Im
 (

a)

(b)

–1 0 1
–2

–1

0

1

Re (a)

Im
 (

a)

(c)

–1 0 1
–2

–1

0

1

Re (a)

Im
 (

a)

(d)

–1 0 1
–2

–1

0

1

Re (a)

Im
 (

a)

Ðèñ. 7.9. Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè ÷åðåç áèôóðêàöèþ Õîïôà (ïóòü

B ! D ! C íà ðèñ. 7.6). (a) Âáëèçè öåíòðà îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

� � 0 âñå òðàåêòîðèè ïðèòÿãèâàþòñÿ ê óñòîé÷èâîìó óçëó. (b) Âáëèçè

ãðàíèöû ñèíõðîíèçàöèè ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ ôîêóñîì. (c)

Ïðè áèôóðêàöèè Õîïôà â îáëàñòè D âîçíèêàåò ïðåäåëüíûé öèêë,

îäíàêî îí íå îõâàòûâàåò íà÷àëî êîîðäèíàò, è íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà

ïî-ïðåæíåìó ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû. (d) Ñ ðîñòîì àì-

ïëèòóäû öèêëà îí îõâàòûâàåò íà÷àëî êîîðäèíàò, è ñèíõðîíèçàöèÿ

íàðóøàåòñÿ. Èç [Pikovsky et al. 2000].
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ðèñ. 7.10a). Ðàçíîñòü ôàç òåïåðü íå ïîñòîÿííà, íî åå ñðåäíèé ðîñò



 
= h _ i â òî÷íîñòè ðàâåí íóëþ. Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ, êîãäà öèêë

íà÷èíàåò îõâàòûâàòü íà÷àëî êîîðäèíàò (ïåðåõîä D ! C, ðèñ. 7.10b).

Òåïåðü ðàçíîñòü ôàç  ðàñòåò è íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà îòëè÷àåòñÿ îò

÷àñòîòû âîçäåéñòâèÿ.

Äâà îïèñàííûõ òèïà ïåðåõîäà ìîæíî ôèçè÷åñêè èíòåðïðåòèðî-

âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè ìàëîé ñèëå âîçìóùàåòñÿ òîëüêî ôàçà

êîëåáàíèé, à àìïëèòóäà ìåíÿåòñÿ ìàëî. Ïîýòîìó è â ñèíõðîííîì, è â

àñèíõðîííîì ðåæèìå àìïëèòóäà ïî÷òè ïîñòîÿííà, è ìåíÿåòñÿ òîëüêî

ïîâåäåíèå ôàçû: âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ðàçíîñòü ôàç ìåíÿåòñÿ,

à âíóòðè � íåò. Ïîýòîìó ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè åñòåñòâåííî îïè-

ñûâàòü êàê çàõâàò ôàçû.

Áîëüøàÿ ñèëà âëèÿåò êàê íà ôàçó, òàê è íà àìïëèòóäó, è â îáëàñòè

ñèíõðîíèçàöèè ñîáñòâåííûå àâòîêîëåáàíèÿ ïîäàâëÿþòñÿ: íàáëþäà-

þòñÿ òîëüêî êîëåáàíèÿ ñ âíåøíåé ÷àñòîòîé. Ïðè óâåëè÷åíèè ðàñ-

ñòðîéêè ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ âîçíèêàþò ñíà÷àëà â ôîðìå ìàëîé

ìîäóëÿöèè âûíóæäåííîãî ðåæèìà; îíè äîñòèãàþò àìïëèòóäû, ñðàâ-

íèìîé ñ âûíóæäåííûìè êîëåáàíèÿìè, òîëüêî ïðè áîëüøîé ðàññòðîé-

êå. Ðàçíèöà â ñâîéñòâàõ ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè ïðè ìàëîé è

áîëüøîé ñèëå ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíà íà ðèñ. 7.11.

Ðåæèìû ìàëîé è áîëüøîé ñèëû ëåãêî ðàçëè÷èòü ýêñïåðèìåíòàëü-

íî, ïî íàáëþäåíèÿì (èëè âû÷èñëåíèÿì) ñïåêòðà ìîùíîñòè ïðîöåññà

(ðèñ. 7.12 è 7.13). Ïðè ñèíõðîíèçàöèè ñïåêòð ìîùíîñòè ñîñòîèò èç

îäíîãî ïèêà íà ÷àñòîòå ñèëû. Ïðè ïîòåðå ñèíõðîíèçàöèè âîçíèêà-

þò íîâûå ïèêè. Ïðè ìàëîé ñèëå (ðèñ. 7.12) ýòè íîâûå êîìïîíåíòû

0 5 10 15
×ÒÅÍÑ

−1

0

1

x(
t)

−4

−3

−2

−1

0

1

ψ
/2

π

(a)

(b)

0 5 10 15
×ÒÅÍÑ

−1

0

1

x(
t)

−4

−3

−2

−1

0

1

ψ
/2

π

(c)

(d)

Ðèñ. 7.10. Êîëåáàíèÿ ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ñèëû. Âíóòðè îáëà-

ñòè ñèíõðîíèçàöèè (D íà ðèñ. 7.6), íî âáëèçè åå ãðàíèöû, ðàçíîñòü

ôàç íå ïîñòîÿííà, íî îãðàíè÷åíà (a); àìïëèòóäà òàêæå ìîäóëèðîâàíà

(b). Ïîñëå ïåðåõîäà (îáëàñòü C íà ðèñ. 7.6) ðàçíîñòü ôàç  ðàñòåò

íåîäíîðîäíî, íî áåç ¾ïî÷òè ñèíõðîííûõ¿ ó÷àñòêîâ (c); (ñð. ñ ðèñ. 7.8).

Ìîäóëÿöèÿ àìïëèòóäû äîâîëüíî âåëèêà (d). Èç [Pikovsky et al. 2000].
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ñïåêòðà èìåþò ÷àñòîòó î÷åíü áëèçêóþ ê ÷àñòîòå ñèëû, ïîñêîëüêó

âáëèçè áèôóðêàöèè ñåäëî�óçåë ïåðèîä âîçíèêàþùåãî öèêëà ñòðå-

ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (ñð. ñ (7.35)). Ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ñèëû

(ðèñ. 7.13) ðàçíîñòü ìåæäó ÷àñòîòîé íîâîé êîìïîíåíòû è ÷àñòîòîé

âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ êîíå÷íà.

7.2.3 Ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè â ñëó÷àå
íåèçîõðîííûõ àâòîêîëåáàíèé

Àíàëèç áèôóðêàöèé â ïîëíîì óðàâíåíèè (7.43) äîâîëüíî ãðîìîçäîê,

îí âêëþ÷àåò ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ òî÷åê êîðàçìåðíîñòåé 2 è 3.

Äåòàëüíîå îïèñàíèå ïðèâåäåíî Ëåâèíîé è Íåïîìíÿùèì [Levina and

Nepomnyaschiy 1986] è Glendinning and Proctor [1993] (îòìåòèì, ÷òî

â [Glendinning and Proctor 1993] èñïîëüçóåòñÿ îòëè÷íàÿ îò íàøåé

íîðìèðîâêà óðàâíåíèÿ (7.43)). Èç èõ àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëîé

íåèçîõðîííîñòè, �2 < 1=3, ñòðóêòóðà áèôóðêàöèé êà÷åñòâåííî òàêàÿ

æå, êàê â èçîõðîííîì ñëó÷àå, � = 0; íîâûå áèôóðêàöèè íàáëþäà-

þòñÿ òîëüêî ïðè á�îëüøèõ çíà÷åíèÿõ �. Ìû îïèøåì çäåñü òîëüêî

ñëó÷àé î÷åíü ìàëîé àìïëèòóäû âíåøíåé ñèëû, êîãäà ñïðàâåäëèâî

Ωψ Ωψ

A

ν

νν

(a) (b)

ν

m mA

Ðèñ. 7.11. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè

ïðè ìàëîé (a) è áîëüøîé (b) àìïëèòóäå ñèëû. ×àñòîòà áèåíèé 
 = h _ i

è âåëè÷èíà àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèè Am ïîêàçàíû â çàâèñèìîñòè îò

ðàññòðîéêè �. Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè ïîêàçàíà æèðíîé ãîðèçîíòàëü-

íîé ÷åðòîé. Ïðè ñëàáîé ñâÿçè ÷àñòîòà áèåíèé íà ïîðîãå ñèíõðîíèçàöèè

ðàñòåò ïî êîðíåâîìó çàêîíó (ñì. 7.35); àìïëèòóäà áèåíèé êîíå÷íà è

îñòàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìàëîé. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, ïðè áîëü-

øîé ñèëå ÷àñòîòà áèåíèé ïðè èõ ïîÿâëåíèè êîíå÷íà, à ìîäóëÿöèÿ

àìïëèòóäû âîçðàñòàåò ïîñòåïåííî. Îòìåòèì, ÷òî ìîäóëÿöèÿ åñòü óæå

â îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè.
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ôàçîâîå ïðèáëèæåíèå, îïèñàííîå â ðàçäåëå 7.1. Âûâîä ôîðìóë ôà-

çîâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (7.43) ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîñòûì

ω ÞÁÓÔÏÔÁ

Ó
Ð

Å
Ë

Ô
Ò

ν

Ðèñ. 7.12. Ýâîëþöèÿ ñïåêòðà ïðè ïîòåðå ñèíõðîíèçàöèè ïðè ïîñòîÿí-
íîé ìàëîé àìïëèòóäå ñèëû è ïðè èçìåíåíèè ðàññòðîéêè. Â ñèíõðîííîì

ðåæèìå â ñïåêòðå ïðèñóòñòâóåò òîëüêî ïèê íà ÷àñòîòå âíåøíåé ñèëû

!. Ïðè ïåðåõîäå âîçíèêàåò íîâûé ïèê (è åãî ãàðìîíèêè) ñ áëèçêîé

÷àñòîòîé; ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ðàññòðîéêè ýòîò ïèê îòõîäèò

îò !. Ãîðèçîíòàëüíàÿ îñü ñäâèíóòà (â ÷àñòíîñòè, íà÷àëî êîîðäèíàò íå

ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ÷àñòîòå).

ω
ÞÁÓÔÏÔÁ

Ó
Ð

Å
Ë

Ô
Ò

ν

Ðèñ. 7.13. Ýâîëþöèÿ ñïåêòðà ïðè ïîòåðå ñèíõðîíèçàöèè ïðè áîëüøîé
àìïëèòóäå ñèëû ïðè èçìåíåíèè ðàññòðîéêè. Ïðè ïåðåõîäå âîçíèêàåò

íîâûé ïèê íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò îñíîâíîãî íà ÷àñòîòå !; ñ óâå-

ëè÷åíèåì ðàññòðîéêè åãî âûñîòà ðàñòåò, à âûñîòà ïèêà íà ÷àñòîòå !

óìåíüøàåòñÿ. Îñè ïðîâåäåíû òàê æå, êàê íà ðèñ. 7.12.
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óïðàæíåíèåì, ñð. ñ (7.16); ïîëó÷àþùååñÿ óðàâíåíèå äëÿ ôàçû èìååò

âèä

_� = � � � �� e(cos�+ � sin�)�

= � � � �� e

p
1 + �2 cos(�� �0); (7.47)

ãäå tan�0 = �. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè

��� e

p
1 + �2 < � < ��+ e

p
1 + �2:

Ìû âèäèì, ÷òî ñèíõðîíèçàöèÿ ïðîèñõîäèò âáëèçè ñîáñòâåííîé ÷àñòî-

òû ïðåäåëüíîãî öèêëà, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ¾ëèíåéíîé¿ ÷àñòîòû

!0 (ñì. (7.36)). Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ ðàâíà

!0 � ��, à â íîâûõ âðàùàþùèõñÿ êîîðäèíàòàõ, â êîòîðûõ çàïèñàíî

óðàâíåíèå (7.43), îíà ðàâíà ��. Äðóãîé èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè íåèçîõðîííûõ êîëåáàíèÿõ îáëàñòü ñèíõðîíèçà-

öèè áîëüøå, ÷åì äëÿ èçîõðîííûõ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âíåøíÿÿ

ñèëà äâîÿêèì îáðàçîì âîçäåéñòâóåò íà êîëåáàíèÿ. Âî-ïåðâûõ, îíà

äåéñòâóåò íà ôàçó íåïîñðåäñòâåííî, è ýòî âëèÿíèå îïèñûâàåòñÿ �-

íåçàâèñèìûì ÷ëåíîì e cos � â óðàâíåíèè (7.47). Âî-âòîðûõ, ñèëà ìå-

íÿåò àìïëèòóäó, è ýòè èçìåíåíèÿ â ñèëó íåèçîõðîííîñòè ïîðîæäàþò

ñäâèã ôàçû; ýòîò ýôôåêò îïèñûâàåòñÿ ñëàãàåìûì, ïðîïîðöèîíàëü-

íûì e� sin� â óðàâíåíèè (7.47). Ýòè äâà âîçäåéñòâèÿ ïî ðàçíîìó

çàâèñÿò îò �, òàê ÷òî èòîãîâûé ñäâèã ôàçû ñèíõðîíèçîâàííûõ êî-

ëåáàíèé ïî îòíîøåíèþ ê ôàçå âíåøíåé ñèëû çàâèñèò îò ïàðàìåòðà

�.

7.3 Îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè è êîëüöà

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ äëÿ îïèñàíèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà

àâòîêîëåáàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ. Çäåñü ìû

ïðåäñòàâèì îáùèé ïîäõîä, íå îãðàíè÷åííûé ìàëîñòüþ ñèëû èëè ñëà-

áîé íåëèíåéíîñòüþ. Ïîýòîìó îïèñàíèå ñèíõðîíèçàöèè áóäåò îáùèì,

íî êà÷åñòâåííûì: îíî íå ïîçâîëèò, íàïðèìåð, âû÷èñëèòü ãðàíèöû

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè äëÿ äàííûõ óðàâíåíèé.

Ýòîò îáùèé ïîäõîä îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè îòîáðàæåíèÿ êîëü-

öà, êîòîðîå îïèñûâàåò äèíàìèêó ïåðèîäè÷åñêè âîçìóùàåìûõ àâòî-

êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ïîñêîëüêó äèíàìèêà

â îòñóòñòâèå ñèëû èçâåñòíà, ñòðóêòóðà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíà ïðîñòî èç ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè. Â íåêîòîðîé

îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, â ÷àñòíîñòè ïðè ìàëîé ñèëå, îòîáðàæåíèå èìååò
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ïðèòÿãèâàþùóþ èíâàðèàíòíóþ êðèâóþ, òàê ÷òî ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü äèíàìèêó íà ýòîé êðèâîé è ïîëó÷èòü îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå

îêðóæíîñòè. Îáùèå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè ïîäðîáíî

èññëåäîâàëèñü ìàòåìàòèêàìè, ÷òî ïðèâåëî ê êðàñèâîé è ãëóáîêîé òå-

îðèè, èìåþøåé áîëüøîå çíà÷åíèå è äëÿ äðóãèõ ðàçäåëîâ íåëèíåéíîé

äèíàìèêè (òåîðèÿ Êîëìîãîðîâà�Àðíîëüäà�Ìîçåðà, ìåòîä ðåíîðìà-

ëèçàöèîííîé ãðóïïû è ò.ä.). Ïðè áîëüøîé ñèëå èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ

ðàçðóøàåòñÿ, è íóæíî èññëåäîâàòü ïîëíîå îòîáðàæåíèå êîëüöà. Ýòî

ðàçðóøåíèå îáû÷íî ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì õàîñà, íî äåòàëüíîå

ðàññìîòðåíèå òàêèõ ðåæèìîâ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé êíèãè.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè, ñ

àêöåíòîì íà òå, êîòîðûå âàæíû äëÿ ÿâëåíèé ñèíõðîíèçàöèè. Çàòåì

íà îäíîì ïðèìåðå îòîáðàæåíèÿ êîëüöà ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ñâÿçü

ìåæäó ïîòåðåé ñèíõðîíèçàöèè è âîçíèêíîâåíèåì õàîñà ïðè áîëüøîé

âíåøíåé ñèëå.

7.3.1 Îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè: âûâîä è ïðèìåðû

Â ðàçäåëå 7.1 ìû ïîêàçàëè, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé îáùåãî âèäà (7.5) â îêðåñòíîñòè

ïðåäåëüíîãî öèêëà ìîãóò áûòü ñâåäåíû ïðè ìàëîé àìïëèòóäå ñèëû

" ê ôàçîâîìó óðàâíåíèþ (7.15)

d�

dt
= !0 + "Q(�; t): (7.48)

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî èññëåäîâàíèÿ, çäåñü ìû áóäåì èçó÷àòü

ýòî óðàâíåíèå áåç êàêèõ-ëèáî äàëüíåéøèõ óïðîùåíèé. Áîëåå òîãî,

ìû íå áóäåì ñ÷èòàòü ïàðàìåòð " ìàëûì, à áóäåì ðàññìàòðèâàòü

(7.48) â áîëåå îáùåì êîíòåêñòå. Îáîñíîâàíèå ýòîìó áóäåò äàíî â

ðàçäåëå 7.3.3.

Ïðàâàÿ ÷àñòü (7.48) åñòü 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ôàçû � è

T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè t. Ïîýòîìó ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (7.48) åñòü äâóìåðíûé òîð 0 � � < 2�,

0 � t < T . Ýòó äâóìåðíóþ ñèñòåìó ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ìîæíî

ñâåñòè ê îäíîìåðíîìó îòîáðàæåíèþ. Òàêîå ñâåäåíèå îñîáåííî ïðî-

ñòî äëÿ ñèñòåì ñ ÿâíîé ïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè:

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîáîñêîïè÷åñêîå îòîáðàæåíèå çà âðåìåííîé

èíòåðâàë T . Ôèêñèðóÿ ôàçó âíåøíåé ñèëû âûáîðîì t = t0, ìîæíî

îïðåäåëèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè �(t0)

è �(t0 + T ). Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ãëàäêîå èíâåðòèðóåìîå

îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè:
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�
n+1 = �

n
+ !0T + "F (�

n
): (7.49)

Çäåñü óìåñòíî ñäåëàòü íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.

(i) Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì îêðóæíîñòè, ïîñêîëüêó

îíî îïðåäåëåíî íà îêðóæíîñòè 0 � � < 2�. Ôîðìàëüíî ñëåäó-

åò ïðèìåíÿòü ê ïðàâîé ÷àñòè îïåðàöèþ âçÿòèÿ ïî ìîäóëþ 2�,

êîòîðóþ ìû äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè îïóñòèì.

(ii) Îòîáðàæåíèå çàâèñèò îò ìîìåíòà âðåìåíè t0 (ò.å. îò ôàçû âíåø-

íåé ñèëû, âûáðàííîé äëÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêîãî íàáëþäåíèÿ ïðî-

öåññà). Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî íå âàæíî: âñå îòîáðàæåíèÿ ïðè

ðàçíûõ t0 ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó îíè ãëàäêî ïðåîáðàçóþòñÿ

äðóã â äðóãà, �(t0)! �(t00), ðåøåíèÿìè (7.48).

(iii) Åñëè " = 0, òî ïîëó÷àåòñÿ ïîâîðîò îêðóæíîñòè. Îí îïèñûâàåò

ñòðîáîñêîïè÷åñêîå íàáëþäåíèå äâèæåíèÿ íà ïðåäåëüíîì

öèêëå. Äèíàìèêà ñäâèãà îêðóæíîñòè, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà

!0T , òðèâèàëüíà. Åñëè îòíîøåíèå T=T0 ðàöèîíàëüíî, ò.å.

!0T = 2�p=q, òî êàæäàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè ïåðèîäè÷íà

ñ ïåðèîäîì q. Åñëè îòíîøåíèå T=T0 èððàöèîíàëüíî, òî

ïîëó÷àåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîå âðàùåíèå íà îêðóæíîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî òàêîå óñëîæíåííîå îïèñàíèå ñâîáîäíûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî

ñèñòåìà íàáëþäàåòñÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêè ñ ïåðèîäîì T , êîòîðûé,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñâÿçàí ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé T0. Ïîýòîìó

ñòðîáîñêîïè÷åñêèé ïîäõîä õîðîø äëÿ ðàçëè÷åíèÿ íåñèíõðîí-

íûõ (êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ) è ñèíõðîííûõ (ïåðèîäè÷åñêèõ

ñ ïåðèîäîì ñèëû è â ðàöèîíàëüíîì ñîîòíîøåíèè ñ ýòèì

ïåðèîäîì) äâèæåíèé.

(iv) Âûáðàííàÿ ôîðìà çàïèñè îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè (7.49) íå

ñàìàÿ îáùàÿ. Èç (7.48) ñëåäóåò òîëüêî, ÷òî îòîáðàæåíèå �
n+1 =

�(�
n
) åñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ óñëîâèþ �(� + 2�) = �(�) + 2�. Â (7.49) ìû ðàçäåëèëè

ñäâèã è íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ôèçè÷åñêèé

ñìûñë ïàðàìåòðîâ !0T è ": îíè ñîîòâåòñòâóþò ÷àñòîòå è àìïëè-

òóäå âíåøíåé ñèëû. Ïîäîáíîå ðàçäåëåíèå ñïðàâåäëèâî, ñòðîãî

ãîâîðÿ, òîëüêî ïðè ìàëûõ ", â ïðîòèâíîì ñëó÷àå è ñäâèã è

íåëèíåéíûé ÷ëåí çàâèñÿò è îò àìïëèòóäû, è îò ÷àñòîòû ñèëû.

Òî÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî â êàæäîé êîíêðåò-

íîé çàäà÷å.
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Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê îáñóæäåíèþ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ îêðóæ-

íîñòè, ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð, â êîòîðîì îíî ìîæåò áûòü âûïè-

ñàíî ÿâíî. Êðîìå òîãî, ýòîò ïðèìåð ïðîèëëþñòðèðóåò âòîðóþ âîç-

ìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè: íå ôàçà êîëåáàíèé

íàáëþäàåòñÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêè, à ôàçà âíåøíåé ñèëû áåðåòñÿ ïðè

îïðåäåëåííîé ôàçå êîëåáàíèé (äëÿ èñõîäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

ýòî îòâå÷àåò äðóãîìó ñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íà

òîðå).

Ïðèìåð: ðåëàêñàöèîííûé îñöèëëÿòîð ¾íàêîïëåíèå � ñáðîñ¿

Ïîïóëÿðíîé ìîäåëüþ ðåëàêñàöèîííûõ àâòîêîëåáàíèé ñëóæèò ñèñòå-

ìà òèïà íàêîïëåíèå � ñáðîñ. Îíà îïèñûâàåòñÿ ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé

x(t), äèíàìèêà êîòîðîé ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò:

(i) íàêîïëåíèå: x ðàñòåò âî âðåìåíè ëèíåéíî x = (t� t
n
)=T0, ãäå tn

âðåìÿ ïðåäûäóùåãî ñáðîñà;

(ii) ñáðîñ: êîãäà x äîñòèãàåò ïîðîãà xup = 1, çíà÷åíèå x ìãíîâåííî

óìåíüøàåòñÿ äî xdown = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ìû èñïîëüçóåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå, è ïåðèîä

êîëåáàíèé ðàâåí T0. Ýòó ìîäåëü ëåãêî îáîáùèòü è íà ñëó÷àé íåëè-

íåéíîãî ðîñòà x (ñì., íàïðèìåð, [Mirollo and Strogatz 1990b]).

Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ýòîé ñèñòåìû ìû íå ïèøåì óðàâ-

íåíèÿ äâèæåíèÿ òèïà (7.5). Äåéñòâèòåëüíî, òàêèå óðàâíåíèÿ äîëæíû

áûòü, ïî êðàéíåé ìåðå, äâóìåðíûìè, îïèñûâàþùèìè êàê ìåäëåííîå

äâèæåíèå (íàêîïëåíèå), òàê è áûñòðîå (ñáðîñ). Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî

ìîæíî ñäåëàòü ñ óðàâíåíèÿìè (7.5) ñ áîëüøèì ïàðàìåòðîì, ðàâ-

íûì îòíîøåíèþ äâóõ âðåìåíí�ûõ ìàñøòàáîâ. Óïðîùåííîå îïèñàíèå,

ïðèâåäåííîå âûøå, ñïðàâåäëèâî, ñòðîãî ãîâîðÿ, åñëè ýòîò ïàðàìåòð

ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, è äâèæåíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñî-

ñðåäîòà÷èâàåòñÿ íà ìåäëåííîì ìíîãîîáðàçèè (ïëþñ ñêà÷êè). Òàêîé

êâàçèîäíîìåðíûé õàðàêòåð äèíàìèêè ïîçâîëÿåò ñâåñòè åå ê îäíîìåð-

íîìó îòîáðàæåíèþ îêðóæíîñòè áåç êàêèõ-ëèáî ïðèáëèæåíèé.

Âîçäåéñòâîâàòü íà ðåëàêñàöèîííûå êîëåáàíèÿ ìîæíî ïî-ðàçíîìó,

ñì ðèñ. 7.14.

(i) Èçìåíåíèå íèæíåãî ïîðîãà. Çíà÷åíèå xdown åñòü ïåðèî-

äè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, íàïðèìåð, xdown = " sin!t, ñì.

ðèñ. 7.14b. Îáîçíà÷èì âðåìÿ n-ãî ñáðîñà ÷åðåç t
n
. Òîãäà ìî-

ìåíò ñëåäóþùåãî ñáðîñà âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî t
n+1 = t

n
+ T0 �

"T0 sin!tn. Ââîäÿ ôàçó âíåøíåé ñèëû �
(e) = !t, ïîëó÷àåì îòî-

áðàæåíèå îêðóæíîñòè 0 � �
(e)
< 2�:
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�
(e)
n+1 = �

(e)
n

+ !T0 � "!T0 sin�
(e)
n
: (7.50)

(ii) Èçìåíåíèå âåðõíåãî ïîðîãà. Åñëè çíà÷åíèå xup ìåíÿåòñÿ ïî

çàêîíó xup = 1+" sin!t (ñì. ðèñ. 7.14c), òî âðåìåíà n-ãî è (n+1)-

ãî ñáðîñà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì t
n+1 = t

n
+ T0 + "T0 sin!tn+1.

Ê ñîæàëåíèþ, ýòî ñîîòíîøåíèå íåÿâíî ïî îòíîøåíèþ ê t
n+1.

Ïðè ìàëûõ " ìû ìîæåì ïðèáëèçèòåëüíî ðàçðåøèòü åãî, t
n+1 =

t
n
+T0+ "T0 sin!(tn+T0), ÷òî äàåò (7.50). Îäíàêî ïðè áîëüøèõ

" ñîîòíîøåíèå ìåæäó t
n+1 è tn ñòàíîâèòñÿ ðàçðûâíûì.

(iii) Èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå. Åñëè îñöèëëÿòîð òèïà íàêîïëåíèå

� ñáðîñ íàõîäèòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì äðóãîãî ïîäîáíîãî îñöèë-

ëÿòîðà, òî ñèëà èìååò âèä ïåðèîäè÷åñêîé (ñ ïåðèîäîì T ) ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ. Ïóñòü àìïëèòóäà êàæäîãî èìïóëüñà

ðàâíà ", òîãäà ñîñòîÿíèå ïîñëå èìïóëüñà åñòü x + ". Çäåñü âîç-

ìîæíû äâà ñëó÷àÿ: åñëè x + " < xup, òî íàêîïëåíèå ïðîäîëæà-

åòñÿ; åñëè x+ " > xup, òî ïðîèñõîäèò ñáðîñ è ïåðåìåííàÿ x ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèå xdown, ñì. ðèñ. 7.14d. Îáîçíà÷èì èíòåðâàë âðå-

ìåíè ìåæäó âíåøíèì èìïóëüñîì è ñëåäóþùèì ñáðîñîì ÷åðåç

�
n
. Òîãäà äëÿ �

n+1 ïîëó÷èì ðàçðûâíîå íå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè

�
n+1 =

8>><
>>:

0 ïðè 1�
�
T � �

n

T0

�
< ";

T0(1� ")� T + �
n

ïðè 1�
�
T � �

n

T0

�
� ";

ãäå f�g îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà.

down

(d)(c)

(b)xup

xdown

xup

xdown

xup

x

xup

xdown

(a)

Ðèñ. 7.14. Ðàçëè÷íûå ñïîñîáû âîçäåéñòâèÿ íà ðåëàêñàöèîííûå êîëå-

áàíèÿ. (a) Êîëåáàíèÿ â àâòîíîìíîì îñöèëëÿòîðå ïåðèîäè÷åñêèå. (b)

Èçìåíåíèå íèæíåãî ïîðîãà. (c) Èçìåíåíèå âåðõíåãî ïîðîãà. (d) Âîç-

äåéñòâèå ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èìïóëüñîâ.
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Ìû âèäèì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ôîðìû âîçäåéñòâèÿ âîçìîæíû

ðàçíûå òèïû îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè. Íàèáîëåå ÷àñòî ðàññìàòðè-

âàåòñÿ ãëàäêîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè òèïà (7.50), íèæå ìû â

îñíîâíîì áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ ýòèì ñëó÷àåì.

7.3.2 Ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè

Îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ìîäåëåé íåëè-

íåéíîé äèíàìèêè, îíî îïèñûâàåòñÿ â áîëüøèíñòâå êíèã ïî íåëèíåé-

íûì ÿâëåíèÿì, âêëþ÷àÿ ìàòåìàòè÷åñêèå [Êàòîê è Õàññåëüáëàò 1999]

è ôèçè÷åñêèå [Ott 1992; Argyris et al. 1994; Øóñòåð 1988; Êóçíåöîâ

2001]. Çäåñü ìû êîñíåìñÿ íåêîòîðûõ àñïåêòîâ òåîðèè, àêöåíòèðóÿ

âíèìàíèå íà ñâîéñòâàõ, èìåþùèõ îòíîøåíèå ê ïðîáëåìå ñèíõðîíè-

çàöèè. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðèìåðà äëÿ èëëþñòðàöèè ýòèõ ñâîéñòâ

ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îòîáðàæåíèå ñ ñèíóñîèäàëüíîé íåëèíåéíî-

ñòüþ

�
n+1 = �

n
+ � + " sin�

n
: (7.51)

Ýòî îòîáðàæåíèå çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ, ôèçè÷åñêèé ñìûñë

êîòîðûõ âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç (7.49). Ïàðàìåòð � = !0T =

2�T=T0 ïðîïîðöèîíàëåí îòíîøåíèþ ïåðèîäîâ ñèëû è àâòîêîëåáàíèé.

Îí ìåíÿåòñÿ ñ ÷àñòîòîé ñèëû. Ïàðàìåòð " ïðîïîðöèîíàëåí àìïëèòó-

äå âíåøíåé ñèëû. Ïðè " = 0 ïðîèñõîäèò ëèíåéíîå âðàùåíèå (ïîâîðîò

îêðóæíîñòè), è " îïðåäåëÿåò óðîâåíü íåëèíåéíîñòè10 â îòîáðàæåíèè

(7.51). Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå äèíàìèêè (7.51) íà ïëîñêîñòè

ïàðàìåòðîâ (�; "); ìû ñäåëàåì ýòî â ôîðìå ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

1. Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ôàçó ïî ìîäóëþ 2�, ò.å. íà îêðóæ-

íîñòè 0 � � < 2�, îíà íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ê ïàðàìåòðó � äîáàâèòü

�2�. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèàãðàììà ðåæèìîâ ïåðèîäè÷íà ïî � ñ
ïåðèîäîì 2�. Ïîýòîìó â ëèòåðàòóðå îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ

èíòåðâàë çíà÷åíèé 0 � � < 2�. Äëÿ íàøèõ æå öåëåé áîëåå

âàæåí ñëó÷àé ðåçîíàíñà � � 2� (÷òî îçíà÷àåò T � T0). Îòìåòèì

òàêæå, ÷òî 2�(� � 1) = 2�(T � T0)=T0 ýêâèâàëåíòíî ïàðàìåòðó

�, õàðàêòåðèçóþùåìó ðàññòðîéêó (ñì. âûøå (7.23)).

2. Îòîáðàæåíèå (7.51) îáðàòèìî ïðè j"j � 1 è íåîáðàòèìî ïðè

j"j > 1. (Â îáùåì ñëó÷àå (7.49) îáðàòèìîñòü íàðóøàåòñÿ, åñëè

10 Ñòðîãî ãîâîðÿ, èñõîäíûå àâòîêîëåáàíèÿ íåëèíåéíû è ïðè " = 0, íî â

êîíòåêñòå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè óäîáíî ñ÷èòàòü àâòîíîìíûé ñëó÷àé

ëèíåéíûì. Ýòî åñòü ñëåäñòâèå ëèíåéíîñòè ôàçîâîãî óðàâíåíèÿ (7.3).
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"F
0(�) = �1 ïðè íåêîòîðîì �.) Ëèíèÿ " = 1 íàçûâàåòñÿ êðè-

òè÷åñêîé: âûøå íåå âîçìîæåí õàîñ. Â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé

ëèíèè îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè óæå íå îïèñûâàåò íàñòîÿùóþ

äèíàìèêó èñõîäíîé ñèñòåìû (7.5), çäåñü íóæíî ðàññìàòðèâàòü

ïîëíîå M -ìåðíîå îòîáðàæåíèå êîëüöà. Ìû îáñóäèì ãðàíèöû

ïðèìåíèìîñòè îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè â ðàçäåëå 7.3.4. Çäåñü

æå ìû áóäåì ïîëàãàòü " < 1.

3. Ïðè " = 0 äèíàìèêà (7.51) ñâîäèòñÿ ê òðèâèàëüíîìó ïîâîðîòó

îêðóæíîñòè, îí ïåðèîäè÷åñêèé èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêèé â çàâè-

ñèìîñòè îò òîãî, ðàöèîíàëåí èëè èððàöèîíàëåí ïàðàìåòð �=2�.

Ïðè " > 0 äèíàìèêó ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü îäíèì ïàðàìåòðîì,

íàçûâàåìûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ. Ïðè çàäàííîé íà÷àëüíîé òî÷êå

�0 ÷èñëî âðàùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñðåäíèé ïîâîðîò ôàçû çà

îäíó èòåðàöèþ:

�(�0) = lim
n!1

�
n
� �0

2�n
: (7.52)

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [Êàòîê è Õàññåëüáëàò 1999]), ÷òî ÷èñëî

âðàùåíèÿ íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé òî÷êè �0 è îäíî è òî æå äëÿ

èòåðàöèé âïåðåä (n ! 1) è íàçàä (n ! �1) âî âðåìåíè. Ýòî

ñëåäóåò ïðîñòî èç ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ: èòåðàöèè ðàçíûõ

òî÷åê íå ìîãóò îòëè÷àòüñÿ áîëåå, ÷åì íà 2�, òàê ÷òî � íå çàâèñèò

îò �0. Ïîýòîìó � çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ îòîáðàæåíèÿ

îêðóæíîñòè. ßñíî, ÷òî ïðè " = 0 ÷èñëî âðàùåíèÿ åñòü � = �=2�.

Âîçìîæíû òîëüêî äâà òèïà äâèæåíèé: ñ ðàöèîíàëüíûì è èð-

ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ. Ïðåæäå ÷åì óãëóáëÿòüñÿ â

äåòàëè, îáñóäèì èíòåðïðåòàöèþ ÷èñëà âðàùåíèÿ â òåðìèíàõ

êîëåáàíèé èñõîäíîé ñèñòåìû (7.5). Ïîñêîëüêó n èçìåðÿåò âðåìÿ

â åäèíèöàõ âíåøíåãî ïåðèîäà T , ÷èñëî âðàùåíèÿ ìîæíî ïåðå-

ïèñàòü êàê

� = lim
t!1

T (�(t)� �(0))

2�t
=




!
; (7.53)

ãäå ìû ââåëè íàáëþäàåìóþ ÷àñòîòó 
 êàê ñðåäíþþ ñêîðîñòü

âðàùåíèÿ ôàçû


 = lim
t!1

�(t)� �(0)

t
:

Ñîîòíîøåíèå (7.53) ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî âðàùåíèÿ åñòü îòíî-

øåíèå íàáëþäàåìîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé ê ÷àñòîòå âíåøíåé ñè-

ëû. (Îòìåòèì, ÷òî, åñëè îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè çàïèñàíî äëÿ
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ôàçû âíåøíåé ñèëû, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ðåëàêñàöèîííîãî

îñöèëëÿòîðà, òî îòíîøåíèå äîëæíî áûòü îáðàùåíî.)

4. Èððàöèîíàëüíîìó ÷èñëó âðàùåíèÿ îòâå÷àåò êâàçèïåðèîäè÷å-

ñêàÿ äèíàìèêà ôàçû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Äàíæóà

[Denjoy 1932; Êàòîê è Õàññåëüáëàò 1999], ïðè èððàöèîíàëüíîì

÷èñëå âðàùåíèÿ � íåëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè (7.51)

ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé çàìåíû ïåðåìåííîé � = g(�) (ñ

î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì g(� + 2�) = 2� + g(�)) ïðèâåñòè ê ñäâèãó

îêðóæíîñòè

�
n+1 = �

n
+ 2��: (7.54)

Ðåøåíèå (7.54) òðèâèàëüíî, òàê ÷òî òðàåêòîðèÿ èñõîäíîãî îòî-

áðàæåíèÿ îêðóæíîñòè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

�
n
= g(�0 + n2��): (7.55)

Ïðîèçâîëüíàÿ 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò � (íàïðèìåð, ëþ-

áàÿ èç ïåðåìåííûõ x
k
èñõîäíîé ñèñòåìû) åñòü êâàçèïåðèîäè÷å-

ñêàÿ ôóíêöèÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè n.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7.53) èððàöèîíàëüíîå çíà÷åíèå � îçíà÷àåò,

÷òî íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà è ÷àñòîòà ñèëû íåñîèçìåðèìû, îíè è

ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè ÷àñòîòàìè êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.

5. Åñëè îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòî-

ðèþ, òî ÷èñëî âðàùåíèÿ ðàöèîíàëüíî. Â ñàìîì äåëå, íà ñà-

ìîé ýòîé òðàåêòîðèè ÷èñëî âðàùåíèÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì ðà-

öèîíàëüíî è íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïðè ëèíåéíîì

âðàùåíèè, " = 0, ïåðèîäè÷íû âñå òî÷êè íà îêðóæíîñòè, íî â

íåëèíåéíîì ñëó÷àå, " 6= 0, ýòî âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ. Â îáùåì

ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè íåëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ èçîëèðî-

âàíû. Åñëè ïåðèîä òàêîé òî÷êè ðàâåí q, è çà q èòåðàöèé ôàçà �

äåëàåò p îáîðîòîâ (òàê ÷òî �
n+q = �

n
+2�p), òî ÷èñëî âðàùåíèÿ

åñòü � = p=q.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè, íà÷èíàÿ ñ åäèíè÷íîãî

ïåðèîäà, ò.å. ñ íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Îíè ñîîòâåòñòâóþò îñíîâíî-

ìó ðåçîíàíñó T � T0, ïîýòîìó ïîëîæèì � = 1 è áóäåì èñêàòü

òðàåêòîðèþ ñ q = p = 1. Òàêàÿ òðàåêòîðèÿ äîëæíà óäîâëåòâî-

ðÿòü ñîîòíîøåíèþ

�+ 2� = �+ !0T + "F (�);

îíà åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
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!0T � 2� + "F (�) = 0:

Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè

�"Fmin � !0T � 2� � "Fmax; (7.56)

â ýòîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ åñòü, êàê ìèíèìóì, äâà ðåøåíèÿ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îäíî èç íèõ óñòîé÷èâî (ñ d�
n+1=d�n < 1),

à äðóãîå íåóñòîé÷èâî (ñ d�
n+1=d�n > 1). Äëÿ îáùåé ôóíêöèè F ,

èìåþùåé áîëåå îäíîãî ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà, ÷èñëî ðåøåíèé ñ

îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì ìîæåò áûòü áîëåå äâóõ, íî îíè âñåãäà

ïîÿâëÿþòñÿ ïàðàìè: óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå. Ïîä÷åðêíåì,

÷òî ñîîòíîøåíèå (7.56) çàäàåò îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè ñ ÷èñëîì

âðàùåíèÿ 1 íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (�; ") (ñð. ñ ðèñ. 7.4a è

7.15).

6. Ñâîéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñ áîëüøèìè ïåðèîäàìè êà-

÷åñòâåííî òàêèå æå, êàê ó íåïîäâèæíîé òî÷êè. Äåéñòâèòåëüíî,

èòåðèðóÿ (7.49) q ðàç, ïîëó÷àåì ñíîâà îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè

òèïà (7.49), ñ íåêîòîðîé áîëåå ñëîæíîé çàâèñèìîñòüþ îò ïàðà-

ìåòðîâ �; ". Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ýòîãî èòåðèðîâàííîãî îòîáðà-

æåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ

�
q
= �0 + 2�p; (7.57)

ïðèíàäëåæèò ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè îòîáðàæåíèÿ (7.49) ñ

÷èñëîì âðàùåíèÿ � = p=q.

Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþùóþ ÷èñëó âðàùåíèÿ p=q,

íåòðóäíî íàéòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ". Ïîäñòàâëÿÿ !0T =

2�p=q + "� â (7.49) è ñîõðàíÿÿ (ïðè èòåðàöèÿõ îòîáðàæåíèÿ)

òîëüêî ÷ëåíû ïîðÿäêà O("), ïîëó÷èì

�
n+q = �

n
+ "q�+ 2�pq � " ~F (�

n
) (7.58)

ñ íåëèíåéíîé ôóíêöèåé

~F (�
n
) =

F (�
n
) + F (�

n
+ 2� p

q

) + � � �+ F (�
n
+ (q � 1)2� p

q

)

q
: (7.59)

Åñëè ïðåäñòàâèòü F (�) â âèäå ðÿäà Ôóðüå

F (�) =

1X
k=�1

a
k
e
ik�

;

òî ôóíêöèÿ ~F âûðàæàåòñÿ â âèäå
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~F (�) =

1X
l=�1

a
lq
e
ilq�

; (7.60)

ò.å. îíà ñîñòîèò òîëüêî èç ãàðìîíèê 0, �q, �2q, . . . èñõîäíîé 2�-

ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè F . Èñïîëüçóÿ (7.58) è (7.57), ïîëó÷èì

îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè (ñð. ñ (7.56))

�" ~Fmin < !0T � 2�
p

q
< " ~Fmax: (7.61)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ~F ïîëó÷àåòñÿ èç F ýôôåêòèâíûì óñðåä-

íåíèåì (7.59), åå àìïëèòóäà óìåíüøàåòñÿ ñ q, è ïîýòîìó ïðè

áîëüøèõ q îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ìàëû. Áîëåå òîãî, êàê ìîæíî

âèäåòü èç (7.60), åñëè èñõîäíàÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ F íå ñîäåð-

æèò ãàðìîíèê �lq, òî îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè ñ ÷èñëîì âðàùå-

íèÿ p=q â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî " èñ÷åçàåò. Èìåííî ýòî èìååò

ìåñòî äëÿ ñèíóñ-îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè (7.51). Â ýòîé ñèòó-

àöèè íóæíî ó÷èòûâàòü ÷ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ, ÷òî ïðèâîäèò

ê ñëåäóþùåé îöåíêå øèðèíû îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè [Àðíîëüä

1983]

�� � "
q

: (7.62)

7. Ïîñêîëüêó â îòîáðàæåíèè îêðóæíîñòè âîçìîæíû òîëüêî äâà ðå-

æèìà � ïåðèîäè÷åñêèé è êâàçèïåðèîäè÷åñêèé, ìîæíî ïîñòðîèòü

äèàãðàììó ðåæèìîâ, êàê íà ðèñ. 7.15. Âñå îáëàñòè ñèíõðîíè-

çàöèè èìåþò âèä âåðòèêàëüíûõ ÿçûêîâ [Àðíîëüä 1961], íàçû-

âàåìûõ ÿçûêàìè Àðíîëüäà. Îñòðèå ÿçûêà ñ ÷èñëîì âðàùåíèÿ

η/2π

ε

1/2 3/5 2/3 3/4 1/1 5/4 4/3 7/5 3/2

Ðèñ. 7.15. Îñíîâíûå ÿçûêè Àðíîëüäà â ñèíóñ-îòîáðàæåíèè îêðóæíî-
ñòè (7.51). Îñòðèÿ ÿçûêîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ êàñà-

þòñÿ îñè " = 0 â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ �=2�. Îòìåòèì ñèììåòðèþ

� ! 2� � �.
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� = p=q ïîäõîäèò ê òî÷êå " = 0; � = 2�p=q. Âñå ïðîñòðàí-

ñòâî íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ìåæäó ÿçûêàìè ñîîòâåòñòâóåò

êâàçèïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèÿì ñ èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè

âðàùåíèÿ.

ßçûêè Àðíîëüäà îáðàçóþò âåðòèêàëüíûå ïîëîñû íà ïëîñêîñòè

ïàðàìåòðîâ, òàê ÷òî ïîðÿäîê ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà ëèíèè

" = 0 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñþ îáëàñòü 0 < " < 1. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ïðè êàæäîì " èìååòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èíòåðâàëîâ ñèíõðîíèçàöèè ñî âñåìè âîçìîæíûìè ðàöèîíàëü-

íûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ýòè èíòåðâàëû âñþäó

ïëîòíû: ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ðåæèìàìè

ñ ðàçëè÷íûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ åñòü îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè.

Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû

íåóñòîé÷èâû, à ñèíõðîííûå óñòîé÷èâû: ïðè ôèêñèðîâàííîì " è

èçìåíåíèè � ñèíõðîííûå ðåæèìû íàáëþäàþòñÿ íà èíòåðâàëàõ

�, à êâàçèïåðèîäè÷åñêèå � â îòäåëüíûõ òî÷êàõ. Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî êâàçèïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ìîæíî ðàçðóøèòü ñêîëü

óãîäíî ìàëûì âîçìóùåíèåì. Îäíàêî ñ âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðå-

íèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû ïðåîáëàäàþò,11 ïîñêîëüêó, êàê

áûëî äîêàçàíî Àðíîëüäîì [1961], ïðè ìàëûõ " ìåðà Ëåáåãà âñåõ

èíòåðâàëîâ ñèíõðîíèçàöèè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè " ! 0; ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî âîçìóùåíèÿ, ðàçðóøàþùèå êâàçèïåðèîäè÷íîñòü,

äîâîëüíî ìàëîâåðîÿòíû.

8. Ïðè ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäå " ÷èñëî âðàùåíèÿ � êàê ôóíê-

öèÿ ïàðàìåòðà � ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ â êàæäîé

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, ò.å. ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå

ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà ïëîòíîì ìíîæåñòâå ïîäèíòåðâàëîâ.

Ýòà ôóíêöèÿ òàêæå ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà [Êàòîê è Õàñ-

ñåëüáëàò 1999], îíà íàçûâàåòñÿ ÷åðòîâîé ëåñòíèöåé (ðèñ. 7.16).

Ìåðà âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ïîäèíòåðâàëîâ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

" ! 0, íî îíà ðàâíà ïîëíîé ìåðå íà êðèòè÷åñêîé ëèíèè " = 1.

×åðòîâà ëåñòíèöà ñ ïîëîæèòåëüíîé ìåðîé òî÷åê ìåæäó èíòåð-

âàëàìè ïîñòîÿíñòâà íàçûâàåòñÿ íåïîëíîé, à ñëó÷àé, êîãäà ìåðà

âñåõ èíòåðâàëîâ ïîñòîÿíñòâà ïîëíà (ò.å. ðàâíà ìåðå Ëåáåãà), íà-

çûâàþò ïîëíîé ÷åðòîâîé ëåñòíèöåé. Ìíîæåñòâî êàíòîðîâñêîãî

òèïà âñåõ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âðàùåíèÿ ìîæíî îõàðàêòåðè-

çîâàòü åãî ôðàêòàëüíûìè ðàçìåðíîñòÿìè, ñì. äåòàëè â ðàáîòå

[Jensen et al. 1983].

11 Òî÷íî òàê æå, êàê èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà ïðåîáëàäàþò ñðåäè äåéñòâè-

òåëüíûõ.
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9. Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè è âûõîä èç íåå îñóùåñòâëÿþòñÿ ÷å-

ðåç áèôóðêàöèþ ñåäëî�óçåë. Ýòî òîò æå ñàìûé ïåðåõîä, ÷òî

ìû îïèñûâàëè â ðàçäåëå 7.1.7, òàê ÷òî ìû íå áóäåì ïîâòîðÿòü

ïîäðîáíîñòè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò (7.35) íåïîñðåäñòâåííî ïðè-

ìåíèì ê çàâèñèìîñòè ÷èñëà âðàùåíèÿ îò ðàññòðîéêè: âáëèçè

ãðàíèöû îáëàñòè îíî ìåíÿåòñÿ ïî êîðíåâîìó çàêîíó

j�� �0j � j� � �cj1=2: (7.63)

Îòìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü (7.63) äàåò òîëüêî ¾îãèáàþùóþ¿ ÷è-

ñëà âðàùåíèÿ, êîòîðîå êàê ôóíêöèÿ � íà ñàìîì äåëå ñîñòîèò èç

áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñòóïåíåê.

10. Âñå îïèñàííûå âûøå ðåçóëüòàòû îòíîñèëèñü ê âçàèìíî-

îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèÿì îêðóæíîñòè. Êàê ìû âèäåëè ïðè

îïèñàíèè ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îòî-

áðàæåíèå îêðóæíîñòè íåîáðàòèìî è ìîæåò èìåòü ïîëêè è ðàç-

ðûâû. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà òàêèõ îòîáðàæåíèé òàêèå æå, êàê

0.6

1.0

1.4

0.6 1.0 1.4

ρ

η/2π
Ðèñ. 7.16. ×åðòîâà ëåñòíèöà: çàâèñèìîñòü ÷èñëà âðàùåíèÿ îò ïàðà-

ìåòðà � äëÿ ñèíóñ-îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè (7.51) ñ " = 1. Îñíîâíûå

ñòóïåíüêè ñîîòâåòñòâóþò ðàöèîíàëüíûì ÷èñëàì 1; 1=2; 2=3; : : : : Íå

âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ïîêàçàíû, ïîýòîìó îáëàñòè âáëèçè êîíöîâ

áîëüøèõ ñòóïåíåê âûãëÿäÿò ïóñòûìè.



Æ

��
��
��
��
��
k272 Ãëàâà 7. Ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèì âíåøíèì âîçäåéñòâèåì

â ãëàäêîì ñëó÷àå. ×èñëî âðàùåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ ìî-

íîòîííûõ îòîáðàæåíèé ñ ðàçðûâàìè, îíî ìîæåò áûòü ëèáî ðà-

öèîíàëüíûì, ëèáî èððàöèîíàëüíûì. Îñíîâíîå îòëè÷èå ñîñòî-

èò â òîì, ÷òî òåïåðü ðåæèìû ñ óñòîé÷èâûìè ïåðèîäè÷åñêèìè

òðàåêòîðèÿìè ìîãóò ïðåîáëàäàòü, íàïðèìåð, â îòîáðàæåíèÿõ ñ

êîíå÷íûìè ãîðèçîíòàëüíûìè ó÷àñòêàìè è áåç ñêà÷êîâ êâàçè-

ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû ìîãóò â ïðèíöèïå ñóùåñòâîâàòü, íî îíè

îáû÷íî çàíèìàþò îáëàñòü íóëåâîé ìåðû â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìå-

òðîâ [Boyd 1985; Veerman 1989]. Çäåñü ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè

ïðîèñõîäèò íå ÷åðåç ãëàäêóþ áèôóðêàöèþ ñåäëî�óçåë, à ìîæåò

áûòü æåñòêèì.

11. Åñëè íà àâòîêîëåáàíèÿ äåéñòâóåò êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà, òî

âìåñòî (7.48) ìîæíî çàïèñàòü

d�

dt
= !0 + "Q(�; !1t; !2t);

ãäå Q(�; �; �) åñòü 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïî êàæäîìó èç àðãó-
ìåíòîâ. Òåïåðü åñòü äâå âíåøíèå ÷àñòîòû !1; !2, êîòîðûå ïðåä-

ïîëàãàþòñÿ íåñîèçìåðèìûìè. Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò äâèæå-

íèå íà òðåõìåðíîì òîðå, è â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

ïîëó÷àåì, âìåñòî (7.51), îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè ñ êâàçèïåðè-

îäè÷åñêîé ñèëîé âèäà

�
n+1 = �

n
+ � + "1 sin�n + "2 sin

�
2�
!2

!1
n+ �

�

(ñì. äåòàëè â ðàáîòàõ [Ding et al. 1989; Glendinning et al. 2000]).

Êàê ñëåäóåò èç òåîðèè [Herman 1983], ÷èñëî âðàùåíèÿ (7.52)

ñóùåñòâóåò è äëÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðîöåññ ñèíõðîíèçîâàí,

åñëè

� =
p2

q2

!2

!1
+
p1

q1
;

è íåñèíõðîíèçîâàí â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â ñèíõðîíèçîâàííîì ðå-

æèìå íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà åñòü ðàöèîíàëüíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ

âíåøíèõ ÷àñòîò; â íåñèíõðîíèçîâàííîì ðåæèìå íàáëþäàåòñÿ

äâèæåíèå ñ òðåìÿ íåñîèçìåðèìûìè ÷àñòîòàìè. Êâàçèïåðèîäè-

÷åñêóþ âíåøíþþ ñèëó ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü â êîíòåêñòå

ñëàáîíåëèíåéíûõ àâòîêîëåáàíèé (ñì. äåòàëè â ðàáîòàõ [Ëàíäà è

Òàðàíêîâà 1976; Ëàíäà 1980, 1996]).

Òåîðèÿ îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèìà ê

îïèñàíèþ ñèíõðîíèçàöèè àâòîêîëåáàíèé âíåøíåé ñèëîé. Ïðåæäå
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âñåãî, îíà äàåò ïîëíóþ êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó äèíàìèêè ïðè ìàëîé

è ñðåäíåé ñèëå. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò (ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðèåé ðàç-

äåëîâ 7.1 è 7.2, ãäå ìû îãðàíè÷èâàëèñü ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì ïî

àìïëèòóäå ñèëû) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò íå òîëüêî îñíîâíàÿ

îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè, ãäå ÷àñòîòà êîëåáàíèé â òî÷íîñòè ðàâíà ÷à-

ñòîòå ñèëû, íî òàêæå è îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè âûñøèõ ïîðÿäêîâ

âèäà




!
=
p

q
;

ãäå íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà íàõîäèòñÿ â ðàöèîíàëüíîì îòíîøåíèè ê

÷àñòîòå âîçäåéñòâèÿ. Ïðàêòè÷åñêè, ïðè áîëüøèõ p è q îáëàñòü çà-

õâàòà ôàçû óìåíüøàåòñÿ, è äàæå â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ óäàåòñÿ

íàáëþäàòü òîëüêî ñèíõðîííûå ñîñòîÿíèÿ ñ ìàëûìè p è q.

7.3.3 Îòîáðàæåíèå êîëüöà

Â íàøåì âûâîäå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè (ðàçäåë 7.3.1) ìû èñïîëü-

çîâàëè ôàçîâîå óðàâíåíèå (7.48), ñïðàâåäëèâîå òîëüêî ïðè ìàëûõ ".

Çäåñü ìû ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè èìååò ñóùåñòâåííî

á�îëüøóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè è ïðàâèëüíî îïèñûâàåò ñèòóàöèþ

ïðè ñðåäíåé è áîëüøîé ñèëå. Òåïåðü ìû íå ìîæåì ïðåíåáðåãàòü

èçìåíåíèÿìè àìïëèòóäû (ò.å. ïåðåìåííûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê ïðå-

äåëüíîìó öèêëó, ñì. ðàçäåë 7.1) â ïîëíîé ñèñòåìå (7.5). Äëÿ ïðîñòîòû

ðàññìîòðåíèÿ (è îñîáåííî ãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ) áóäåì ñ÷è-

òàòü ñèñòåìó äâóìåðíîé, x = (x1; x2). Òîãäà ïðè ñòðîáîñêîïè÷åñêîì

íàáëþäåíèè ñ ïåðèîäîì ñèëû ïîëó÷àåòñÿ äâóìåðíîå îòîáðàæåíèå

x(t)! x(t+ T ):

Âáëèçè ïðåäåëüíîãî öèêëà íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ýòî îòîáðàæåíèå

èìååò ïðîñòîé âèä: ñæàòèå â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè è ïîâîðîò ôà-

çû ñîãëàñíî îòîáðàæåíèþ îêðóæíîñòè. Ñæàòèå ïî àìïëèòóäå îçíà-

÷àåò, ÷òî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîëîñîé âîêðóã ïðåäåëüíîãî öèêëà,

ò.å. ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèå êîëüöà.

Äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè ìîæåò áûòü ïåðèîäè÷åñêîé

èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêîé, ñîîòâåòñòâóþùèå äâà ðåæèìà â îòîáðàæå-

íèè êîëüöà ïîêàçàíû íà ðèñ. 7.17. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ òî÷êè êîëüöà

ïðèòÿãèâàþòñÿ ê çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé, âûäåëåííîé æèð-

íûì íà ðèñ. 7.17. Ïðè íóëåâîé ñèëå � ýòî ñàì ïðåäåëüíûé öèêë,

ïðè ìàëîé ñèëå êðèâàÿ ñëåãêà èñêàæàåòñÿ, íî îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíîé



Æ

��
��
��
��
��
k274 Ãëàâà 7. Ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèì âíåøíèì âîçäåéñòâèåì

(ò.å. îòîáðàæàåòñÿ â ñåáÿ).12 Â êâàçèïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå âðàùåíèå

òî÷êè ïî èíâàðèàíòíîé êðèâîé òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ïîâî-

ðîòó îêðóæíîñòè: âñå òðàåêòîðèè ïëîòíû è äèíàìèêà ýðãîäè÷íà.

Â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå íà èíâàðèàíòíîé êðèâîé åñòü óñòîé÷èâàÿ

è íåóñòîé÷èâàÿ ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè (íà ðèñ. 7.17 ýòî íåïî-

äâèæíûå òî÷êè), è óñòîé÷èâàÿ îðáèòà åñòü îêîí÷àòåëüíûé ìèíè-

ìàëüíûé àòòðàêòîð. Èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ îáðàçóåòñÿ íåóñòîé÷è-

âûìè ìíîãîîáðàçèÿìè (ñåïàðàòðèñàìè) íåóñòîé÷èâîé ïåðèîäè÷åñêîé

îðáèòû. Ñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíîé êðèâîé â ñòðîáîñêîïè÷åñêîì

îòîáðàæåíèè êîëüöà îçíà÷àåò, ÷òî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èñõîäíîé

ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì åñòü äâóìåðíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ïî-

âåðõíîñòü, íàçûâàåìàÿ èíâàðèàíòíûì òîðîì (ïîñêîëüêó äèíàìèêà

ïåðèîäè÷íà ïî îòíîøåíèþ ê ôàçàì ñèñòåìû è âíåøíåé ñèëû).

Ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâîé (â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè) èíâàðè-

àíòíîé êðèâîé åñòü óñëîâèå ñïðàâåäëèâîñòè îòîáðàæåíèÿ îêðóæíî-

ñòè. Äåéñòâèòåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ âàæíà

òîëüêî äèíàìèêà íà ýòîé ïðèòÿãèâàþùåé êðèâîé, è íà íåé êàê ðàç è

ïîëó÷àåòñÿ îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè â ñåáÿ. Ïðè áîëüøîé ñèëå èí-

âàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ðàçðóøàåòñÿ, íî ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê îïèñàíèþ

åå ìåòàìîðôîç, ïðèâåäåì ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ êîëüöà.

12 Îòìåòèì, ÷òî èíâàðèàíòíîñòü íå îçíà÷àåò êâàçèïåðèîäè÷íîñòü äèíàìè-

êè. Â êâàçèïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå íà êðèâîé íåò èíâàðèàíòíûõ ïîäìíî-

æåñòâ, â òî âðåìÿ êàê â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ

ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè íà êðèâîé òàêæå èíâàðèàíòíû.

(b)a)

Ðèñ. 7.17. Ñòðóêòóðà îòîáðàæåíèÿ êîëüöà ïðè êâàçèïåðèîäè÷åñêîì

âðàùåíèè (a) è ïðè ïåðèîäè÷åñêîì ðåæèìå (b). Ñòðåëêè ïîêàçûâà-

þò íàïðàâëåíèå ñæàòèÿ îòîáðàæåíèÿ (ñð. ñ ðèñ. 7.1); óñòîé÷èâàÿ è

íåóñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíûå òî÷êè ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâåííî ñèìâîëàìè

� è Æ.
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Ïðèìåð: àâòîêîëåáàíèÿ ñ èìïóëüñíîé ñèëîé

Îäèí èç ïðîñòûõ ñïîñîáîâ àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷èòü ñòðîáîñêîïè÷å-

ñêîå îòîáðàæåíèå êîëüöà � ýòî ðàññìîòðåòü êóñî÷íî-ðåøàåìóþ ìî-

äåëü. Ìîæíî ïðèáëèçèòü ñèëó êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè,

ðåøèòü óðàâíåíèÿ íà êàæäîì èíòåðâàëå ïîñòîÿíñòâà è ïîòîì ñøèòü

ðåøåíèÿ. Ìû ðàññìîòðèì îäèí îñîáåííî ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà ñèëà

åñòü T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Æ-èìïóëüñîâ:

p(t) =

1X
n=�1

Æ(t� nT ): (7.64)

Ìåæäó èìïóëüñàìè ìû èìååì äåëî ñ àâòîíîìíûìè àâòîêîëåáàíèÿ-

ìè, òàê ÷òî ïîëíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà äâå: ðåøåíèå

àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ìåæäó èìïóëüñàìè è íàõîæäåíèå ýôôåêòà

îò Æ-èìïóëüñà. Îáå çàäà÷è ðåøàåìû, åñëè ñèëà (7.64) äåéñòâóåò íà

ïðîñòîé íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð (7.6). Óðàâíåíèå èìååò âèä

dA

dt
= (1 + i�)� (1 + i�)jAj2A+ i"p(t): (7.65)

Çäåñü ñèëà ââåäåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîä åå âîçäåéñòâèåì ìåíÿ-

åòñÿ ïåðåìåííàÿ Im(A), à ïåðåìåííàÿ Re(A) íå ìåíÿåòñÿ: Im(A+) =

Im(A�)+ "; Re(A+) = Re(A�). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.65) ìåæäó èì-

ïóëüñàìè çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè (7.9) è ýâîëþöèÿ çà âðåìÿ T (íà÷èíàÿ

ñ òî÷êè �0; R0) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

R(T ) =

�
1 +

1�R2
0

R2
0

e
�2T

��1=2
;

�(T ) = �0 + (� � �)T �
�

2
ln(R2

0 + (1�R
2
0)e

�2T ):

(7.66)

Ïðåäñòàâëÿÿ èçìåíåíèå ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò R; � âî âðåìÿ èìïóëüñà

êàê

R+ =
q
R2
� + 2R�" sin�� + "2;

�+ = tan�1
�
tan �� + "

R� cos ��

�
;

(7.67)

ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå îòîáðàæåíèå. Ôîðìóëû (7.66) è (7.67) ìîæíî

åùå óïðîñòèòü, åñëè ñ÷èòàòü ñèëó ìàëîé, " � 1, òàê ÷òî è îòêëîíå-

íèÿ àìïëèòóäû R îò åäèíèöû (àìïëèòóäû ïðåäåëüíîãî öèêëà) òîæå

ìàëû.
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Îáîçíà÷èì ïåðåìåííûå íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä n-ì èìïóëüñîì ÷å-

ðåç R
n
; �

n
. Òîãäà äëÿ ïåðåìåííûõ ïîñëå èìïóëüñà ïîëó÷èì èç (7.67)

R+ � R
n
+ " sin�

n
; �+ � �

n
+ " cos�

n
:

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ðåøåíèå (7.66) ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

êîëüöà (ñð. ñ [Zaslavsky1978])

R
n+1 = 1 + (R

n
� 1 + " sin�

n
)e�2T ;

�
n+1 = �

n
+ (� � �)T + " cos�

n
� �(R

n
� 1 + " sin�

n
)(1 � e

�2T ):

Åñëè ïåðèîä ñèëû âåëèê, T � 1, òî îòîáðàæåíèå êîëüöà â íàïðà-

âëåíèè R � ñèëüíî ñæèìàþùåå. Åñëè ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèÿìè R, òî

ïîëó÷èòñÿ îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè:

�
n+1 = �

n
+ (!0 � �)T + " cos�

n
� �" sin�

n
: (7.68)

Îòìåòèì, ÷òî äâà íåëèíåéíûõ ÷ëåíà â (7.68) äàþò ðàçíûé âêëàä â

ñäâèã ôàçû. ×ëåí " cos�
n
îïèñûâàåò íåïîñðåäñòâåííîå âëèÿíèå ñèëû

íà ôàçó, â òî âðåìÿ êàê ÷ëåí �" sin�
n
îïèñûâàåò àìïëèòóäíûå âîç-

ìóùåíèÿ: ñèëà ìåíÿåò àìïëèòóäó, à èç-çà íåèçîõðîííîñòè êîëåáàíèé

âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûé ñäâèã ôàçû, ïðîïîðöèîíàëüíûé � (ñð. ñ

îáñóæäåíèåì â ðàçäåëå 7.2.3).

7.3.4 Áîëüøàÿ ñèëà è ïåðåõîä ê õàîñó

Êàê ìû âèäåëè, ïðè ìàëîé ñèëå äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ êîëüöà ïðî-

ñòà (ôàêòè÷åñêè, îíà ýêâèâàëåíòíà äèíàìèêå îòîáðàæåíèÿ îêðóæíî-

ñòè): ëèáî êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ ñ èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ,

ëèáî ñèíõðîíèçîâàííàÿ ñ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ. Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ åñòü ïðèòÿãèâàþùàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ. Ïðè èððàöèî-

íàëüíûõ ÷èñëàõ âðàùåíèÿ ýòà êðèâàÿ çàïîëíÿåòñÿ òðàåêòîðèÿìè è

ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé; ïðè ðàöèîíàëüíîì ÷èñëå âðàùåíèÿ íà êðè-

âîé åñòü óñòîé÷èâàÿ (óçåë) è íåóñòîé÷èâàÿ (ñåäëî) ïåðèîäè÷åñêèå

îðáèòû (èëè íåñêîëüêî ïàð óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ îðáèò), è

êðèâàÿ ñîñòîèò èç íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëà. Åñëè ñèëà ìà-

ëà, åäèíñòâåííîé âîçìîæíîñòüþ âûõîäà èç ñèíõðîíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ

áèôóðêàöèÿ ñåäëî�óçåë.

Ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ñèëû âîçìîæíû è äðóãèå ñöåíàðèè âû-

õîäà èç ñèíõðîíèçàöèè, â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ îíè ïðèâîäÿò ê õàîòè÷å-

ñêèì ðåæèìàì. Ýòè ïåðåõîäû îïèñàíû â ðàáîòàõ [Aronson et al. 1982;

Àôðàéìîâè÷ è Øèëüíèêîâ 1983], è ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê ýòèì

ñòàòüÿì çà ïîäðîáíîñòÿìè. Ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâíûõ ñöåíàðèÿ

ïåðåõîäà ê õàîñó.
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Ñöåíàðèé I
Â ïåðâîì ñöåíàðèè ïåðåõîä ê õàîñó ïðîèñõîäèò ÷åðåç óäâîåíèÿ ïå-

ðèîäà óñòîé÷èâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû (ðèñ. 7.18). Çäåñü ñòðàííûé

àòòðàêòîð âîçíèêàåò íåïðåðûâíûì îáðàçîì èç óñòîé÷èâîãî óçëà è îí

îñòàåòñÿ îòäåëåííûì îò ñåäëà. Äâèæåíèå ñòàíîâèòñÿ õàîòè÷åñêèì, íî

÷èñëî âðàùåíèÿ õîðîøî îïðåäåëåíî è îñòàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, òàê

÷òî âîçíèêàþùèé ðåæèì ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü êàê ñèíõðîííûé,

íî ñ õàîòè÷åñêîé ìîäóëÿöèåé. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñöåíàðèè èíâàðè-

àíòíàÿ êðèâàÿ ñòàíîâèòñÿ íåãëàäêîé ïåðåä ïåðâûì óäâîåíèåì ïåðèî-

äà è íå ñóùåñòâóåò êàê ãëàäêàÿ êðèâàÿ ïðè ñëåäóþùèõ áèôóðêàöèÿõ.

Ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè óäâîåíèè ïåðèîäà ìóëüòèïëèêàòîð

ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû äîëæåí áûòü ðàâåí �1, à äëÿ ýòîãî îí ñíà÷àëà
äîëæåí ñòàòü êîìïëåêñíûì. Ïðè ýòîì óçåë ïðåâðàùàåòñÿ â ôîêóñ, è

(c)(a) (b)

Ðèñ. 7.18. Ðàçðóøåíèå èíâàðèàíòíîé êðèâîé è ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç

óäâîåíèÿ ïåðèîäà (ñöåíàðèé I). (a) Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óñòîé-

÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè êîìïëåêñíû èëè îòðèöàòåëüíû, òî ãëàäêîé

èíâàðèàíòíîé êðèâîé íåò. (b) Ïîñëå ïåðâîãî óäâîåíèÿ íåóñòîé÷èâîå

ìíîãîîáðàçèå ñåäëà íàìàòûâàåòñÿ íà îðáèòó ïåðèîäà äâà. (c) Ïîñëå

êàñêàäà óäâîåíèé ïåðèîäà âîçíèêàåò ñòðàííûé àòòðàêòîð. ×èñëî âðà-

ùåíèÿ ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ.

(b)(a)

Ðèñ. 7.19. Äâà äðóãèõ ñöåíàðèÿ ðàçðóøåíèÿ èíâàðèàíòíîé êðèâîé.

(a) ñöåíàðèé II: íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà äåëàåò ñêëàäêó è íå

îáðàçóåò ãëàäêóþ êðèâóþ. (b) ñöåíàðèé III: íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå

ñåäëà ïåðåñåêàåò óñòîé÷èâîå, îáðàçóÿ ãîìîêëèíè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Â

ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñöåíàðèþ II, çäåñü ñóùåñòâóåò íåïðèòÿãèâàþùåå

èíâàðèàíòíîå õàîòè÷åñêîå ìíîæåñòâî.
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èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ âûãëÿäèò êàê íà ðèñ. 7.18a.

Ñöåíàðèè II, III
Ïðè âòîðîì è òðåòüåì ñöåíàðèÿõ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ òåðÿåò ãëàä-

êîñòü è ïðåâðàùàåòñÿ â äîâîëüíî ñëîæíîå ìíîæåñòâî, êàê ïîêàçàíî

íà ðèñ. 7.19. Ïîêà åùå íåò ïðèòÿãèâàþùåãî õàîñà, íî ñóùåñòâóþò

åãî ïðåäâåñòíèêè, â ÷àñòíîñòè îáëàñòè ñ ëîêàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ

òðàåêòîðèé. Ýòè îáëàñòè îñòàþòñÿ ïåðåõîäíûìè è ñîñóùåñòâóþò ñ

óñòîé÷èâûì óçëîì, íî ïîñëå áèôóðêàöèè ñåäëî-óçåë îíè ìîãóò ïðè-

íàäëåæàòü àòòðàêòîðó (åñëè íåò äðóãèõ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

îðáèò). Îáû÷íî ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç ïåðå-

ìåæàåìîñòü. Êàðòèíà äèíàìèêè áëèçêà ê ïîêàçàííîé íà ðèñ. 7.5;

îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ äëèííûìè ëàìèíàðíûìè ñèíõðîíèçîâàííûìè

ó÷àñòêàìè è ïðîñêîêàìè ôàçû; åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì,

÷òî èíòåðâàëû ìåæäó ïðîñêîêàìè òåïåðü õàîòè÷åñêèå.

Ñöåíàðèé I òèïè÷åí äëÿ ñåðåäèíû îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, ãäå

óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ îðáèòû îòäåëåíû äðóã îò äðóãà. Çäåñü

ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû ñèëû ìîæåò îñóùåñòâèòüñÿ îïèñàííûé

ïåðåõîä ê õàîñó ÷åðåç óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Ñöåíàðèè II è III îñóùå-

ñòâëÿþòñÿ íà ãðàíèöàõ îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, îáû÷íî ïðè èçìå-

íåíèè ðàññòðîéêè (êàê ïðàâèëî, ñöåíàðèé II ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøèì

çíà÷åíèÿì àìïëèòóäû ñèëû).

Êðîìå âîçìîæíîñòè õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ åñòü è äðóãèå ÷åðòû,

îòëè÷àþùèå ñèíõðîíèçàöèþ ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ âîçäåéñòâèÿ

ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàëûìè. Âî-ïåðâûõ, äèíàìèêà íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíî-

çíà÷íî ÷èñëîì âðàùåíèÿ. Ðàçëè÷íûå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ìîãóò

ïåðåêðûâàòüñÿ, ïðèâîäÿ ê ìóëüòèñòàáèëüíîñòè, òàê ÷òî ïðè íåêî-

òîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîãóò ñîñóùåñòâîâàòü ïåðèîäè÷åñêèå

äâèæåíèÿ ñ ðàçíûìè ÷èñëàìè âðàùåíèÿ (ò.å. ñ ðàçíûìè îòíîøåíèÿ-

ìè íàáëþäàåìîé ÷àñòîòû è ÷àñòîòû ñèëû). Ýòî ÿâëåíèå íàáëþäàëîñü

ýêñïåðèìåíòàëüíî Âàí-äåð-Ïîëåì è Âàí-äåð-Ìàðêîì [van der Pol

and van der Mark 1927], ñì. ðèñ. 3.29.13 Äðóãîå ñâîéñòâî, èíîãäà íà-

áëþäàåìîå ïðè áîëüøîé ñèëå, çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ãëàäêîãî

èñ÷åçíîâåíèÿ îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè áåç ïåðåõîäà ê õàîñó, ïîäðîáíåå

ñì. [Aronson et al. 1986].

13 Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ïûòàÿñü ïîíÿòü ìóëüòèñòàáèëüíîñòü ïðè ñèí-

õðîíèçàöèè, Êàðòðàéò è Ëèòòëâóä [Cartwright and Littlewood 1945] îáíà-

ðóæèëè íåêîòîðûå ñòðàííûå îñîáåííîñòè äèíàìèêè, ïîçæå ïîçâîëèâøèå

Ñìåéëó [Smale 1980] ïîñòðîèòü åãî çíàìåíèòóþ õàîòè÷åñêóþ ïîäêîâó.
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7.4 Ñèíõðîíèçàöèÿ ðîòàòîðîâ è
êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàëè àâòîêîëåáàíèÿ è âëèÿíèå íà íèõ

ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû. Íà ïåðâûé âçãëÿä, ðîòàòîðû íå ïðèíàäëåæàò ê

ýòîìó êëàññó ìîäåëåé, ïîñêîëüêó îíè íå ÿâëÿþòñÿ àâòîêîëåáàòåëü-

íûìè ñèñòåìàìè. Òåì íå ìåíåå, åñëè ðîòàòîð ïðèâîäèòñÿ â äâèæåíèå

ïîñòîÿííîé ñèëîé, òî âîçíèêàþùåå äâèæåíèå ïîõîæå íà àâòîêîëå-

áàíèÿ: â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ïðåäåëüíûé öèêë, è îäèí èç

ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó âðàùåíèÿ ðîòàòîðîâ

òàêæå ìîãóò áûòü ñèíõðîíèçîâàíû ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé.

Ñíà÷àëà ìû îïèøåì ïðèìåðû ðîòàòîðîâ, à ïîòîì îáñóäèì ñâîéñòâà

èõ ñèíõðîíèçàöèè.

7.4.1 Äèíàìèêà ðîòàòîðîâ è êîíòàêòîâ
Äæîçåôñîíà

Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìàÿòíèê ïîä äåéñòâèåì

ïîñòîÿííîãî ìîìåíòà K, ñì. ðèñ. 7.20a. Îí îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

d
2	

dt2
+ 


d	

dt
+ �

2 sin	 =
K

I
: (7.69)

Çäåñü � � ÷àñòîòà ìàëûõ êîëåáàíèé (â ðåæèìå âðàùåíèÿ îíà íèêàêîé

ðîëè íå èãðàåò, òàê ÷òî ìû äàæå è íå èñïîëüçóåì íàøå îáû÷íîå

îáîçíà÷åíèå äëÿ ÷àñòîòû !), 
 > 0 � äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ, K �

ìîìåíò ñèëû è I � ìîìåíò èíåðöèè. Óðàâíåíèå (7.69) äèññèïàòèâíî,

â íåì âîçìîæíû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ðåæèìû äâóõ òèïîâ:

ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (ïðè ìàëîì ìîìåíòå ñèëû) èëè âðàùåíèÿ (ïðè

K

(a)

R

I(b)

Ψ

C J

Ðèñ. 7.20. (a) Ïðîñòåéøèé ðîòàòîð � ýòî ìàÿòíèê. (b) Ìîäåëü øóí-

òèðîâàííîãî êîíòàêòà Äæîçåôñîíà � ¾ýëåêòðè÷åñêîãî ðîòàòîðà¿. Îáå

ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ îäíèìè è òåìè æå óðàâíåíèÿìè (7.69) è (7.71).
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áîëüøèõ K).14 Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (7.69)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäð 0 � 	 < 2�; �1 < _	 < 1 (ìû

ñ÷èòàåì ïîëîæåíèÿ ìàÿòíèêà, îòëè÷àþùèåñÿ íà 2�, ýêâèâàëåíòíû-

ìè). Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ � ýòî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà íà öèëèíäðå,

à âðàùåíèÿì îòâå÷àåò çàìêíóòàÿ ïðèòÿãèâàþùàÿ òðàåêòîðèÿ. Õîòÿ

ôèçè÷åñêèå ïðåäïîñûëêè àâòîêîëåáàíèé îòñóòñòâóþò, ïðåäåëüíûé

öèêë âîçíèêàåò èç-çà îñîáîé ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà �

èç-çà ïåðèîäè÷íîñòè ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé 	.

Ïîñêîëüêó âðàùåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ïðåäåëüíûì öèêëîì, ñîõðàíÿ-

þòñÿ âñå ñâîéñòâà ïðåäåëüíîãî öèêëà â àâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ: ýòî

èçîëèðîâàííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ñ îäíèì îòðèöàòåëüíûì

è îäíèì íóëåâûì ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì. Ïîýòîìó ìû ìîæåì

ðàññìàòðèâàòü âðàùåíèÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû êàê àâòî-

êîëåáàíèÿ. Îäíàêî íå âñÿ ðàçâèòàÿ äëÿ êîëåáàíèé òåîðèÿ ïðèìåíèìà

â ýòîì ñëó÷àå: öèëèíäðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ (íàïðèìåð, öèêë íå ìîæåò

ðîäèòüñÿ â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè Õîïôà).

Óðàâíåíèå (7.69) èìååò è äðóãîå çàìå÷àòåëüíîå ïðèìåíåíèå: îíî

îïèñûâàåò êîíòàêò Äæîçåôñîíà. Ìû äàäèì çäåñü êðàòêèé åãî âû-

âîä, îòñûëàÿ çà ïîäðîáíîñòÿìè ê êíèãàì [Barone and Paterno 1982]

è [Likharev 1991]. Â øèðîêî ïðèìåíÿåìîé ìîäåëè øóíòèðîâàííîãî

êîíòàêòà (ðèñ. 7.20b) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òîê ÷åðåç êîíòàêò ñîñòîèò

èç òðåõ êîìïîíåíò: ñâåðõïðîâîäÿùèé òîê Ic sin	, òîê ÷åðåç ñîïðî-

òèâëåíèå V=R è òîê ÷åðåç åìêîñòü _V C. Äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé

	(t) ñëóæèò ðàçíîñòü ôàç ìåæäó ìàêðîñêîïè÷åñêèìè âîëíîâûìè

ôóíêöèÿìè ñâåðõïðîâîäíèêîâ ïî îáå ñòîðîíû êîíòàêòà. Â êîíòåêñòå

äèíàìèêè êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà ýòó ïåðåìåííóþ îáû÷íî íàçûâàþò

¾ôàçîé¿, ìû æå ïðåäïî÷òåì íàçûâàòü åå ¾óãëîì¿, ò.ê. òåðìèí ¾ôà-

çà¿ ìû ðåçåðâèðóåì çà ïåðåìåííîé íà ïðåäåëüíîì öèêëå. Ïàðàìåòð

Ic íàçûâàþò êðèòè÷åñêèì òîêîì ÷åðåç êîíòàêò. Ñîïðîòèâëåíèå R

è åìêîñòü C õàðàêòåðèçóþò îáû÷íûå ñîñòàâëÿþùèå òîêà. Íàêîíåö,

íàïðÿæåíèå V ñâÿçàíî ñ óãëîì 	 ôîðìóëîé Äæîçåôñîíà

_	 =
2e

~
V; (7.70)

ãäå çàðÿä ýëåêòðîíà e è ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà óêàçûâàþò íà êâàíòîâûé

õàðàêòåð ýôôåêòà. Ñîáèðàÿ âñå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êîíòàê-

òà, ïèòàåìîãî âíåøíèì òîêîì I,

14 Íà ñàìîì äåëå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü è îáëàñòü áèñòàáèëüíîñòè, ãäå îáà

ýòèõ ðåæèìà óñòîé÷èâû.
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I = Ic sin	 +
~

2eR

d	

dt
+
C~

2e

d
2	

dt2
; (7.71)

ñîâïàäàþùåå ñ óðàâíåíèåì (7.69) äëÿ ìàÿòíèêà. Ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà

âðàùåíèé èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: ñîãëàñíî (7.70) îíà ïðî-

ïîðöèîíàëüíà ïîñòîÿííîìó íàïðÿæåíèþ íà êîíòàêòå. Ñòàöèîíàðíîå

ñîñòîÿíèå ðîòàòîðà (ò.å. _	 = 0) ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó íàïðÿæåíèþ,

à ïðè âðàùåíèè íàïðÿæåíèå íå ðàâíî íóëþ. Ñèíõðîíèçîâàííîìó

âðàùåíèþ ñîîòâåòñòâóþò, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ñòóïåíüêè íà

âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêå êîíòàêòà.

7.4.2 Ïåðåäåìïôèðîâàííûé ðîòàòîð âî âíåøíåì
ïîëå

Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, âðàùåíèÿì îòâå÷àåò ïðåäåëüíûé öèêë â

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, òàê ÷òî îáùèå ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 7.1 è

7.3 ïðèìåíèìû è çäåñü. Áîëåå òîãî, ìíîãèå ýôôåêòû ñèíõðîíèçàöèè

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è â áîëåå ïðîñòîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è, âñëåä-

ñòâèå ñïåöèôè÷åñêîãî óñòðîéñòâà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Äåéñòâè-

òåëüíî, îáû÷íî ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íåâîçìîæíû â îäíîìåðíûõ

ñèñòåìàõ (äëÿ ïðåäåëüíîãî öèêëà íóæíû, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå ïå-

ðåìåííûå). Íî äëÿ âðàùåíèé ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ íåò: åñëè ôàçîâîå

ïðîñòðàíñòâî � îêðóæíîñòü, òî âðàùåíèÿ âîçìîæíû.

Äëÿ ðîòàòîðà è êîíòàêòà Äæîçåôñîíà îäíîìåðíàÿ ñèñòåìà ïî-

ëó÷àåòñÿ â óëüòðàäèññèïàòèâíîì ïðåäåëå, êîãäà êîýôôèöèåíò ïðè

âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Äëÿ êîíòàêòà Äæîçåôñîíà

ýòî ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé åìêîñòè. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò

âèä

d	

dt
= �(� sin	 + I); (7.72)

ãäå � = 2eRIc=~ è I = I=Ic. Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ (7.29):

óñðåäíåííîå ôàçîâîå óðàâíåíèå äëÿ àâòîêîëåáàíèé ïîä äåéñòâèåì

ñèëû ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ïåðåäåìïôèðîâàííîãî ðîòàòîðà ñ ïî-

ñòîÿííûì ìîìåíòîì ñèëû. Ýòîò ìîìåíò I ñîîòâåòñòâóåò ðàññòðîéêå;
çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû âðàùåíèé 
 = h _	i îò ýòîãî ïàðàìåòðà áûëà

ïîêàçàíà íà ðèñ. 7.4b. Äëÿ êîíòàêòà Äæîçåôñîíà 
 ïðîïîðöèîíàëüíà

íàïðÿæåíèþ V , à I � òîêó, ïîýòîìó ðèñ. 7.4b äàåò âîëüò-àìïåðíóþ

õàðàêòåðèñòèêó êîíòàêòà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ âðàùåíèÿìè ïîä äåéñòâè-

åì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû. Åñëè äîáàâèòü ïåðåìåííûé òîê, óðàâíå-

íèå (7.72) ïðèìåò âèä
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d	

dt
= �(� sin	 + I + J cos(!t)): (7.73)

Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (7.15), ïîýòîìó âñÿ òåîðèÿ ìîæåò

áûòü ïðèìåíåíà ê íàøåìó ñëó÷àþ. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå äëÿ ýòîãî

óðàâíåíèÿ åñòü îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè.

Ìû ïðèâåäåì çäåñü àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé íàéòè

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ïåðåìåííîãî òîêà:

J � 1 (íàïîìíèì, ÷òî âíåøíèé òîê îòíîðìèðîâàí íà êðèòè÷åñêèé

ñâåðõïðîâîäÿùèé òîê ÷åðåç êîíòàêò). Â ýòîì ñëó÷àå ñíà÷àëà ìîæ-

íî ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûì ÷ëåíîì â (7.73), à ïîòîì ðàññìàòðèâàòü

åãî êàê âîçìóùåíèå. ×òîáû íàéòè ñèíõðîíèçîâàííîå ðåøåíèå, áóäåì

ñ÷èòàòü J�1 ìàëûì ïàðàìåòðîì è ðàçëîæèì ðåøåíèå ïî ñòåïåíÿì

J�1:

	 = n!t+ J	�1(t) + 	0(t) + � � � ; h _	�1i = h _	0i = 0: (7.74)

Â (7.74) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðàùåíèÿ ïðîèñõîäÿò ñ ÷àñòîòîé, êðàò-

íîé ÷àñòîòå ñèëû. Ïîäñòàâëÿÿ (7.74) â (7.73), ïîëó÷èì äëÿ ÷ëåíîâ

�J

	�1(t) = �!
�1 sin(n!t) + 	0

�1; 	0
�1 = constant:

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (7.73) è ñîáèðàÿ âìåñòå ÷ëåíû �J 0, ïîëó÷èì

d	0

dt
= �I � n! � � sin[n!t+ �J!�1 sin(!t) + J	0

�1]:

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ óñëîâèå h _	0i = 0 è èíòåãðèðóÿ ïî ïåðèîäó 2�=!,

ïîëó÷èì

0 = �I � n! � � sin	0
�1Jn(��J!

�1);

ãäå J
n
� ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Ïîñêîëüêó sin	0

�1 ëåæèò

ìåæäó �1 è 1, íàõîäèì øèðèíó îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè:���I � n!
�

��� <
����Jn
�
�
�J
!

����� : (7.75)

Â ýêñïåðèìåíòàõ ñ êîíòàêòîì Äæîçåôñîíà îáëàñòè (7.75) ïðîÿâëÿ-

þòñÿ êàê ñòóïåíüêè íà âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêå ïðè V
n

=

n!~=2e, îíè íàçûâàþòñÿ ñòóïåíüêàìè Øàïèðî (ñì. ðàçäåë 4.1.8).

Èçëîæåííàÿ âûøå òåîðèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèíõðîíèçàöèÿ ðîòà-

òîðîâ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ñèíõðîíèçàöèè àâòîêîëåáàíèé. Ôàçà

ðîòàòîðà ìîæåò áûòü ââåäåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì óãëîâîé ïåðåìåííîé,

è ýòî ïðèâîäèò ê ïðîñòûì îïðåäåëåíèÿì ïåðèîäà è ÷àñòîòû. Áîëåå

òîãî, ðîòàòîðû åùå ïðîùå, ÷åì îñöèëëÿòîðû � çäåñü íåò òàêèõ ñâÿ-

çàííûõ ñ àìïëèòóäîé ýôôåêòîâ êàê ïîäàâëåíèå êîëåáàíèé.
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7.5 Ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè

Èäåÿ ñèñòåì ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè (ïî-àíãëèéñêè: phase-locked

loops, PLL) ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ñèíõðîíèçàöèè äëÿ ýôôåêòèâ-

íîé è óñòîé÷èâîé ìîäóëÿöèè/äåìîäóëÿöèè ñèãíàëîâ â ýëåêòðîííûõ

ñèñòåìàõ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Èíôîðìàöèÿ (íàïðèìåð, çâóê) â

÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííîì ðàäèîñèãíàëå çàøèôðîâàíà â èçìåíåíèÿõ

(ìîäóëÿöèè) ÷àñòîòû. Â ïðèåìíèêå íåîáõîäèìî âûäåëèòü ýòè èç-

ìåíåíèÿ, ò.å. ïðîèçâåñòè äåìîäóëÿöèþ. Â íàøè äíè ñèñòåìû ôàçî-

âîé àâòîïîäñòðîéêè èñïîëüçóþòñÿ â áîëüøèíñòâå ðàäèîïðèåìíèêîâ.

Çäåñü ìû èçëîæèì îáùèå ïðèíöèïû èõ ðàáîòû, ïðîâîäÿ àíàëîãèþ ñ

îïèñàííûì âûøå ôèçè÷åñêèì ïîíèìàíèåì ñèíõðîíèçàöèè.

Â ñèñòåìå ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè òðåáóåòñÿ ñèíõðîíèçîâàòü àâ-

òîêîëåáàíèÿ âíåøíèì ñèãíàëîì, íî âìåñòî òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü

ñèãíàë ïðîñòî êàê âíåøíþþ ñèëó (êàê â (7.5)), êîíñòðóèðóåòñÿ ñõåìà,

ïðèçâàííàÿ îáåñïå÷èòü ñèíõðîíèçàöèþ. Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ìåòî-

äà ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè óïðàâëÿòü ðàçëè÷íûìè àñïåêòàìè äèíàìè-

êè ôàçû ïî îòäåëüíîñòè; ôàêòè÷åñêè, êîíñòðóèðóåòñÿ ýëåêòðîííîå

óñòðîéñòâî, êîòîðîå ìîäåëèðóåò çàäàííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôàçû ñ

æåëàåìûìè ñâîéñòâàìè ñèíõðîíèçàöèè.

Ïðîñòàÿ áëîê-ñõåìà ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ïðèâåäåíà

íà ðèñ. 7.21. Íà âõîä ïîñòóïàåò óçêîïîëîñíûé ñèãíàë x(t), êîòîðûé

ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñèíóñîèäàëüíûé ïðîöåññ ñ ìåäëåííî ìåíÿþ-

ùåéñÿ ôàçîé è àìïëèòóäîé:

x(t) = A(t) sin�e(t): (7.76)

Ïîñêîëüêó íóæíàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â èçìåíåíèÿõ ôàçû, âû-

õîäíîé ñèãíàë äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí �e.

ÄÅÔÅËÔÏÒ
ÆÁÚÏ×ÙÊ

ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ,
ÕÐÒÁ×ÌÑÅÍÙÊ
ÎÁÐÒÑÖÅÎÉÅÍ

x(t)
×ÙÈÏÄÆÉÌØÔÒ

ÎÉÖÎÉÈ ÞÁÓÔÏÔ
u(t)

v(t)

y(t)

×ÈÏÄ

Ðèñ. 7.21. Áëîê-ñõåìà ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè, ñîñòîÿùåé èç

ôàçîâîãî äåòåêòîðà, ôèëüòðà íèæíèõ ÷àñòîò, è ãåíåðàòîðà, óïðàâëÿå-

ìîãî íàïðÿæåíèåì.
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Ñèíõðîíèçóåìûì àâòîãåíåðàòîðîì ñëóæèò ãåíåðàòîð, óïðàâëÿå-

ìûé íàïðÿæåíèåì (ÃÓÍ), åãî ÷àñòîòà çàâèñèò îò óïðàâëÿþùåãî ñèã-

íàëà v(t). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà âûõîäå ÃÓÍ ãåíåðèðóåòñÿ ñèíóñî-

èäàëüíûé ñèãíàë ñ ïîñòîÿííîé àìïëèòóäîé è ìãíîâåííîé ÷àñòîòîé
_�, ëèíåéíî çàâèñÿùåé îò v(t):

y(t) = 2B cos�(t);
d�

dt
= !0 +Kv(t): (7.77)

Ñëåäóþùàÿ öåëü � ñäåëàòü ñèãíàë v(t) ïðîïîðöèîíàëüíûì ðàçíîñòè

ôàç ìåæäó âûõîäîì ÃÓÍà y(t) è âõîäíûì ñèãíàëîì x(t). Ýòî äîñòè-

ãàåòñÿ â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ñ ïîìîùüþ ôàçîâîãî äåòåêòîðà

ôîðìèðóåòñÿ ñèãíàë, ïðîïîðöèîíàëüíûé íåêîòîðîé ôóíêöèè îò ðàç-

íîñòè ôàç ìåæäó x è y. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ýòè ñèãíàëû ïðîñòî

ïåðåìíîæàþòñÿ:

u(t) = x(t)y(t) = AB[sin(�e + �) + sin(�e � �)]: (7.78)

Òåïåðü íåîáõîäèìî âûäåëèòü êîìïîíåíòó u, ïðîïîðöèîíàëüíóþ ðàç-

íîñòè ôàç, ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøåãî ôèëüòðà íèæíèõ

÷àñòîò. Îí ïîäàâëÿåò â (7.78) ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ñóììå

ôàç (ýòîò ÷ëåí èìååò óäâîåííóþ ÷àñòîòó). Îñòàâëÿÿ òîëüêî ñëàãàå-

ìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ðàçíîñòè ôàç, çàïèøåì

dv

dt
+
v

�
= AB sin(�e � �); (7.79)

ãäå � � ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè ôèëüòðà.

Ââîäÿ ðàçíîñòü ôàç  = �� �e, èç (7.77) è (7.79) ïîëó÷àåì:

d
2
 

dt2
+

1

�

d 

dt
+KAB sin = �

d
2
�e

dt2
�

1

�

�
d�e

dt
� !0

�
: (7.80)

Ýòî óðàâíåíèå àíàëîãè÷íî (7.69) è (7.71). Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êî-

ãäà ÷àñòîòà âõîäíîãî ñèãíàëà _�e = ! ïîñòîÿííà, ïðàâàÿ ÷àñòü (7.80)

òîæå ïîñòîÿííà, è â (7.80) åñòü óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ

(åñëè, êîíå÷íî, ìû íàõîäèìñÿ â îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, ò.å. ! � !0).

Âûõîäíîé ñèãíàë v ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíîñòè ôàç, v / sin . Åñëè

âõîäíàÿ ôàçà �e ìåäëåííî ìîäóëèðîâàíà, òî âûõîäíîé ñèãíàë èçìå-

íÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ìîäóëÿöèåé. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà

ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ãåíåðèðóåò ñèãíàë y(t), èìåþùèé òàêóþ æå

(çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè) ôàçó, ÷òî è âõîäíîé ñèãíàë x(t); èñêîìûé

âûõîäíîé ñèãíàë åñòü v(t). Íà ôèçè÷åñêîì ÿçûêå, àâòîãåíåðàòîð

(ÃÓÍ) ñèíõðîíèçîâàí âõîäíûì ñèãíàëîì x(t).

Ïðåèìóùåñòâî ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ñîñòîèò â òîì,

÷òî ñèíõðîíèçîâàííûé ñèãíàë y(t) ãîðàçäî ÷èùå èñõîäíîãî x(t): âåñü
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àìïëèòóäíûé øóì A(t), ðàâíî êàê è âûñîêî÷àñòîòíûé, ïîäàâëÿþòñÿ

â ðåçóëüòàòå äåòåêòèðîâàíèÿ ôàçû è ôèëüòðàöèè (ñì. ðèñ. 7.22). Î

ïðàêòè÷åñêèõ àñïåêòàõ ïðèìåíåíèÿ ñèñòåì ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè,

â ÷àñòíîñòè î äèñêðåòíûõ ñõåìàõ, ìîæíî ïðî÷èòàòü â [Best 1984;

Lindsey and Chie 1985; Afraimovich et al. 1994] è ïðèâåäåííîé òàì

ëèòåðàòóðå.

7.6 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Ñèíõðîíèçàöèÿ àâòîêîëåáàíèé ïåðèîäè÷åñêèì ñèãíàëîì îòíîñèòñÿ ê

êëàññè÷åñêèì çàäà÷àì òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Â íàøå âðåìÿ

âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé îáðàùåíî íà íåîáû÷íûå ýôôåêòû, òàêèå

êàê, íàïðèìåð, ïåðåõîä ê õàîñó. Ðàçëè÷íûå ïðèìåðû èçó÷àëèñü ÷è-

ñëåííî [Zaslavsky 1978; Gonzalez and Piro 1985; Aronson et al. 1986;

Parlitz and Lauterborn 1987; Mettin et al. 1993; Coombes 1999; Coombes

and Bressloff 1999] è ýêñïåðèìåíòàëüíî [Martin and Martienssen 1986;

Bryant and Jeffries 1987; Benford et al. 1989; Peinke et al. 1993]. Â ÷àñò-

íîñòè, Ãëàññ [Glass 1991] äàåò îáçîð ñèíõðîíèçàöèè âûíóæäåííûõ

ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé ñ ïðèëîæåíèÿìè ê ñåðäå÷íîé àðèòìèè,

ýòà ðàáîòà ñîäåðæèò îáøèðíóþ áèáëèîãðàôèþ. Â òîì æå âûïóñêå

ïîìåùåíà îðèãèíàëüíàÿ ñòàòüÿ Àðíîëüäà [Arnold 1991]. Íåñêîëüêî

ðàáîò ïîñâÿùåíû ñâîéñòâàì ïîäîáèÿ è ñêåéëèíãà ÿçûêîâ Àðíîëüäà

è îïèñàíèþ ÷åðòîâîé ëåñòíèöû [Ostlund et al. 1983; Jensen et al. 1984;

Alstr�m et al. 1990; Christiansen et al. 1990; Reichhardt and Nori 1999].

(a)

(b)

Ðèñ. 7.22. Ñèñòåìà ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ïîçâîëÿåò ïîäàâèòü øóì

âõîäíîãî ñèãíàëà x(t) (a). Èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû è âûñîêî÷àñòîòíûå

øóìîâûå êîìïîíåíòû íå ïðîÿâëÿþòñÿ â êîëåáàíèÿõ ÃÓÍ y(t) (b). Ïî

Best [1984].



Ãëàâà 8

Âçàèìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ äâóõ
âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ïåðèîäè÷åñêèõ
îñöèëëÿòîðîâ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì ýôôåêò ñèíõðîíèçàöèè äâóõ àâòîêî-

ëåáàòåëüíûõ ñèñòåì çà ñ÷åò èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåò-

ñÿ ïðîìåæóòî÷íûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññìîòðåííûì â ãëàâå 7, êîãäà

îäèí îñöèëëÿòîð ïîäâåðæåí âíåøíåìó ïåðèîäè÷åñêîìó âîçäåéñòâèþ,

è ñëó÷àåì ìíîãèõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ, êîòîðûé áó-

äåò ðàññìàòðèâàòüñÿ íèæå â ãëàâàõ 11 è 12. Äåéñòâèòåëüíî, ñëó÷àé

ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûé

ñëó÷àé âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ îñöèëëÿòîðîâ ïðè îäíîíàïðàâëåííîé

ñâÿçè. Äâà îñöèëëÿòîðà îáðàçóþò ýëåìåíòàðíûé áëîê, êîòîðûé èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïðè îïèñàíèè ñëó÷àÿ ìíîãèõ (áîëåå, ÷åì äâóõ) âçàèìîñâÿ-

çàííûõ ñèñòåì. Ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì

îáðàçîì: åñòü äâå íåëèíåéíûå ñèñòåìû, äåìîíñòðèðóþùèå ïåðèî-

äè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ, â îáùåì ñëó÷àå ñ ðàçëè÷íûìè àìïëèòó-

äàìè è ÷àñòîòàìè. Ýòè ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþò, è èíòåíñèâíîñòü

âçàèìîäåéñòâèÿ åñòü îñíîâíîé ïàðàìåòð. Íàñ èíòåðåñóåò äèíàìèêà

ñâÿçàííîé ñèñòåìû, ãëàâíûì îáðàçîì çàõâàò ôàç è ÷àñòîò.

Â ðàçäåëå 8.1 ìû ðàçâèâàåì ìåòîä ôàçîâîé äèíàìèêè, êîòîðûé

ñïðàâåäëèâ â ñëó÷àå ìàëîé ñâÿçè � â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê

ñâÿçàííûì óðàâíåíèÿì, â êîòîðûå âõîäÿò òîëüêî ôàçû. Äðóãîå ïðè-

áëèæåíèå èñïîëüçóåòñÿ â ðàçäåëå 8.2, ãäå îáñóæäàåòñÿ äèíàìèêà ñëà-

áîíåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 8.3 ìû îïèñûâàåì
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ñèíõðîíèçàöèþ ðåëàêñàöèîííûõ ñèñòåì ¾íàêîïëåíèå � ñáðîñ¿. Ñâÿ-

çàííûå ðîòàòîðû íå ðàññìàòðèâàþòñÿ îòäåëüíî: èõ ñâîéñòâà î÷åíü

áëèçêè ê ñâîéñòâàì îñöèëëÿòîðîâ.

8.1 Ôàçîâàÿ äèíàìèêà

Åñëè ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ àâòîêîëåáàòåëüíûìè ñèñòåìàìè ìàëà, òî,

ñëåäóÿ ðàáîòàì Ìàëêèíà [1956] è Êóðàìîòî [Kuramoto 1984], ìîæíî

âûâåñòè çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôàç. Ýòîò ïîäõîä ïî ñóòè ñîâïà-

äàåò ñ èñïîëüçîâàííûì â ðàçäåëå 7.1; çäåñü ìû èñïîëüçóåì ìíîãèå

èçëîæåííûå òàì èäåè. Íàøà îñíîâíàÿ ìîäåëü � ýòî ñèñòåìà äâóõ

ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ

dx
(1)

dt
= f

(1)(x(1)) + "p
(1)(x(1);x(2));

dx
(2)

dt
= f

(2)(x(2)) + "p
(2)(x(2);x(1)):

(8.1)

Îòìåòèì, ÷òî ìû íå ïðåäïîëàãàåì êàêîé-ëèáî ñõîæåñòè îñöèëëÿòî-

ðîâ: îíè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íîé ïðèðîäû è èìåòü ðàçëè÷íóþ ðàçìåð-

íîñòü. Ñâÿçü ìîæåò áûòü àñèììåòðè÷íîé. Ìû ïðåäïîëàãàåì òîëüêî,

÷òî àâòîíîìíàÿ äèíàìèêà (îïðåäåëÿåìàÿ ôóíêöèÿìè f (1);(2)) ìîæåò

áûòü îòäåëåíà îò âçàèìîäåéñòâèÿ (îïèñûâàåìîãî â îáùåì ñëó÷àå ðàç-

ëè÷íûìè ÷ëåíàìè p
(1);(2)), ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðó ñâÿçè ".

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ìîòèâèðîâàíî ôèçè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêîé ïðî-

áëåìû: åñòü äâà íåçàâèñèìûõ îñöèëëÿòîðà, êîòîðûå ìîãóò ôóíêöèî-

íèðîâàòü ðàçäåëüíî, íî ìîãóò è âçàèìîäåéñòâîâàòü. Òàêèì îáðàçîì,

ìû èñêëþ÷àåì ñèòóàöèþ, êîãäà äâå êîëåáàòåëüíûå ìîäû íàáëþäà-

þòñÿ â ñëîæíîé ñèñòåìå, êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà äâå

ñîñòàâëÿþùèå.1 Äðóãîé ñëó÷àé, íå ó÷èòûâàåìûé ñèñòåìîé (8.1), �

ýòî ñëó÷àé áîëåå ñëîæíîé ñâÿçè, òðåáóþùåé äëÿ ñâîåãî îïèñàíèÿ

äîïîëíèòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.2

Ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè " ê íóëþ â êàæäîé ñèñòåìå èìå-

åòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, àâòîíîìíûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé

1 Òåì íå ìåíåå, â íåêîòîðûõ ñèñòåìàõ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè (íàïðèìåð, â

ëàçåðàõ) âîçìîæíà ãåíåðàöèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ìîä,

êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõ ìîäåëè (8.1)
2 Â ýëåêòðîíèêå ýòî ðàçëè÷èå ñîîòâåòñòâóåò ðàçíèöå ìåæäó ðåçèñòèâíîé

ñâÿçüþ (íåò äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé) è ðåàêòèâíîé � åìêîñòíîé èëè

èíäóêòèâíîé � ñâÿçüþ (íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèÿ). Îäèí

òàêîé ïðèìåð áóäåò ðàññìîòðåí â ðàçäåëå 12.3.
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ñèñòåì ðàâíû !1 è !2. Òîãäà, êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 7.1, ìû ìîæåì

îïðåäåëèòü äâå ôàçû íà öèêëàõ è â îêðåñòíîñòÿõ3 (ñð. ñ óðàâíåíè-

åì (7.3)),

d�1

dt
= !1;

d�2

dt
= !2:

(8.2)

Â îáùåì ñëó÷àå, ÷àñòîòû !1; !2 íàõîäÿòñÿ â èððàöèîíàëüíîì ñîîò-

íîøåíèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, äâèæåíèå â ñèñòåìå íåñâÿçàííûõ îñöèë-

ëÿòîðîâ êâàçèïåðèîäè÷åñêîå.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìû ìîæåì íàïèñàòü óðàâíåíèÿ äëÿ ôàç

ñâÿçàííûõ ñèñòåì àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (7.14):

d�1(x
(1))

dt
= !1 + "

X
k

@�1

@x
(1)

k

p
(1)

k

(x(1);x(2));

d�2(x
(2))

dt
= !2 + "

X
k

@�2

@x
(2)

k

p
(2)

k

(x(2);x(1)):

(8.3)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðè ìàëîé ñâÿçè âîçìóùåíèÿ àìïëèòóä ìàëû, ïîä-

ñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x(1);x(2) íà öèêëàõ, ãäå

êàæäàÿ èç ýòèõ ïåðåìåííûõ åñòü íåêàÿ ôóíêöèÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåé

ôàçû. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

äëÿ ôàç

d�1

dt
= !1 + "Q1(�1; �2);

d�2

dt
= !2 + "Q2(�2; �1);

(8.4)

ñ 2�-ïåðèîäè÷åñêèìè (ïî îáîèì àðãóìåíòàì) ôóíêöèÿìè Q1;2.

Âîçìîæíîñòü çàïèñàòü çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôàçîâûõ ïåðå-

ìåííûõ îçíà÷àåò, ÷òî â ìíîãîìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðå-

ìåííûõ (x(1);x(2)) ñóùåñòâóåò äâóìåðíàÿ èíâàðèàíòíàÿ ïîâåðõíîñòü,

ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ôàçàìè �1; �2. Áîëåå òîãî, ýòà ïîâåðõíîñòü � òîð,

òàê êàê ñäâèã ëþáîé èç ôàç íà 2� äàåò òó æå ñàìóþ òî÷êó â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå. Ýòîò äâóìåðíûé òîð åñòü ïîëíûé àíàëîã èíâàðèàíò-

íîãî òîðà íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû, îïèñàííîãî â ðàçäåëå 7.3. Åñòü

äâå âîçìîæíîñòè õàðàêòåðèçîâàòü äèíàìèêó íà èíâàðèàíòíîì òîðå.

3 Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçäåëîì 7.1 ìû îïóñêàåì íèæíèé èíäåêñ ¾0¿ ïðè îáîçíà-

÷åíèè àâòîíîìíûõ ÷àñòîò; âìåñòî ýòîãî ìû èñïîëüçóåì íèæíèé èíäåêñ,

ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåðó îñöèëëÿòîðà.
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Ïåðâàÿ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ìàëîñòè ïàðàìåòðà " è óñðåäíåíèè

óðàâíåíèÿ (8.4). Âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà êîíñòðóèðîâàíèè îòîáðà-

æåíèÿ îêðóæíîñòè.

8.1.1 Óñðåäíåííûå ôàçîâûå óðàâíåíèÿ

2�-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè Q1;2 â óðàâíåíèÿõ (8.4) ìîãóò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíû â âèäå äâîéíîãî ðÿäà Ôóðüå

Q1(�1; �2) =
X
k;l

a
k;l

1 e
ik�1+il�2 ; Q2(�2; �1) =

X
k;l

a
l;k

2 e
ik�1+il�2 :

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ôàçû âðàùàþòñÿ ðàâíîìåðíî ñ íåâîçìóùåí-

íûìè (àâòîíîìíûìè) ÷àñòîòàìè

�1 = !1t; �2 = !2t;

è â ôóíêöèÿõ Q1;2 âñå ñëàãàåìûå ñîîòâåòñòâóþò áûñòðûì âðàùåíè-

ÿì, êðîìå ÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðåçîíàíñíîìó óñëîâèþ

k!1 + l!2 � 0:

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àâòîíîìíûå ÷àñòîòû !1;2 íàõîäÿòñÿ ïî÷òè â

ðåçîíàíñå:

!1

!2
�
m

n
:

Òîãäà âñå ÷ëåíû ðÿäà Ôóðüå ñ èíäåêñàìè k = nj; l = �mj ÿâëÿþòñÿ
ðåçîíàíñíûìè è âíîñÿò âêëàä â óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ. Â ðåçóëüòà-

òå ìû ïîëó÷àåì

d�1

dt
= !1 + "q1(n�1 �m�2);

d�2

dt
= !2 + "q2(m�2 � n�1);

(8.5)

ãäå

q1(n�1 �m�2) =
P

j
a
nj;�mj

1 e
ij(n�1�m�2);

q2(m�2 � n�1) =
P

j
a
mj;�nj

2 e
ij(m�2�n�1):

Äëÿ ðàçíîñòè ôàç  = n�1 �m�2 äâóõ îñöèëëÿòîðîâ ìû ïîëó÷àåì

èç (8.5)

d 

dt
= �� + "q( ); (8.6)
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ãäå

� = m!2 � n!1; q( ) = nq1( ) �mq2(� ): (8.7)

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (8.6) èìååò òî÷íî òàêîé æå âèä, êàê óðàâ-

íåíèå (7.24) ðàçäåëà 7.1.6, è íàì íå íàäî ïîâòîðÿòü åãî àíàëèç. Â

ñëó÷àå ñèíõðîíèçàöèè óðàâíåíèå (8.6) èìååò óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå

ðàâíîâåñèÿ  0 è íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ðàâíû


1;2 = h _�1;2i = !1;2 + "q1;2(� 0):

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå ÷àñòîò îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì âíóòðè

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè:


1


2
=
m

n
:

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ðåçîíàíñà 1 : 1, ò.å.

ñëó÷àé, êîãäà àâòîíîìíûå ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðîâ ïî÷òè ñîâïàäàþò:

!1 � !2. Òîãäà â âûøåïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ m = n = 1. Äàëåå,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçü ñèììåòðè÷íà, ò.å. q1( ) = q2( ); òîãäà, â

ñîîòâåòñòâèè ñ (8.7), ïîëó÷èì àíòèñèììåòðè÷íóþ ôóíêöèþ ñâÿçè â

(8.6), q( ) = �q(� ). Ïðîñòåéøàÿ è íàèáîëåå åñòåñòâåííàÿ àíòèñèì-
ìåòðè÷íàÿ 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ åñòü ñèíóñ, è ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ îñöèëëÿòîðîâ âûãëÿäèò êàê

d 

dt
= �� + " sin : (8.8)

Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà " âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ � ïðèòÿãèâàþùåå

èëè îòòàëêèâàþùåå âçàèìîäåéñòâèå.4 Åñëè " < 0, òî óñòîé÷èâîå

ñîñòîÿíèå ðàçíîñòè ôàç  ëåæèò â èíòåðâàëå ��=2 <  < �=2, è, â

÷àñòíîñòè, ïðè íóëåâîé ðàññòðîéêå � óñòîé÷èâîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè

ôàç ðàâíî íóëþ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôàçû ¾ïðèòÿãèâàþòñÿ¿ äðóã

ê äðóãó. Åñëè " > 0, òî óñòîé÷èâîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè ôàç ëåæèò

â èíòåðâàëå �=2 <  < 3�=2, è äëÿ ñîâïàäàþùèõ àâòîíîìíûõ

÷àñòîò ðàâíî �; ýòî ñëó÷àé ¾îòòàëêèâàíèÿ¿. Ýòè äâà òèïà ñèíõðîí-

íîãî äâèæåíèÿ íàçûâàþò ñèíôàçíûì (¾in-phase¿) è ïðîòèâîôàçíûì

(¾anti-phase¿ èëè ¾out-of-phase¿) ðåæèìàì.5 Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî êî-

ëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ñèíõðîíèçàöèè (â ÷àñòíîñòè, øèðè-

íà îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè) îäèíàêîâû äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ. Ñòîèò

4 Èëè æå, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî " ïîëîæèòåëüíî, íî ôóíê-

öèÿ ñâÿçè ìåíÿåò çíàê, sin ! � sin .
5 Íàïîìíèì ÷èòàòåëþ, ÷òî Ãþéãåíñ â ñâîåì ïåðâîì íàáëþäåíèè ÿâëåíèÿ

ñèíõðîíèçàöèè îáíàðóæèë èìåííî ïðîòèâîôàçíûé ðåæèì ñèíõðîíèçàöèè

ìàÿòíèêîâûõ ÷àñîâ.
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îòìåòèòü, ÷òî, åñëè ôîðìà èçîõðîí â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öè-

êëà íåòðèâèàëüíà, òî ïðèòÿæåíèå èëè îòòàëêèâàíèå ôàç ìîæåò íå

ñîîòâåòñòâîâàòü ïðèòÿæåíèþ èëè îòòàëêèâàíèþ ìåæäó èñõîäíûìè

ïåðåìåííûìè x
(1;2)

k
(ñì. ïðèìåðû â [Han et al. 1995, 1997; Postnov

et al. 1999a]).

Â óñðåäíåííîì îïèñàíèè ñèíõðîíèçàöèÿ âîçíèêàåò êàê èäåàëüíûé

çàõâàò ôàç: ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâîé îñîáîé òî÷êè  0 â óðàâíå-

íèè (8.8) îçíà÷àåò íå òîëüêî òî, ÷òî îñöèëëÿòîðû èìåþò îäèíàêîâûå

÷àñòîòû, íî è ïîñòîÿíñòâî ôàçîâîãî ñäâèãà, �1 = �2 + 0. Ïîñëåäíåå

ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëíóþ ñèñòåìó

(8.4): çà ñ÷åò íåðåçîíàíñíûõ ÷ëåíîâ ôàçû íå çàõâà÷åíû èäåàëüíî,

à îñöèëëèðóþò âîêðóã òðàåêòîðèè óñðåäíåííîé ñèñòåìû (8.5). Ýòè

îñöèëëÿöèè ìîãóò áûòü îñîáåííî âåëèêè, åñëè êîëåáàíèÿ áëèçêè

ê ðåëàêñàöèîííûì, ò.å., åñëè ôóíêöèÿ ñâÿçè Q1;2 ñîäåðæèò ìíîãî

ãàðìîíèê.

8.1.2 Îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèé (8.4) 2�-ïåðèîäè÷íà ïî îáåèì ïåðåìåííûì;

ñëåäîâàòåëüíî ïîòîê íà äâóìåðíîé ôàçîâîé ïëîñêîñòè (�1; �2) ýêâè-

âàëåíòåí ïîòîêó íà äâóìåðíîì òîðå 0 � �1 < 2�; 0 � �2 < 2�. Ýòîò

äâóõìåðíûé ïîòîê ìîæåò áûòü ñâåäåí ê îáðàòèìîìó îòîáðàæåíèþ

îêðóæíîñòè.

Âûáåðåì ïðÿìóþ �2 = 0 â êà÷åñòâå ñåêóùåé. Âûïóñêàÿ òðàåêòî-

ðèþ èç �1(0); �2(0) = 0 è ñëåäóÿ âäîëü íåå äî òî÷êè �1(t); �2(t) = 2�,

ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå �1(0) ! �1(t). Ââîäÿ äèñêðåòíîå âðåìÿ n,

çàïèøåì îòîáðàæåíèå â âèäå

�1(n+ 1) = F (�1(n)); (8.9)

ãäå ôóíêöèÿ F òàêîâà, ÷òî F (x+2�) = 2�+F (x).6 Äëÿ íåâçàèìîäåé-

ñòâóþùèõ ñèñòåì ýòî îòîáðàæåíèå ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïîâîðîòó

�1(n+ 1) = �1(n) + 2�
!1

!2
:

6 Ôàêòè÷åñêè, ìû èñïîëüçóåì çäåñü ìàëîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ: ïîòîê íà òîðå

íå ïðîèçâîëåí, à áëèçîê ê âðàùåíèÿì ïî îáåèì êîîðäèíàòàì. Ýòî îáåñïå-

÷èâàåò êàê îòñóòñòâèå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, òàê è çàìêíóòûõ òðàåêòî-

ðèé, íå îõâàòûâàþùèõ òîð, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå îòîáðàæåíèÿ

Ïóàíêàðå.



Æ

��
��
��
��
��
k292 Ãëàâà 8. Âçàèìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ äâóõ îñöèëëÿòîðîâ

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè (8.9) ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî âðàùå-

íèÿ � â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (7.52), ÷òî äàåò îòíîøåíèå äâóõ

íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò

� =

1


2

:

Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæåí ýêâèâàëåíòíûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îòîáðà-

æåíèÿ îêðóæíîñòè: ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ñåêóùåé �1 = 0 è

ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå �2 ! ~F (�2); íîâîå ÷èñëî âðàùåíèÿ áóäåò

îáðàòíî ñòàðîìó.

Âñÿ òåîðèÿ îòîáðàæåíèÿ îêðóæíîñòè (ðàçäåë 7.3) ìîæåò áûòü

ïðèìåíåíà ê äàííîìó ñëó÷àþ. Â ÷àñòíîñòè, âûõîä èç ñèíõðîíèçàöèè

ïðîèñõîäèò ÷åðåç áèôóðêàöèþ ñåäëî-óçåë, êàê îïèñàíî â ðàçäåëàõ

7.1 è 7.3.

8.2 Ñëàáîíåëèíåéíûå îñöèëëÿòîðû

Åñëè ñâÿçü ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè îòíîñèòåëüíî âåëèêà, òî îíà âîç-

äåéñòâóåò íå òîëüêî íà ôàçû, íî è íà àìïëèòóäû. Âîîáùå ãîâîðÿ,

ñâîéñòâà ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé íåóíèâåðñàëüíû, íî â ñëó÷àå ñëà-

áîíåëèíåéíûõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä

óñðåäíåíèÿ è ïîëó÷èòü óíèâåðñàëüíûå óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùèå òîëüêî

îò íåñêîëüêèõ ñóùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ. Ìû áóäåì ñëåäîâàòü ïîä-

õîäó Aronson et al. [1990]. Òàê êàê ìåòîä óñðåäíåíèÿ áûë óæå êðàòêî

èçëîæåí â ðàçäåëå 7.2, òî çäåñü ìû ïðîñòî ìîäèôèöèðóåì óðàâíåíèÿ,

÷òîáû ó÷åñòü âçàèìíóþ ñâÿçü.

8.2.1 Îáùèå óðàâíåíèÿ

Âîçüìåì äâà, â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ, îñöèëëÿòîðà è ñâÿæåì èõ

ëèíåéíî

�x1 + !
2
1x1 = f1(x1; _x1) +D1(x2 � x1) +B1( _x2 � _x1); (8.10)

�x2 + !
2
2x2 = f2(x2; _x2) +D2(x1 � x2) +B2( _x1 � _x2): (8.11)

Çäåñü !1;2 � ÷àñòîòû ëèíåéíûõ íåñâÿçàííûõ ñèñòåì. Ïðè èíòåðïðå-

òàöèè ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò èìåòü ââèäó:

(i) Ìû ðàññìàòðèâàåì ëèíåéíóþ ïî ïåðåìåííûì x1;2; _x1;2 ñâÿçü.

Ýòî îïðàâäàíî, åñëè àâòîíîìíûå ÷àñòîòû !1 è !2 áëèçêè, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò ðåçîíàíñó 1 : 1. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðàâîé ÷àñòè
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îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíû, èìåþùèå ÷àñòîòû !1;2, à ýòè ÷ëåíû

ëèíåéíû. Åñëè ëèíåéíûå ÷ëåíû îòñóòñòâóþò, òî íåîáõîäèìî

ðàññìîòðåòü ÷ëåíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ; ñèíõðîíèçàöèÿ â ýòîì

ñëó÷àå áóäåò ñëàáåå.

(ii) ×ëåíû, îïèñûâàþùèå ñâÿçü, âûáðàíû ïðîïîðöèîíàëüíûìè ðàç-

íîñòè ïåðåìåííûõ è èõ ïðîèçâîäíûõ. Òàêàÿ ñâÿçü èñ÷åçàåò ïðè

ñîâïàäåíèè ñîñòîÿíèé äâóõ ñèñòåì, x1 = x2; _x1 = _x2. [Aronson

et al. 1990] íàçûâàþò òàêóþ ñâÿçü ¾äèôôóçèîííîé¿. Äðóãàÿ

âîçìîæíîñòü � ýòî ¾íåïîñðåäñòâåííàÿ¿ ñâÿçü, êîãäà, íàïðèìåð,

óðàâíåíèå (8.10) ìîäèôèöèðóåòñÿ â

�x1 + !
2
1x1 = f1(x1; _x1) +D1x2 +B1 _x2:

Ðàçëè÷èå ìåæäó ¾íåïîñðåäñòâåííîé¿ è ¾äèôôóçèîííîé¿ ñâÿ-

çüþ ñòàíåò âàæíûì ïðè ðàññìîòðåíèè ÿâëåíèÿ ¾âûìèðàíèÿ êî-

ëåáàíèé¿ (ãàøåíèÿ), â îñòàëüíîì æå ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè

ïðè äâóõ òèïàõ ñâÿçè áëèçêè.7

Êàê îáû÷íî â ìåòîäå óñðåäíåíèÿ, ìû èùåì êîëåáàòåëüíîå ðåøåíèå

ñ îáùåé (ïîêà íåèçâåñòíîé) ÷àñòîòîé ! è ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ

êîìïëåêñíûìè àìïëèòóäàìè A1;2. Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó

x1;2(t) =
1
2
(A1;2(t)e

i!t + c:c:); y1;2(t) =
1
2
(i!A1;2(t)e

i!t + c:c:);

ïîëó÷èì îáùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ êîìïëåêñíûõ

àìïëèòóä A1;2 (ñð. ñ óðàâíåíèåì (7.41))

_A1 = �i�1A1 + �1A1 � (
1 + i�1)jA1j2A1 + (�1 + iÆ1)(A2 �A1);

_A2 = �i�2A2 + �2A2 � (
2 + i�2)jA2j2A2 + (�2 + iÆ2)(A1 �A2):
(8.12)

Ðàññòðîéêà ìîæåò áûòü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè çàïèñàíà êàê

�1;2 = !1;2 � !:

Ïàðàìåòðû ñâÿçè �1;2; Æ1;2 ïðîïîðöèîíàëüíû êîíñòàíòàì ñâÿçè

B1;2; D1;2. Äðóãèå ïàðàìåòðû � �1;2; 
1;2; �1;2 � òå æå ñàìûå, ÷òî

è â óðàâíåíèè (7.41). Ââîäÿ äåéñòâèòåëüíûå àìïëèòóäó è ôàçó â

7 Â ðàçäåëå 8.2.3 ìû îáñóæäàåì ðàçëè÷èå ìåæäó îïèñûâàþùèìè ñâÿçü

÷ëåíàìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè B1;2 è D1;2.
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ñîîòâåòñòâèè ñ A1;2 = R1;2e
i�1;2 , ïîëó÷èì ñèñòåìó èç ÷åòûðåõ äåé-

ñòâèòåëüíûõ óðàâíåíèé:

_R1 = �1R1(1� 
1R
2
1) + �1(R2 cos(�2 � �1)�R1)�

�Æ1R2 sin(�2 � �1);

_�1 = ��1 � �1�1R2
1 + Æ1

�
R2

R1

cos(�2 � �1)� 1

�
+

+�1
R2

R1
sin(�2 � �1);

_R2 = �2R2(1� 
2R
2
2) + �2(R1 cos(�1 � �2)�R2)�

�Æ2R1 sin(�1 � �2);

_�2 = ��2 � �2�2R2
2 + Æ2

�
R1

R2
cos(�1 � �2)� 1

�
+

+�2
R1

R2
sin(�1 � �2):

(8.13)

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå ñâÿçü, çàâèñÿò òîëüêî îò

ðàçíîñòè ôàç, ïîýòîìó ìû ìîæåì ñîêðàòèòü ÷èñëî óðàâíåíèé, ââåäÿ

ðàçíîñòü ôàç  = �2 � �1. Ñ ýòîé ïåðåìåííîé ñèñòåìà (8.13) ïðèíè-

ìàåò âèä

_R1 = �1R1(1� 
1R
2
1) + �1(R2 cos �R1)� Æ1R2 sin ;

_R2 = �2R2(1� 
2R
2
2) + �2(R1 cos �R2) + Æ2R1 sin ;

_ = � � + �1�1R
2
1 � �2�2R

2
2 +

�
�Æ1

R2

R1

+ Æ2
R1

R2

�
cos +

+ Æ1 � Æ2�
�
�1
R2

R1
+ �2

R1

R2

�
sin :

Çäåñü � = !2 � !1 � ýòî ðàññòðîéêà àâòîíîìíûõ ÷àñòîò.

Ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî îáùèå, è àíàëèç âñåõ âîçìîæ-

íûõ ñëó÷àåâ âåñüìà çàòðóäíèòåëåí. Ìû ìîæåì óìåíüøèòü ÷èñëî

ïàðàìåòðîâ, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî îñöèëëÿòîðû ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ëè-

íåéíûìè ÷àñòîòàìè, ò.å. �1 = �2 = �, è òàê äàëåå. Â äîïîëíåíèå,

íîðìàëèçóåì âðåìÿ íà � è àìïëèòóäû íà
p

=�, èçáàâèâøèñü òåì

ñàìûì îò äâóõ ïàðàìåòðîâ. Òîãäà îñòàâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû �; Æ

äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íîðìàëèçîâàííûå íà �, à � � êàê
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íîðìàëèçîâàííûé íà 
=�. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü òå æå îáîçíà÷åíèÿ è ïåðåïèøåì ñèñòåìó â âèäå

_R1 = R1(1�R
2
1) + �(R2 cos �R1)� ÆR2 sin ; (8.14)

_R2 = R2(1�R
2
2) + �(R1 cos �R2) + ÆR1 sin ; (8.15)

_ = � � + �(R2
1 �R

2
2) + Æ

�
�
R2

R1
+
R1

R2

�
cos �

� �

�
R2

R1
+
R1

R2

�
sin : (8.16)

Ýòè óðàâíåíèÿ áûëè äåòàëüíî èññëåäîâàíû Aronson et al. [1990].

Çäåñü ìû íå ïðèâîäèì âñå èõ ðåçóëüòàòû, à ëèøü îáñóæäàåì íàè-

áîëåå âàæíûå ôèçè÷åñêèå ýôôåêòû.

Ïðåæäå ÷åì ïðîäîëæèòü, íàïîìíèì ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìå-

òðîâ â óðàâíåíèÿõ (8.14)�(8.16). Ïàðàìåòð � îïèñûâàåò íåëèíåéíóþ

çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû îäèíî÷íîãî îñöèëëÿòîðà; èçîõðîííûå êîëåáà-

íèÿ ñîîòâåòñòâóþò � = 0. Ïàðàìåòð � � ýòî ðàññòðîéêà àâòîíîìíûõ

÷àñòîò; êîãäà ÷àñòîòû ñîâïàäàþò, òî � = 0. Ïàðàìåòðû Æ è � � ýòî

êîíñòàíòû ñâÿçè, îíè áóäóò îáñóæäåíû íèæå.

Åñëè îñöèëëÿòîðû èçîõðîííû (� = 0), òî ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè

ïðîèñõîäèò ÷åðåç áèôóðêàöèþ ñåäëî-óçåë, ïðè êîòîðîé âîçíèêàåò

ïðåäåëüíûé öèêë, àíàëîãè÷íî ñöåíàðèþ, îïèñàííîìó â ðàçäåëå 8.1.

Äëÿ íåèçîõðîííîãî ñëó÷àÿ � 6= 0 íàáëþäàåòñÿ áîëåå ñëîæíàÿ áèôóð-

êàöèîííàÿ êàðòèíà.

8.2.2 Âûìèðàíèå (ãàøåíèå) êîëåáàíèé

Èíòåðåñíîå ÿâëåíèå � âûìèðàíèå, èëè ãàøåíèå, êîëåáàíèé � íàáëþ-

äàåòñÿ â ñëó÷àå äèôôóçèîííîé ñâÿçè. Îíî íå èìååò àíàëîãà â ñëó÷àå

îñöèëëÿòîðà ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû èëè â ñëó÷àå íåïîñðåä-

ñòâåííîé ñâÿçè. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé äèôôóçèîííîé ñâÿçè � è

ðàññòðîéêå � íà÷àëî êîîðäèíàò R1 = R2 = 0 ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì

è êîëåáàíèÿ â îáåèõ ñèñòåìàõ âûìèðàþò èç-çà ñâÿçè.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî, ëèíåàðèçîâàâ óðàâíåíèÿ (8.12). Äëÿ ïðî-

ñòîòû, âîçüìåì âñå ïàðàìåòðû (êðîìå ÷àñòîò) îäèíàêîâûìè. Áîëåå

òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçü ÷èñòî äèññèïàòèâíàÿ (ñì. îáñóæäåíèå

íèæå), Æ = 0. Îêîí÷àòåëüíî, ââîäÿ ÷àñòîòó ! = (!1+!2)=2, çàïèøåì

�1 = ��2 = � è ïîëó÷èì
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_A1 = (i�+ �)A1 + �(A2 �A1);

_A2 = (�i�+ �)A2 + �(A1 �A2):

Ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè äàåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

� = �� � �
p
�2 ��2:

Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå A1 = A2 = 0 ÿâëÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî,

óñòîé÷èâûì, åñëè � < � < (�2 +�2)=2�. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âîçíèê-

íîâåíèÿ óñòîé÷èâîñòè çà ñ÷åò ñâÿçè ïîíÿòåí: äèôôóçèîííàÿ ñâÿçü

âíîñèò äîïîëíèòåëüíóþ äèññèïàöèþ â êàæäóþ èç ñèñòåì, è ýòà

äèññèïàöèÿ íå ìîæåò áûòü ñêîìïåíñèðîâàíà âîçäåéñòâèåì äðóãîãî

îñöèëëÿòîðà, åñëè ðàññòðîéêà âåëèêà.

8.2.3 Ïðèòÿãèâàþùåå è îòòàëêèâàþùåå
âçàèìîäåéñòâèå

Ñâåäåì ñèñòåìó (8.14)�(8.16) ê îäíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ðàçíîñòè ôàç.

Ìû ìîæåì ñäåëàòü ýòî ïðè ñëàáîé ñâÿçè, ò.å. åñëè ïàðàìåòðû � è Æ

ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ ìàëûìè. Êîíå÷íî, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ýòî óðàâíå-

íèå ñ ïîìîùüþ ôàçîâîãî ïðèáëèæåíèÿ, êàê îïèñàíî â ðàçäåëå 8.1,

íî, ïîñêîëüêó ó íàñ óæå åñòü óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ (8.14)�(8.16),

òî íàì ïðîùå âûâåñòè ôàçîâîå óðàâíåíèå íåïîñðåäñòâåííî èç íèõ. Â

ïåðâîì ïðèáëèæåíèè àìïëèòóäû R1;2 ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò íåâîçìó-

ùåííûõ çíà÷åíèé R1;2 = 1:

R1;2 � 1 + r1;2; r1;2 � 1:

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ (8.14) è (8.15) äàåò â

ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

_r1;2 = �2r1;2 + �(cos � 1)� Æ sin :

Âèäíî, ÷òî âîçìóùåíèÿ àìïëèòóäû ñèëüíî äåìïôèðîâàíû, ïîýòîìó

ìû ìîæåì ïðèíÿòü _r1;2 � 0 è ïîëó÷èòü

R1;2 = 1 +
�

2
(cos � 1)�

Æ

2
sin :

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (8.16), ïîëó÷èì

_ = �� � 2(� + �Æ) sin : (8.17)

Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (8.8) ñ êîíñòàíòîé ñâÿçè " =

�2(� + �Æ).
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà èäåíòè÷íûå îñöèëëÿòîðû, � = 0. Èç óðàâ-

íåíèÿ (8.17) ÿñíî, ÷òî óñòîé÷èâîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè ôàç ìåæäó

äâóìÿ îñöèëëÿòîðàìè çàâèñèò îò çíàêà êîýôôèöèåíòà � + �Æ. Åñëè

îí ïîëîæèòåëåí, òî óñòîé÷èâàÿ ðàçíîñòü ôàç ðàâíà 0, ò.å. ôàçû

ïðèòÿãèâàþòñÿ; åñëè îí îòðèöàòåëåí, òî íàáëþäàåòñÿ îòòàëêèâàþùåå

âçàèìîäåéñòâèå è óñòîé÷èâàÿ ðàçíîñòü ôàç ðàâíà �. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ

âàæíûì îáñóäèòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ äâóõ òèïîâ âçàèìîäåé-

ñòâèÿ.

Ïðåæäå âñåãî, áóäåì ðàçëè÷àòü äèññèïàòèâíóþ è ðåàêòèâíóþ

ñâÿçü. Â ñèñòåìå (8.10) è (8.11) ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå D1;2, �

ðåàêòèâíûå, à ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå B1;2, � äèññèïàòèâíûå. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïðåíåáðåæåì íà âðåìÿ íåëèíåéíûìè è äèññèïàòèâíûìè

÷ëåíàìè (ò.å. ïîëîæèì f1;2 = 0) è ðàññìîòðèì ëèíåéíûå êîíñåðâà-

òèâíûå îñöèëëÿòîðû. Òîãäà ýôôåêò âçàèìîäåéñòâèÿ ëåãêî ïîíÿòü:

îïèñûâàþùèå ñâÿçü ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå D1;2, òîëüêî ñäâèãàþò

àâòîíîìíûå ÷àñòîòû, â òî âðåìÿ êàê ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå B1;2,

âíîñÿò äèññèïàöèþ.8 Ýòè ýôôåêòû ïðîÿâëÿþòñÿ è â íåëèíåéíîì

ñëó÷àå. Â òåðìèíàõ, èñïîëüçóåìûõ [Aronson et al. 1990], äâà îïèñûâà-

þùèõ ñâÿçü ÷ëåíà ñîîòâåòñòâóþò ñêàëÿðíîé (B) è íåñêàëÿðíîé (D)

ñâÿçè. ×òîáû îáúÿñíèòü ïðîèñõîæäåíèå ýòèõ ïîíÿòèé, ïåðåïèøåì

óðàâíåíèå (8.10) â âèäå ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

_x1 = y1;

_y1 = � !
2
1x1 + f1(x1; y1) +D1(x2 � x1) +B1(y2 � y1):

Ìû âèäèì, ÷òî ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå B1, îïèñûâàþò ëèíåéíóþ

ñâÿçü ïî ïåðåìåííîé y â óðàâíåíèè äëÿ y, â òî âðåìÿ êàê ÷ëåíû,

ïðîïîðöèîíàëüíûå D1, îïèñûâàþò ëèíåéíóþ ñâÿçü ïî ïåðåìåííîé x

â óðàâíåíèè äëÿ y. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà óðàâíåíèå êîëåáàòåëüíîé

ñèñòåìû çàïèñàíî â âèäå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñêàëÿðíûå ÷ëåíû ñâÿçûâàþò îäíó è òó

æå ïåðåìåííóþ, à íåñêàëÿðíûå � îïèñûâàþò ïåðåêðåñòíóþ ñâÿçü.

Ôèçè÷åñêè, äèññèïàòèâíàÿ ñâÿçü, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ �, ñòðåìèò-

ñÿ ïðèâåñòè äâå âçàèìîäåéñòâóþùèå ñèñòåìû ê áîëåå îäíîðîäíî-

ìó ðåæèìó, ïðè êîòîðîì èõ ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàþò (êîíå÷íî, åñëè

� > 0). Â ðåçóëüòàòå, òàêàÿ ñâÿçü íåïîñðåäñòâåííî âåäåò ê ñèíôàçíîé

ñèíõðîíèçàöèè îñöèëëÿòîðîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (8.17).

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, âëèÿíèå ðåàêòèâíîé ñâÿçè a priori íå

ÿñíî. ×òîáû îïèñàòü âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñâÿçè íà ôàçîâóþ

8 Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äèâåðãåíöèÿ ôàçîâîãî îáúåìà äàåòñÿ âûðàæåíèåì

�(B1 +B2), ñð. ñ [Schmidt and Chernikov 1999].
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äèíàìèêó, ðàññìîòðèì ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ

íà ðèñ. 8.1 è 8.2.

Íà ðèñ. 8.1 ìû èëëþñòðèðóåì ñëó÷àé èçîõðîííûõ îñöèëëÿòîðîâ

(� = 0). Íà ñõåìå (a) ïîêàçàíî âçàèìîäåéñòâèå çà ñ÷åò äèññèïàòèâíîé

(ñêàëÿðíîé) ñâÿçè: â óðàâíåíèÿõ (8.10) è (8.11) îòëè÷íû îò íóëÿ

òîëüêî êîýôôèöèåíòû B. Ñâÿçü ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ñèëà, äåéñòâóþùàÿ

â íàïðàâëåíèè y, è ýòà ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè ïåðåìåííûõ y

íà ïðåäåëüíûõ öèêëàõ. Òàêèì îáðàçîì, âçàèìîäåéñòâèå ôàç � ïðèòÿ-

(b)y

x

y

x

(a)

Ðèñ. 8.1. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ èçî-
õðîííûõ îñöèëëÿòîðîâ äëÿ ñëó÷àÿ äèññèïàòèâíîé (a) è ðåàêòèâíîé (b)

ñâÿçè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè àìïëèòóäû äâóõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ èçîáðà-

æåíû êàê ðàçëè÷íûå.

(b)y

x

y

x

(a)

Ðèñ. 8.2. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåàêòèâíîé ñâÿçè ìåæäó

íåèçîõðîííûìè îñöèëëÿòîðàìè. Èçîõðîíû (ëèíèè ïîñòîÿííîé ôàçû)

ïîêàçàíû ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè, èõ ôîðìà çàâèñèò îò çíàêà �. Ñîîò-

âåòñòâåííî, ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùåé (a) èëè ïðèòÿãèâàþùåé (b)

â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ Æ�.
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ãèâàþùåå.9 Åñëè ôàçû áëèçêè, òî ýòà ñèëà äåéñòâóåò íå âåñü ïåðèîä

êîëåáàíèé, à òîëüêî êîãäà ïåðåìåííûå y îòëè÷àþòñÿ ñóùåñòâåííî,

ò.å. êîãäà x áëèçêî ê ìèíèìóìó èëè ìàêñèìóìó. Íà ñõåìå (b) ïîêà-

çàí ñëó÷àé ðåàêòèâíîé (íåñêàëÿðíîé) ñâÿçè, çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì,

÷òî îòñóòñòâóþò êîýôôèöèåíòû B. Òåïåðü ñèëà äåéñòâóåò òàêæå â

íàïðàâëåíèè y, íî îíà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè ïåðåìåííûõ x.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèëà äåéñòâóåò, êîãäà x áëèçêî ê íóëþ, è îíà íå

ñòðåìèòñÿ íè ñáëèçèòü ôàçû, íè óäàëèòü èõ äðóã îò äðóãà. Òàêèì

îáðàçîì, ðåàêòèâíàÿ ñâÿçü ìåíÿåò òîëüêî àìïëèòóäû îñöèëëÿòîðîâ,

à íå èõ ôàçû. Ôàçû ìîãóò áûòü èçìåíåíû òîëüêî êîñâåííî, åñëè îíè

çàâèñÿò îò àìïëèòóä, ò.å., åñëè êîëåáàíèÿ íåèçîõðîííû (â èçîõðîííîì

ñëó÷àå ôàçû íå çàâèñÿò îò àìïëèòóä; èçîõðîíàìè ÿâëÿþòñÿ ðàäèàëü-

íûå ëèíèè ôàçîâîé ïëîñêîñòè). Èòàê, ðåàêòèâíàÿ ñâÿçü íå âëèÿåò íà

èçîõðîííûå îñöèëëÿòîðû. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî êîýôôèöèåíò

ðåàêòèâíîé ñâÿçè Æ ïîÿâëÿåòñÿ â óðàâíåíèè (8.17) óìíîæåííûì íà

ïàðàìåòð èçîõðîííîñòè �.

Ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ ïðè ðåàêòèâíîé ñâÿçè ìåæäó íåèçîõðîííûì

îñöèëëÿòîðàìè, ò.å., åñëè � 6= 0. Ýòîò ñëó÷àé ïîêàçàí íà ðèñ. 8.2. Âçà-

èìîäåéñòâèå óâåëè÷èâàåò àìïëèòóäó îäíîãî îñöèëëÿòîðà è óìåíüøà-

åò àìïëèòóäó äðóãîãî, è èç-çà íåèçîõðîííîñòè êîëåáàíèé ýòî ïðèâî-

äèò ê ïîÿâëåíèþ ôàçîâîãî ñäâèãà, ò.ê. ÷àñòîòà çàâèñèò îò àìïëèòóäû.

Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ �Æ âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò áûòü

êàê ïðèòÿãèâàþùèì, òàê è îòòàëêèâàþùèì. Â ðåçóëüòàòå, óñòîé÷è-

âûé ôàçîâûé ñäâèã ìîæåò áûòü ìåæäó 0 è �. Ýòî ñëåäóåò òàêæå èç

(8.17). Òîò æå ñàìûé ìåõàíèçì âûçûâàåò ôàçîâóþ íåóñòîé÷èâîñòü â

êîëåáàòåëüíîé ñðåäå, ÷òî îáñóæäàåòñÿ ïîçæå â ãëàâå 11.

Ñäåëàåì îäíî çàìå÷àíèå. Ìû ïðîèëëþñòðèðîâàëè ðîëü òîëüêî

îñíîâíûõ ÷ëåíîâ â ôàçîâîé äèíàìèêå. Åñëè ýòè ÷ëåíû èñ÷åçàþò,

òî óðàâíåíèå (8.17) ïåðåñòàåò âûïîëíÿòüñÿ. Òîãäà, ÷òîáû îïèñàòü

ïðèâîäÿùåå ê ñèíõðîíèçàöèè ôàçîâîå âçàèìîäåéñòâèå, íåîáõîäèìî

ó÷åñòü ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

8.3 Ðåëàêñàöèîííûå êîëåáàíèÿ

Óíèâåðñàëüíîé ìîäåëè ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé íå ñóùåñòâóåò,

ïîýòîìó ìû õîòèì ïðèâåñòè çäåñü òîëüêî îäèí ïðèìåð: òàê íàçû-

9 Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòîò âûâîä âåðåí òîëüêî äëÿ ñëàáîíåëèíåéíûõ êîëåáàíèé.

Â ñëó÷àå ñèëüíîé íåëèíåéíîñòè äàæå äèôôóçèîííàÿ ñâÿçü ïåðåìåííûõ

ñîñòîÿíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê îòòàëêèâàíèþ ôàç [Han et al. 1995, 1997;

Postnov et al. 1999a].
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âàåìûé îñöèëëÿòîð òèïà íàêîïëåíèå � ñáðîñ. Îí íå çàäàåòñÿ ñè-

ñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: â íåì îòäåëüíî îïèñûâàþòñÿ

áûñòðûå è ìåäëåííûå äâèæåíèÿ. Îñöèëëÿòîð õàðàêòåðèçóåòñÿ åäèí-

ñòâåííîé ïåðåìåííîé x, êîòîðàÿ ðàñòåò îò 0 äî 1 (ñîñòîÿíèå ¾íàêî-

ïëåíèå¿) â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì äèíàìè÷åñêèì çàêîíîì, êîòî-

ðûé ìîæåò áûòü îïèñàí îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèåì èëè æå ôóíêöèåé âðåìåíè. Êàê òîëüêî äîñòèãàåòñÿ ïîðîã

x = 1, îñöèëëÿòîð ìãíîâåííî ñáðàñûâàåòñÿ â x = 0 (¾ñòðåëÿåò¿).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå äâóõ òàêèõ îñöèëëÿòîðîâ ïðî-

èñõîäèò òîëüêî âî âðåìÿ ¾ñáðîñà¿. Êîãäà ïåðâûé îñöèëëÿòîð x1

ñòðåëÿåò, îí äåéñòâóåò íà âòîðîé, óâåëè÷èâàÿ åãî ïåðåìåííóþ x2 íà

âåëè÷èíó ". Åñëè x2 + " ïðåâûøàåò ïîðîã (ò.å. x2 + " > 1), âòîðîé

îñöèëëÿòîð òàêæå ñòðåëÿåò, íî ïðè ýòîì îòâåòíîãî âîçäåéñòâèÿ íà

ïåðâûé îñöèëëÿòîð íå ïðîèñõîäèò (îñöèëëÿòîð â ìîìåíò ñáðîñà íå

÷óâñòâèòåëåí ê âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ).

Äèíàìèêà äàííîãî âèäà ñâÿçè ñèëüíî äèññèïàòèâíà. Äåéñòâèòåëü-

íî, åñëè ôàçû äâóõ îñöèëëÿòîðîâ îêàçûâàþòñÿ áëèçêè äðóã ê äðóãó,

òî îñöèëëÿòîð, êîòîðûé ñòðåëÿåò ïåðâûì, çàñòàâëÿåò ñòðåëÿòü è âòî-

ðîé, òàê ÷òî îíè ñòðåëÿþò îäíîâðåìåííî. Ïîñëå ýòîãî ñîáûòèÿ ôàçû

îñöèëëÿòîðîâ ñîâïàäàþò. Åñëè àâòîíîìíûå ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðîâ

áëèçêè, òî îíè ïðîäîëæàþò ñòðåëÿòü îäíîâðåìåííî. Èòàê, áóäåò íà-

áëþäàòüñÿ èäåàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, ïðè êîòîðîé ñîáûòèÿ ¾ñáðîñà¿

ñîâïàäàþò, è ïåðèîä áóäåò íàèìåíüøèì èç äâóõ àâòîíîìíûõ.

Ïåðåéäåì ê àíàëèòè÷åñêîìó ðàññìîòðåíèþ ïðîáëåìû, ñëåäóÿ ïîä-

õîäó Ìèðîëëî è Ñòðîãàòöà [Mirollo and Strogatz 1990b]. Ïðåäïîëî-

æèì âíà÷àëå, ÷òî îñöèëëÿòîðû èäåíòè÷íû è èìåþò àâòîíîìíóþ

÷àñòîòó !0. Ìåäëåííîå äâèæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé x = f(�),

ãäå � � ôàçà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ _� = !0. Îíî ñîîòâåòñòóåò ðîñòó ôàçû

îò 0 äî 2�, è ïðè � = 2� ïðîèñõîäèò ñáðîñ.

Äâà îñöèëëÿòîðà îïèñûâàþòñÿ ïîòîêîì íà äâóìåðíîì òîðå

(ðèñ. 8.3); ýòî îïèñàíèå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê îäíîìåðíîìó îòîáðà-

æåíèþ Ïóàíêàðå. Âûáåðåì ëèíèþ �1 = 0 â êà÷åñòâå ñåêóùåé; ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ìû íàáëþäàåì çà ôàçîé âòîðîãî îñöèëëÿòîðà â òîò

ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ïåðâûé ñòðåëÿåò. Òàêîå ïîñòðîåíèå îòîáðàæå-

íèÿ Ïóàíêàðå �
(0)
2 ! F (�

(0)
2 ) ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 8.3. Íà÷íåì

ñ òî÷êè 0 ñ êîîðäèíàòàìè �1 = 0; �2 = �
(0)
2 . Íà ïåðâîé ñòàäèè ìåäëåí-

íîãî äâèæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ òî÷êà 1 ñ �
(1)
2 = 2�; �

(1)
1 = 2� � �

(0)
2 . Â

ýòîò ìîìåíò îñöèëëÿòîð 2 ñòðåëÿåò, è ôàçà ïåðâîãî òîæå èçìåíÿåòñÿ.

Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåìåííàÿ x ìåíÿåòñÿ íà ", òî íîâàÿ

ôàçà ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà äàåòñÿ âûðàæåíèåì �
(2)
1 = f

�1(f(�
(1)
1 )+"),
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ãäå f�1 åñòü ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ f . Òåïåðü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Åñëè �
(2)
1 � 2�, òî ïåðâûé îñöèëëÿòîð ñòðåëÿåò, è îáà îñöèëëÿòîðà

ñáðàñûâàþòñÿ â íîëü (ðèñ. 8.3b), òàê ÷òî F (�
(0)
2 ) = 0. Â äðóãîì

ñëó÷àå, íàáëþäàåòñÿ äðóãîé èíòåðâàë ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ ê òî÷êå

�
(3)
1 = 2�; �

(3)
2 = 2� � �

(2)
1 , çà êîòîðûì ñëåäóåò ñáðîñ îñöèëëÿòîðà 1.

Ïðè ñáðîñå ôàçà �2 èçìåíÿåòñÿ, è, îïÿòü, ëèáî âûçûâàåòñÿ ñáðîñ

îñöèëëÿòîðà 2 (ðèñ. 8.3c), è ôàçà �2 ñêà÷êîì èçìåíÿåòñÿ äî 2�,10

ëèáî ñáðîñà íå âîçíèêàåò, è êîíå÷íàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå

åñòü �
(4)
2 = f

�1(f(�
(3)
2 ) + "), ñì. ðèñ. 8.3a.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, â ñèëó ñèììåòðèè, îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå �42 =

F (�02) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê äâîéíàÿ èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ h:

F (�) = h(h(�)); h(�) = f
�1(f(2� � �) + "): (8.18)

Ýòî îòîáðàæåíèå h íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ñáðîñà (firing map).

Îêîí÷àòåëüíîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå èìååò äâà ïëàòî, ãäå F (�) = 0

èëè F (�) = 2�, è ãëàäêóþ îáëàñòü ìåæäó íèìè, ñì. ðèñ. 8.4. Ãëàäêàÿ

îáëàñòü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (8.18) è çàâèñèò îò ôîðìû êîëåáàíèé

f . Mirollo and Strogatz [1990b] ïîêàçàëè, ÷òî, åñëè f ìîíîòîííà è

âîãíóòà âíèç (ò.å. f 0 > 0; f 00 < 0), òî ãëàäêàÿ ÷àñòü îòîáðàæåíèÿ F

ñòðîãî ðàñòÿãèâàþùàÿ (ò.å. ïðîèçâîäíàÿ áîëüøå åäèíèöû). Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî íåâîçìîæíû äðóãèå àòòðàêòîðû îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå,

êðîìå � = 0. Ïðèòÿãèâàþùàÿ òî÷êà � = 0 â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò

10 Ìû ïèøåì çäåñü 2�, à íå íîëü, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî äâà ñáðîñà îñöèëëÿ-

òîðà 2 ïðèõîäÿòñÿ íà îäèí ñáðîñ îñöèëëÿòîðà 1.

2 φ2 φ2φ
(c)

φ

2π

0 12π φ

2π

0 12π φ

2π

0 12π

4

0

1

3

2

0

1

0

2

3

1

3

(a) (b)

Ðèñ. 8.3. Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿ-
òîðîâ òèïà íàêîïëåíèå � ñáðîñ. Ñïëîøíûå ëèíèè èçîáðàæàþò ìåäëåí-

íûå äâèæåíèÿ (íàêîïëåíèå); ïóíêòèðíûå ëèíèè � áûñòðûå äâèæåíèÿ

(ñáðîñ). Ïîêàçàíû òðè âîçìîæíûõ òèïà òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ â

�1 = 0. Â (a) îñöèëëÿòîðû ñòðåëÿþò íå îäíîâðåìåííî. Â (b) ñáðîñ îñ-

öèëëÿòîðà 2 âûçûâàåò ñáðîñ îñöèëëÿòîðà 1. Â (c) ñáðîñ îñöèëëÿòîðà 1

âûçûâàåò ñáðîñ îñöèëëÿòîðà 2.
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èäåàëüíî ñèíõðîííîìó ñîñòîÿíèþ, êîãäà îáà îñöèëëÿòîðà ñòðåëÿþò

îäíîâðåìåííî.

Îïèñàííîå âûøå ïîñòðîåíèå ìîæåò áûòü ëåãêî îáîáùåíî íà ñëó-

÷àé ðàçëè÷íûõ (â ÷àñòíîñòè, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå àâòîíîìíûå ÷à-

ñòîòû) îñöèëëÿòîðîâ. Òîãäà ìåäëåííîå äâèæåíèå â óðàâíåíèè 8.3

áóäåò îïèñûâàòüñÿ ïðÿìîé ëèíèåé, íå ïàðàëëåëüíîé äèàãîíàëè, à

èìåþùåé íàêëîí !1=!2. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå áóäåò èìåòü òåïåðü

ãëàäêóþ ÷àñòü (êîòîðàÿ, êàê è â (8.18), ïðåäñòàâëåíà ñóïåðïîçèöèåé

òåïåðü óæå ðàçëè÷íûõ îòîáðàæåíèé ñáðîñà) è ÷àñòü, ãäå íîâàÿ ôàçà

(modulo 2�) ðàâíà íóëþ, ñì. ðèñ. 8.4b. Óñòîé÷èâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ îð-

áèòà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ îáÿçàòåëüíî ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó �1 = �2 =

0, ò.å. ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíî ñîáûòèå ñîâïàäàþùèõ ñáðîñîâ. Â

êà÷åñòâå ïðèìåðà, íà ðèñ. 8.5 ïîêàçàíà ñèíõðîíèçàöèÿ ïîðÿäêà 2 : 3

(b)

φ φ

(φ) (φ)F F

(a)

Ðèñ. 8.4. Íåãëàäêîå îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè, îïèñûâàþùåå ñèíõðî-
íèçàöèþ ðåëàêñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ. (a) Îñöèëëÿòîðû èäåíòè÷íû;

åäèíñòâåííûé àòòðàêòîð � óñòîé÷èâàÿ òî÷êà � = 0. (b) Îñöèëëÿòî-

ðû èìåþò ðàçëè÷íûå àâòîíîìíûå ÷àñòîòû. Íà ïðèòÿãèâàþùåé ïåðè-

îäè÷åñêîé îðáèòå (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) òîëüêî îäèí ñáðîñ ïðîèñõîäèò

îäíîâðåìåííî â îáîèõ îñöèëëÿòîðàõ; äðóãèå ñáðîñû íå ñîâïàäàþò.

0 10 20 30 40
×ÒÅÍÑ

0

π

2π

φ 1,
2

Ðèñ. 8.5. Çàõâàò ôàçû íåèäåíòè÷íûõ ðåëàêñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ

ñîîòíîøåíèåì àâòîíîìíûõ ÷àñòîò !1=!2 = 1:55. Íàáëþäàåòñÿ ñèíõðî-

íèçàöèÿ ïîðÿäêà 2 : 3; ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ðåæèìó ïåðèîäè÷åñêàÿ

òðàåêòîðèÿ îòîáðàæåíèÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 8.4b.
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äëÿ ñèñòåì ñ ñîîòíîøåíèì àâòîíîìíûõ ÷àñòîò !1=!2 = 1:55.

Ñâîéñòâà òàêîãî íåãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ñõîäíû ñî

ñâîéñòâàìè ãëàäêîãî (ñì. ðàçäåë 7.3). Îñíîâíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â

ñòðóêòóðå ¾÷åðòîâîé ëåñòíèöû¿ è ÿçûêîâ Àðíîëüäà. Êàê è â ãëàä-

êîì ñëó÷àå, âîçìîæíû âñå ðàöèîíàëüíûå è èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà

âðàùåíèÿ, íî ìåðà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìå-

òðîâ) òåïåðü íóëåâàÿ: ñèòóàöèè ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ðåæèìàìè

â îòîáðàæåíèè íà ðèñ. 8.4 èñêëþ÷èòåëüíû; òèïè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû [Boyd 1985; Veerman 1989]. Ýòî ñëåäóåò èç

ñèëüíîé äèññèïàöèè ðàññìîòðåííîé ìîäåëè ¾íàêîïëåíèå � ñáðîñ¿.

8.4 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Äèíàìèêå ñâÿçàííûõ ñèñòåì ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Â

ïîñëåäíåå âðåìÿ îñíîâíîå âíèìàíèå ïðèâëåêàåò ñëîæíîå ïîâåäåíèå

è âîçíèêíîâåíèå õàîñà çà ñ÷åò ñâÿçè. Â òåîðåòè÷åñêèõ [Waller and

Kapral 1984; Pastor-Di�az et al. 1993; Volkov and Romanov 1994; Pastor-

Di�az and L�opez-Fraguas 1995; Tass 1995; Kurrer 1997; Lopez-Ruiz and

Pomeau 1997; Reddy et al. 1999] è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ [Áîíäàðåíêî è

äð. 1989; Thornburg et al. 1997] ðàáîòàõ çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü

íàéäåò äàëüíåéøèå ññûëêè. Ñâÿçàííûå ðîòàòîðû èíòåíñèâíî ðàññìà-

òðèâàëèñü â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì öåïî÷êè êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà [Jain

et al. 1984; Saitoh and Nishino 1991; Valkering et al. 2000]. Â çàêëþ-

÷åíèå, óïîìÿíåì íåñêîëüêî íåäàâíèõ ðàáîò, ãäå áûëè ðàññìîòðåíû

ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ ìîäåëè ¾íàêîïëåíèå � ñáðîñ¿ [Kirk and Stone

1997; Ernst et al. 1998; Coombes and Bressloff 1999; S. H. Park et al.

1999b].
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Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñèñòåìàõ ñ
øóìîì

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû ðàññìàòðèâàëè ñèíõðîíèçàöèþ â ÷èñòî

äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåìàõ, ïðåíåáðåãàÿ âñåìè ñëó÷àéíîñòÿìè è

ôëóêòóàöèÿìè. Çäåñü ìû îáñóäèì, êàê ýòè ÿâëåíèÿ ìîãóò áûòü

âêëþ÷åíû â êàðòèíó ñèíõðîíèçàöèè. Ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ âëèÿíèÿ

øóìà íà àâòîêîëåáàíèÿ è ïîêàæåì, ÷òî øóì ïðèâîäèò ê äèôôóçèè

ôàçû, òåì ñàìûì ðàçðóøàÿ ïåðèîäè÷íîñòü. Çàòåì ìû ðàññìîòðèì

ñèíõðîíèçàöèþ ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé â ïðèñóòñòâèè øóìà.

Íàêîíåö, ìû îáñóäèì âçàèìíóþ ñèíõðîíèçàöèþ äâóõ çàøóìëåííûõ

àâòîãåíåðàòîðîâ.

9.1 Àâòîêîëåáàíèÿ â ïðèñóòñòâèè øóìà

Íè îäèí îñöèëëÿòîð íå ñîâåðøåíåí: ëþáûå ÷àñû íóæíî âðåìÿ îò

âðåìåíè ïîäâîäèòü, íåêîòîðûå äàæå äîâîëüíî ÷àñòî. Íåðåãóëÿðíîñòü

àâòîêîëåáàíèé ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà ðàçëè÷íûìè ôàêòîðàìè, äëÿ

ïðîñòîòû ìû èõ âñå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê øóì. Äëÿ äåòàëüíîãî àíà-

ëèçà àâòîêîëåáàíèé ñ øóìîì íóæíî ïîçàáîòèòüñÿ î ïðàâèëüíîé ìà-

òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, êîòîðàÿ âêëþ÷àëà áû ôëóêòóàöèè ðàçëè÷íîé

ïðèðîäû (òåõíè÷åñêèå, òåïëîâûå è ò.ä.). Äëÿ ìíîãèõ òèïîâ àâòîêîëå-

áàíèé òàêèå äåòàëüíûå ìîäåëè ñóùåñòâóþò (ñì., íàïðèìåð, [Ìàëàõîâ

1968]); çäåñü æå ìû îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà îñíîâíûõ ýôôåêòàõ.

Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ àâòîêîëåáàíèé â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî øóìà.
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Åñëè âåðíóòüñÿ ê îñíîâíûì óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì âûíóæäåí-

íûå êîëåáàíèÿ (ñì. ãëàâó 7), òî ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïðèáëèæåíèå

ôàçîâîé äèíàìèêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïðè ñëó÷àéíîé ñèëå, ïî-

ñêîëüêó ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (7.15) íèêàêîé ðåãóëÿðíîñòè ñèëû íå

ïðåäïîëàãàëîñü. Ïîýòîìó ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ýòî óðàâíåíèå è

äëÿ âíåøíåãî øóìà:

d�

dt
= !0 + "Q(�; t); (9.1)

ãäå Q � ýòî 2�-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ � è ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ

âðåìåíè.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêèé ÷ëåí â ôàçîâîì óðàâíåíèè

(9.1) âîîáùå íå çàâèñèò îò ôàçû, òàê ÷òî ìîæíî çàïèñàòü

d�

dt
= !0 + �(t); (9.2)

ãäå �(t) åñòü ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ñèãíàë. Ïîñêîëüêó ìãíîâåí-

íàÿ ÷àñòîòà _� (ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôàçû) åñòü ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ

âðåìåíè, ôàçà ñîâåðøàåò ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ, ò.å. èìååò ìåñòî

äèôôóçèîííûé ïðîöåññ. Ðåøåíèå (9.2) çàïèñûâàåòñÿ êàê

�(t) = �0 + !0t+

Z
t

0

�(�) d�; (9.3)

è èç íåãî ìîæíî ëåãêî íàéòè ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äèô-

ôóçèè ôàçû. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå øóìà ðàâíî

íóëþ (åñëè íåò, òî åãî ìîæíî îáúåäèíèòü ñ ÷àñòîòîé !0), óñðåäíåííàÿ

ïî àíñàìáëþ ôàçà â ìîìåíò âðåìåíè t åñòü �0 + !0t. Äèñïåðñèþ

ìîæíî ïîëó÷èòü óñðåäíåíèåì êâàäðàòà îò (9.3), ïðè áîëüøèõ âðåìå-

íàõ ñïðàâåäëèâà îáû÷íàÿ ôîðìóëà Ãðèíà�Êóáî äëÿ äèôôóçèîííûõ

ïðîöåññîâ (ñì, íàïðèìåð, [van Kampen 1992])

h(�(t) � �0 � !0t)
2i / tD; D =

Z 1

�1

K(t) dt; (9.4)

ãäå K(t) = h�(�)�(� + t)i åñòü êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ øóìà.

Äèôôóçèÿ ôàçû îçíà÷àåò, ÷òî êîëåáàíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñòðî-

ãî ïåðèîäè÷åñêèìè. Êà÷åñòâî àâòîêîëåáàíèé èçìåðÿåòñÿ ïîñòîÿííîé

äèôôóçèè D, îíî ñëóæèò âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÷àñîâ è ýëåê-

òðîííûõ àâòîãåíåðàòîðîâ. Â ñëó÷àå Æ-êîððåëèðîâàííîãî ãàóññîâñêîãî

øóìà

K(t) = h�(�)�(� + t)i = 2�2Æ(t); (9.5)

ðàñïðåäåëåíèå ôàçû òàêæå ãàóññîâñêîå ñ äèñïåðñèåé 2�2t (òàê ÷òî

ïîñòîÿííàÿ äèôôóçèè ðàâíà èíòåíñèâíîñòè øóìà D = 2�2). Ýòî
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ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ åñòåñòâåííîé

íàáëþäàåìîé x(t) = cos�. Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ýêñïî-

íåíöèàëüíî çàòóõàþùèì êîððåëÿöèÿì

hx(t)x(t+ �)i = 1
2
exp[�1

2
��

2] cos!0�;

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò ëîðåíöåâñêèé ïèê â ñïåêòðå ìîùíîñòè, ìàê-

ñèìóì êîòîðîãî ïðèõîäèòñÿ íà ñðåäíþþ ÷àñòîòó !0. Øèðèíà ïèêà â

ñïåêòðå ðàâíà �2, ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíà ïîñòîÿííîé äèôôóçèè ôàçû.

9.2 Ñèíõðîíèçàöèÿ â ïðèñóòñòâèè øóìà

9.2.1 Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ëàíæåâåíîâñêîé
äèíàìèêè

Êàê ìû âèäåëè â ðàçäåëå 7.1, îñíîâíûå ñâîéñòâà äèíàìèêè ôàçû

ìîãóò áûòü îïèñàíû óñðåäíåííûì óðàâíåíèåì (ñð. ñ (7.24) è (8.6)):

d 

dt
= �� + "q( ); (9.6)

ãäå  � ðàçíîñòü ìåæäó ôàçîé àâòîêîëåáàíèé è ôàçîé âíåøíåé ñèëû.

×òîáû ó÷åñòü øóì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì âêëþ÷èòü ôëóêòó-

àöèîííûé ÷ëåí â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, ò.å. çàïèñàòü åãî â ôîðìå

óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà

d 

dt
= �� + "q( ) + �(t) (9.7)

ñ àääèòèâíûì øóìîì �(t). Óðàâíåíèå (9.7) îïèñûâàåò òàêèì îáðàçîì

àâòîêîëåáàíèÿ â ïðèñóòñòâèè äâóõ ñèë � ïåðèîäè÷åñêîé è ñòîõàñòè-

÷åñêîé.

Ôèçè÷åñêè óäîáíî èíòåðïðåòèðîâàòü ëàíæåâåíîâñêóþ äèíàìèêó

(9.7) êàê ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ¾÷àñòèöû¿ â îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëå

(ñì. ðèñ. 9.2 íèæå). Äåéñòâèòåëüíî, äåòåðìèíèðîâàííóþ ÷àñòü ñèëû

â ïðàâîé ÷àñòè (9.7) ìîæíî çàïèñàòü êàê

�� + "q( ) = �
dV

d 
; V ( ) = � � "

Z
 

q(x) dx: (9.8)

Áîëåå òîãî, äâèæåíèå ÷àñòèöû ïåðåäåìïôèðîâàíî, ïîñêîëüêó ó ôàçû

 íåò èíåðöèè.1 Â îòñóòñòâèå øóìà ÷àñòèöà ëèáî ñèäèò â ìèíèìóìå
1 Äâèæåíèå ÷àñòèöû â ñðåäå ñ òðåíèåì îáû÷íî ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

m�x + 
 _x + dV=dx = 0 (ñð. ñ (7.69) è (7.71)), íî, åñëè çàòóõàíèå î÷åíü

âåëèêî (
 ! 1), òî âòîðîé ïðîèçâîäíîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ïîëó÷èòü

óðàâíåíèå âèäà (9.6). Òî æå ñàìîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäåëåm! 0.



9.2 Ñèíõðîíèçàöèÿ â ïðèñóòñòâèè øóìà Æ

��
��
��
��
��
k307

ïîòåíöèàëà, ëèáî ñêàòûâàåòñÿ âíèç (ðèñ. 9.1). Ïîòåíöèàë ñ ìèíèìó-

ìàìè îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ2 è ñîîòâåòñòâó-

åò ñèíõðîíèçàöèè, â òî âðåìÿ êàê ìîíîòîííûé ïîòåíöèàë îòâå÷àåò

êâàçèïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèþ ñ âðàùàþùåéñÿ ôàçîé (ñì. òàêæå

îáñóæäåíèå ýòîé ñèòóàöèè íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå â ðàçäåëå 3.4).

Øóì ñëàáî âëèÿåò íà êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ðåæèì: çäåñü ñðåäíÿÿ

ñêîðîñòü ÷àñòèöû íå ðàâíà íóëþ, è îíà ñëàáî ìåíÿåòñÿ â ïðèñóòñòâèè

øóìà. Âëèÿíèå æå øóìà íà ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü âåñüìà

ñèëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, øóì ìîæåò âûáèòü ÷àñòèöó èç óñòîé÷èâîãî

ñîñòîÿíèÿ; åñëè îí äîñòàòî÷íî âåëèê, òî îí ìîæåò ïåðåâåñòè ¾÷à-

ñòèöó¿ â ñîñåäíåå óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå. Ïðè ýòîì ôàçà ìåíÿåòñÿ

íà �2�, ýòî ÿâëåíèå íàçûâàþò ïðîñêîêîì ôàçû (phase slip), îíî

ïîêàçàíî íà ðèñ. 9.2. ×òîáû ïðîèçîøåë ïðîñêîê, ÷àñòèöà äîëæíà ïðå-

îäîëåòü ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð �V�, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü ïðîñêîêà

ìîæåò áûòü ìàëà. Â îáùåì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ïðîñêîêà ðàñòåò ñ

èíòåíñèâíîñòüþ øóìà è óáûâàåò ñ âûñîòîé áàðüåðà, ïîýòîìó, åñëè

� 6= 0, òî âåðîÿòíîñòè ïðîñêîêîâ +2� è �2� ðàçëè÷íû, è ÷àñòèöà â

ñðåäíåì äâèæåòñÿ â îäíó ñòîðîíó. Íàáëþäàåìàÿ ïðè ýòîì ðàçíîñòü

÷àñòîò 

 
= h _ i íå ðàâíà íóëþ.3 Èçìåíåíèå ôàçû âî âðåìåíè íà-

ïîìèíàåò ñëó÷àé ÷èñòî äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû âáëèçè ïîðîãà

ñèíõðîíèçàöèè (ñð. ðèñ. 9.2 ñ ðèñ. 7.5), òîëüêî òåïåðü ïðîñêîêè ôàçû

2 Äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé òîëüêî îäíîãî ìèíèìóìà íà

ïåðèîäå [0; 2�).
3 Äëÿ óäîáñòâà çäåñü ÷åðåç 
 = h _ i îáîçíà÷åíà ðàçíîñòü ìåæäó íàáëþäà-

åìîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèé è ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû èëè ìåæäó íàáëþäà-

åìûìè ÷àñòîòàìè ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ.

–∆

∆

(a) (b)

V+

V

Ðèñ. 9.1. Ôàçà êàê ÷àñòèöà â íàêëîííîì ïîòåíöèàëå V ( ). (a) Ñëó-

÷àé ñèíõðîíèçàöèè: ÷àñòèöà ñèäèò â ìèíèìóìàõ ïîòåíöèàëà. (b) Âíå

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ÷àñòèöà ñêàòûâàåòñÿ âíèç. Èç [Pikovsky et al.

2000].
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ïðîèñõîäÿò íåðåãóëÿðíî.

Ïðè êà÷åñòâåííîì îïèñàíèè ïðîöåññîâ íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ñëó-

÷àè îãðàíè÷åííîãî è íåîãðàíè÷åííîãî øóìà. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì

(íàïðèìåð, ãàóññîâñêîì) øóìå âîçìîæíû î÷åíü áîëüøèå ôëóêòóà-

öèè, ñïîñîáíûå âûçâàòü ïðîñêîê, äàæå åñëè áàðüåð �V âåëèê. Â

ýòîé ñèòóàöèè ïðîñêîêè âîçíèêàþò ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîé èíòåí-

ñèâíîñòè øóìà, è ïðè ëþáîì íåíóëåâîì � âåðîÿòíîñòè ïðîñêîêà

âïðàâî è âëåâî ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó ðàçíîñòü ÷àñòîò 

 
åñòü ìîíî-

òîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ � è îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè (îáëàñòü,

ãäå 

 
= 0) èñ÷åçàåò. Ïðè îãðàíè÷åííîì øóìå íàáëþäàåòñÿ äðóãîé

ñöåíàðèé. Òåïåðü ïðè ìàëîì (ïî ñðàâíåíèþ ñ âûñîòîé áàðüåðà) øóìå

ïðîñêîêè íåâîçìîæíû, è íàáëþäàåìàÿ ðàçíîñòü ÷àñòîò â òî÷íîñòè

ðàâíà íóëþ. Òîëüêî åñëè áàðüåðû ìàëû, òî íàáëþäàþòñÿ ïðîñêîêè è

ñèíõðîíèçàöèÿ â îáùåì ñëó÷àå ðàçðóøàåòñÿ. Ýòè äâå âîçìîæíîñòè

ïîêàçàíû íà ðèñ. 9.3.

0 200 400 600 800 1000
×ÒÅÍÑ

−30

−20

−10

0

10

ψ
/2

π

(a)

3

−π 0 p
ψ

(d)

(c)

1

2

(b)

Ðèñ. 9.2. (a) Êàðòèíà ëàíæåâåíîâñêîé äèíàìèêè ïðè ðàçëè÷íûõ àì-

ïëèòóäå øóìà �2 è ðàññòðîéêå �. Êðèâàÿ 1: äèôôóçèÿ ôàçû â ¾ñâî-

áîäíûõ¿ àâòîêîëåáàíèÿõ (" = 0). Êðèâàÿ 2: ìàëûé øóì è íåáîëüøàÿ

ðàññòðîéêà. Êðèâàÿ 3: òà æå ðàññòðîéêà, ÷òî è â ñëó÷àå 2, íî ïðè áîëü-

øåì øóìå; ïðîñêîêè ïðîèñõîäÿò ÷àùå è ôàçà âðàùàåòñÿ áûñòðåå. Íà

(b)�(d) ïîêàçàíû ãèñòîãðàììû ôàçû, âçÿòîé ïî ìîäóëþ 2� äëÿ êðèâûõ

1�3. Ïðè ñâîáîäíîé äèôôóçèè ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èìååòñÿ ìàêñèìóì âáëèçè óñòîé÷èâîãî çíà÷åíèÿ

ôàçû äëÿ ñèñòåìû áåç øóìà. Èç [Pikovsky et al. 2000].
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Ââèäó ñêàçàííîãî âûøå óìåñòíî îáñóäèòü îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ

ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìàõ ñ øóìîì. Åñëè îïðåäåëÿòü ñèíõðîíèçà-

öèþ êàê ñòðîãîå ñîâïàäåíèå ÷àñòîò è îòñóòñòâèå ïðîñêîêè ôàçû, òî

ñëó÷àé, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 9.3b, ýòîìó îïðåäåëåíèþ óäîâëåòâîðÿòü

íå áóäåò. Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì íåñêîëüêî îñëàáèòü óñëîâèå

ñòðîãîãî ñîâïàäåíèÿ ÷àñòîò, åñëè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ñèñòåìàìè

ñ ôëóêòóàöèÿìè, è ñ÷èòàòü ñèòóàöèþ êàê íà ðèñ. 9.2 è 9.3b, ïðè

êîòîðîé ÷àñòîòû î÷åíü áëèçêè, ñèíõðîííîé èëè ïî÷òè ñèíõðîííîé.

Ê ðàññìîòðåíèþ ëàíæåâåíîâñêîé äèíàìèêè ìîæíî ïîäîéòè è ñ

äðóãîé ñòîðîíû, çàäàâøèñü âîïðîñîì: êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà âëè-

ÿåò íà ôëóêòóàöèè ôàçû. Èç êà÷åñòâåííîé êàðòèíû ðèñ. 9.1 ÿñíî,

÷òî ñèëà ïîäàâëÿåò íå òîëüêî ñðåäíþþ ñêîðîñòü ÷àñòèöû, íî è

äèôôóçèþ. Ïîñòîÿííàÿ äèôôóçèè ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü ïðè

îãðàíè÷åííîì øóìå, íî äàæå ïðè íåîãðàíè÷åííîì ãàóññîâñêîì øóìå

îíà áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà â öåíòðå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè �

íèæå ìû ïîêàæåì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ áåëîãî øóìà.

9.2.2 Êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå â ñëó÷àå áåëîãî
øóìà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå ñèíõðîíèçàöèè â

ïðèñóòñòâèè ôëóêòóàöèé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü øóì

ñ õîðîøèìè ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Åñëè îí ãàóññîâñêèé è

Æ-êîððåëèðîâàííûé, òî ìîæíî ïðèìåíèòü ìîùíûé ìåòîä, îñíîâàí-

íûé íà òåîðèè Ôîêêåðà�Ïëàíêà [Ñòðàòîíîâè÷ 1963; Risken 1989;

Gardiner 1990], ïîýòîìó ìû áóäåì âî âñåì ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëà-

ãàòü øóì èìåííî òàêèì. Ñðåäíåå çíà÷åíèå øóìà � ïðåäïîëàãàåòñÿ

ðàâíûì íóëþ (èíà÷å åãî ìîæíî âêëþ÷èòü â ðàññòðîéêó ÷àñòîòû

ψψ ΩΩ(a)

νν

(b)

Ðèñ. 9.3. Çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ÷àñòîò îò ðàññòðîéêè äëÿ îãðàíè-

÷åííîãî (a) è íåîãðàíè÷åííîãî (b) øóìà. Ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê

(îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè) ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëîì îãðàíè÷åííîì øóìå,

íî èñ÷åçàåò ïðè íåîãðàíè÷åííîì øóìå.



Æ

��
��
��
��
��
k310 Ãëàâà 9. Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñèñòåìàõ ñ øóìîì

�: � ! � � h�i), åãî èíòåíñèâíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ åäèíñòâåííûì

ïàðàìåòðîì �
2, ñì. (9.5). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòîõàñòè÷åñêîå

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (9.7) â ñìûñëå Ñòðàòîíîâè÷à. Òîãäà

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ôàçû P ( ; t) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ Ôîêêåðà�Ïëàíêà (ÓÔÏ) [Ñòðàòîíîâè÷ 1963; Risken 1989;

Gardiner 1990]:

@P

@t
= �

@[(�� + "q( ))P ]

@ 
+ �

2 @
2
P

@ 2
: (9.9)

Ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìà çàïèñè

@P

@t
+
@S

@ 
= 0

ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ââåñòè ïîòîê S êàê

S = �P
dV

d 
� �

2 @P

@ 
; (9.10)

çäåñü V � ïîòåíöèàë, îïðåäåëåííûé ñîãëàñíî (9.8).

Áóäåì èñêàòü ñòàöèîíàðíóþ (íå çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè) ïëîò-

íîñòü âåðîÿòíîñòè. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ÓÔÏ (9.9) äîëæíî áûòü

2�-ïåðèîäè÷íî ïî  , è ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

óäîâëåòâîðÿåò è óðàâíåíèþ (9.9), è ýòîìó óñëîâèþ:

�P ( ) =
1

C

Z
 +2�

 

exp

�
V ( 0)� V ( )

�2

�
d 

0
: (9.11)

Ïîñòîÿííàÿ C íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè
R 2�
0

�P ( ) d = 1.

Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå (9.11), ìîæíî íàéòè ïîñòîÿííûé ïîòîê âåðîÿò-

íîñòè S

S =
�
2

C
(1� e

2����2);

êîòîðûé íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñî ñðåäíåé ðàçíîñòüþ ÷àñòîò 

 
.

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëÿÿ h _ i ïî óðàâíåíèþ Ëàíæåâåíà (9.7) è èñ-

ïîëüçóÿ (9.10), ïîëó÷àåì



 
= h _ i = h�� + "q( )i =

Z 2�

0

�
dV

d 

�P ( ) d = 2�S:

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòåéøèé âèä âçàèìî-

äåéñòâèÿ q( ) = sin . Òîãäà ïîñòîÿííûå S;C âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ôóíêöèè Áåññåëÿ êîìïëåêñíîãî ïîðÿäêà [Ñòðàòîíîâè÷ 1963], íî äëÿ

ïðàêòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íàìíîãî óäîáíåå ïðåäñòàâëåíèå
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ðåøåíèÿ â âèäå öåïíîé äðîáè [Ìàëàõîâ 1968; Risken 1989]. Ïðåäñòà-

âëÿÿ �P ( ) â âèäå ðÿäà Ôóðüå

�P =

+1X
�1

P
n
e
in 

è ïîäñòàâëëÿ ýòî âûðàæåíèå â (9.10), ïîëó÷èì ñèñòåìó áåñêîíå÷íîãî

÷èñëà óðàâíåíèé

�(in�2 + �)P
n
+

"

2i
(P

n�1 � P
n+1) = SÆ

n;0: (9.12)

Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ñëåäóåò P0 = 1=2�, à òî, ÷òî �P � äåéñòâè-

òåëüíî, îçíà÷àåò, ÷òî P�n = P
�
n
. Ïåðåïèñûâàÿ (9.12) ïðè n > 0 êàê

P
n

P
n�1

=
1

(� + in�2)2i
"

+
Pn+1

Pn

è èòåðèðóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, íà÷èíàÿ ñ n = 1, ïîëó÷àåì ðåøåíèå â

âèäå áûñòðî ñõîäÿùåéñÿ (è ïîýòîìó î÷åíü óäîáíîé ïðè ÷èñëåííîì

àíàëèçå) öåïíîé äðîáè

P1 =
(2�)�1

2
i� � �

2

"
+

1

2
i� � 2�2

"
+

1

2
i� � 3�2

"
+ � � �

(9.13)

Èç (9.12) ïðè n = 0 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïåðâîé ãàðìîíèêîé

P1 è ïîòîêîì S:

S = �
�

2�
� " Im(P1):

Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé ðàçíîñòè ÷àñòîò:



 
= �� � 2�" Im(P1):

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü P1 äàåò ëÿïóíîâñêèé

ïîêàçàòåëü äèíàìèêè ôàçû. Äåéñòâèòåëüíî, ëèíåàðèçóÿ (9.7) ïðè

q( ) = sin , ïîëó÷èì

dÆ 

dt
= " cos � Æ ;

è ñðåäíèé ëîãàðèôì âîçìóùåíèÿ ðàñòåò êàê

� =

�
d ln Æ 

dt

�
= "hcos i = 2�Re(P1):

Ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü õàðàêòåðèçóåò óñòîé÷èâîñòü ôàçû. Ïðè íó-

ëåâîì øóìå (�2 = 0) òîëüêî ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî, â òî
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âðåìÿ êàê â êâàçèïåðèîäè÷åñêîì ñîñòîÿíèè ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü

îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ïðè �2 > 0 êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè

ðåæèìàìè èñ÷åçàåò: ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü îòðèöàòåëåí ïðè âñåõ

ðàññòðîéêàõ �.

Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ðàçíîñòè ÷àñòîò è ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ

îò ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 9.4. (Èç âûðàæåíèÿ (9.13) âèäíî,

÷òî âåëè÷èíà P1 çàâèñèò ôàêòè÷åñêè òîëüêî îò äâóõ ïàðàìåòðîâ �="

è �2=", ïîýòîìó ìû çàôèêñèðîâàëè " è ïîêàçûâàåì íà ðèñ. 9.4 îäíî-

ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ.) Â ïðåäåëå �2 ! 0 ïîëó÷àåòñÿ

÷èñòî äåòåðìèíèðîâàííîå ðåøåíèå, òàêîå æå, êàê â ãëàâå 7. Øóì

ðàçìûâàåò ãîðèçîíòàëüíûé ó÷àñòîê â çàâèñèìîñòè ðàçíîñòè ÷àñòîò



 
îò ðàññòðîéêè �, õîòÿ ïðè ìàëîé åãî èíòåíñèâíîñòè èçìåíåíèÿ â

öåíòðå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû.

Ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü âñåãäà îòðèöàòåëåí, êàê â îáëàñòè ñèí-

õðîíèçàöèè âîêðóã � = 0, òàê è â îáëàñòè, ãäå äåòåðìèíèðîâàí-

íàÿ äèíàìèêà êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ. Òàêèì îáðàçîì, äèíàìèêà ôàçû

óñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ýòî

ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè ñèíõðîíèçîâàòü èäåíòè÷íûå îñöèëëÿòîðû,

âîçäåéñòâóÿ íà íèõ îáùèì øóìîì (ñì. ðàçäåë 15.2).

Äîâîëüíî ïîëíîå ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå äèíàìèêè ôàçû ìîæíî

äàòü â ñëó÷àå ñëàáîãî øóìà [Ñòðàòîíîâè÷ 1963]. Â ýòîì ñëó÷àå ïðî-

–2 –1 0 1 2
ν

–2

–1

0

1

2

Ω
ψ

–1.0

–0.8

–0.6

–0.4

–0.2

0.0

λ

(a)

(b)

Ðèñ. 9.4. Ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü (a) è ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà (b) àâòîêîëå-
áàíèé ñ øóìîì è âíåøíåé ñèëîé ïðè " = 1 è ðàçëè÷íûõ àìïëèòóäàõ

øóìà (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ: �2 = 0:01; ïóíêòèð: �2 = 0:1; øòðèõîâàÿ

ëèíèÿ: �2 = 1; äëèííûå øòðèõè: �2 = 10).
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ñêîêè ôàçû ðåäêè è èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåäêèå èçîëèðîâàí-

íûå ñîáûòèÿ, äëèòåëüíîñòü êîòîðûõ ìíîãî ìåíüøå èíòåðâàëà ìåæäó

íèìè (ñì. êðèâóþ 2 íà ðèñ. 9.2). Äèíàìèêó ôàçû ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ +2� è �2� ñêà÷êîâ. Ïîñêîëü-

êó ïðåäûäóùèé ñêà÷îê áûñòðî ¾çàáûâàåòñÿ¿, âåñü ïðîöåññ ìîæíî

àïïðîêñèìèðîâàòü ïóàññîíîâñêèì è îõàðàêòåðèçîâàòü åäèíñòâåííûì

ïàðàìåòðîì � ÷àñòîòîé ñêà÷êîâ. Åñëè ðàññòðîéêà � íå ðàâíà íóëþ, òî

÷àñòîòû ñêà÷êîâ â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ,

G+ è G�, ðàçëè÷íû. Ñðåäíÿÿ ðàçíîñòü ÷àñòîò êîëåáàíèé âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ÷àñòîòû ñêà÷êîâ êàê ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äðåéôà ôàçû



 
= 2�(G+ �G�);

à äèñïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ôàçû

h( � h i)2i = (2�)2(G+ +G�)t

äàåò ïîñòîÿííóþ äèôôóçèè. Ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû ñëåäóþò

èç òîãî, ÷òî ÷èñëà ñêà÷êîâ â ïîëîæèòåëüíîì (îòðèöàòåëüíîì) íà-

ïðàâëåíèè â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè t åñòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà ñî

ñðåäíèì G�t è äèñïåðñèåé G�t (ïðîöåññ ïóàññîíîâñêèé!); ïîñêîëüêó

ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ñêà÷êè ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû,

ñðåäíèå è äèñïåðñèè ìîæíî ïðîñòî ñêëàäûâàòü. Òî÷íûå âûðàæåíèÿ

äëÿ G� ïðèâåäåíû â êíèãå Ñòðàòîíîâè÷à [1963], îíè ïîëó÷àþòñÿ

êàê ñðåäíèå âðåìåíà, çà êîòîðûå áðîóíîâñêàÿ ÷àñòèöà ïðåîäîëåâà-

åò áàðüåðû ïîòåíöèàëà. Äèôôóçèÿ ÷åðåç áàðüåð ïðè ñëàáîì øóìå

çàäàåòñÿ èçâåñòíîé ôîðìóëîé Êðàìåðñà [Risken 1989; Gardiner 1990],

ñîãëàñíî êîòîðîé âåðîÿòíîñòü ïðåîäîëåòü áàðüåð ýêñïîíåíöèàëüíî

çàâèñèò îò åãî âûñîòû (ñì. ðèñ. 9.1):

G� / exp

�
��V�
�2

�
:

Â òèïè÷íîì ñëó÷àå îäíà èç âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäà ìíîãî áîëüøå

äðóãîé, ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñêîêîâ ôà-

çû, äëÿ êîòîðîé ðàçíîñòü ÷àñòîò è ïîñòîÿííàÿ äèôôóçèè ñëó÷àé-

íûõ áëóæäàíèé ôàçû � âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà. Òîëüêî â öåíòðå

îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, ãäå ïîòåíöèàëüíûå áàðüåðû �V� ðàâíû è

ñðåäíÿÿ ðàçíîñòü ÷àñòîò 

 
ðàâíà íóëþ, íàáëþäàþòñÿ ñëó÷àéíûå

áëóæäàíèÿ, â êîòîðûõ ñêà÷êè â ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì

íàïðàâëåíèÿõ ïðîèñõîäÿò ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïî-

ñòîÿííàÿ äèôôóçèè ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà ïðè ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ

èíòåíñèâíîñòè øóìà.
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9.2.3 Ñèíõðîíèçàöèÿ êâàçèãàðìîíè÷åñêîé
ôëóêòóèðóþùåé ñèëîé

Íèæå ìû îáñóäèì àâòîêîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì êâàçèãàðìîíè÷åñêîé

(óçêîïîëîñíîé) ñòîõàñòè÷åñêîé ñèëû. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à åñòåñòâåííûì

îáðàçîì âîçíèêàåò äëÿ ñèñòåì ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè (ðàçäåë 7.5).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñèãíàë, íåñóùèé îïðåäåëåííóþ èíôîðìàöèþ,

íåîáõîäèìî äåìîäóëèðîâàòü, èñïîëüçóÿ ýôôåêò ñèíõðîíèçàöèè, òî

ÿñíî, ÷òî ýòîò ñèãíàë íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ÷èñòî ïåðèîäè÷å-

ñêèé, à íåîáõîäèìî ñ÷èòàòü ñèãíàëîì ñ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ àì-

ïëèòóäîé è ÷àñòîòîé. Êàê îáû÷íî â òåîðèè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè,

ýòè èçìåíåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûìè, íî îòíîñèòåëüíî ìåäëåí-

íûìè (ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé). Òàêîé ïîäõîä êàê ðàç è

ïðèâîäèò ê çàäà÷å ñèíõðîíèçàöèè óçêîïîëîñíûì ñëó÷àéíûì ñèãíà-

ëîì.

Ïîñêîëüêó ìîäóëÿöèÿ ÷àñòîòû è àìïëèòóäû ìåäëåííàÿ, ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü îñíîâíóþ ìîäåëü äëÿ ôàçîâîé äèíàìèêè (9.6), â êîòîðîé

ðàññòðîéêó � è àìïëèòóäó " ñëåäóåò ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè

âðåìåíè:

d 

dt
= ��(t) + "(t)q( ): (9.14)

Ïðè äàëüíåéøåì àíàëèçå ôëóêòóàöèé ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü èçìå-

íåíèÿ � è " ìàëûìè. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü

� = �0 +��(t); " = "0 +�"(t);  =  0 +� (t):

Ïðåäïîëàãàÿ äàëåå ïðîñòåéøóþ ôîðìó íåëèíåéíîãî ÷ëåíà q( ) =

� sin , ïîëó÷àåì ïîñëå ëèíåàðèçàöèè

d� 

dt
= �

q
"
2
0 � �

2
0� +��(t) +

�0

"0
�"(t):

Èç ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü ñïåêòð ìîùíîñòè

ïðîöåññà � (t) ÷åðåç ñïåêòðû �(t) è "(t), åñëè ïðåäïîëîæèòü ñòàòè-

ñòè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü ôëóêòóàöèé ÷àñòîòû è àìïëèòóäû:

S
 
(&) =

S
�
(&) + �

2
0"
�2
0 S

"
(&)

"20 � �20 + &2
:

Ýòà ôîðìóëà (ñð. ñ [Ëàíäà 1980]) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôëóêòóàöèè ôàçû

îñòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè â öåíòðå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè (j�0j <
j"0j) è ðàñõîäÿòñÿ íà åå êðàÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè çàäàííûõ ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ìîäóëÿöèè ñóùåñòâóåò îáëàñòü, ãäå ïðî-

ñêîêè ôàçû íå íàáëþäàþòñÿ, àíàëîãè÷íî ñèòóàöèè, ïðåäñòàâëåííîé
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íà ðèñ. 9.3a. Â êîíòåêñòå ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè ýòî îçíà÷àåò ïî-

÷òè èäåàëüíóþ äåìîäóëÿöèþ âõîäíîãî ñèãíàëà. Âáëèçè ãðàíèö îáëà-

ñòè ñèíõðîíèçàöèè ïðîñêîêè íåèçáåæíû � çäåñü ñèñòåìà ðàáîòàåò ñ

îøèáêàìè.

Íàïîìíèì ÷èòàòåëþ, ÷òî ïåðåìåííàÿ  åñòü ðàçíîñòü ôàç àâòîêî-

ëåáàíèé è âíåøíåé ñèëû (ñì. (7.22)), ïîýòîìó çàõâàò ôàçû óçêîïî-

ëîñíûì ñèãíàëîì íå ïðèâîäèò ê ïîäàâëåíèþ åå äèôôóçèè: ôàçà àâ-

òîêîëåáàíèé ïðîñòî ïîâòîðÿåò ñëó÷àéíûå èçìåíåíèÿ ôàçû âíåøíåé

ñèëû.

9.2.4 Âçàèìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ àâòîêîëåáàíèé ñ
øóìîì

Ìû ðàññìàòðèâàëè âëèÿíèå øóìà íà ñèíõðîíèçàöèþ àâòîêîëåáàíèé

ïåðèîäè÷åñêèì âîçäåéñòâèåì. Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ãëàâå 8, óðàâ-

íåíèÿ äëÿ ðàçíîñòè ôàç äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ èìåþò òî÷íî

òàêîé æå âèä. Ïîýòîìó ïîâåäåíèå ðàçíîñòè ôàç äâóõ îñöèëëÿòîðîâ

ñ øóìîì îïèñûâàåòñÿ èçëîæåííîé âûøå òåîðèåé. Îäíàêî â ñëó÷àå

äâóõ îñöèëëÿòîðîâ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íå òîëüêî ðàçíîñòü ôàç.

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ (íàïðèìåð òàì, ãäå îñöèëëÿòîðû èñïîëüçó-

þòñÿ â êà÷åñòâå ÷àñîâ) âàæíî êà÷åñòâî êîëåáàíèé, ò.å. ïîñòîÿííûå

äèôôóçèè êàæäîé èç ôàç.

Çäåñü ìû ïîêàæåì, êàê ñâÿçü ìîæåò ïîäàâèòü äèôôóçèþ ôàç.

Ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ Ìàëàõîâó [1968], ñèíõðîíèçàöèþ äâóõ àâòîêî-

ëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñ øóìîì â ôàçîâîì ïðèáëèæåíèè:

_�1 = !1 + "1 sin(�2 � �1) + �1;

_�2 = !2 + "2 sin(�1 � �2) + �2:

Íèæå èíòåíñèâíîñòè ôëóêòóàöèé

h�
i
(t)�

j
(t0)i = 2�2

i
Æ
ij
Æ(t� t

0)

è ïàðàìåòðû ñâÿçè ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, à ÷àñòîòû îäèíàêîâûìè:

!1 = !2 = !. Äëÿ ðàçíîñòè ôàç  = �1 � �2 è äëÿ èõ ¾ñóììû¿

� = "2�1 + "1�2 ïîëó÷àåì

_ = �("1 + "2) sin + �1 � �2;

_� = "2�1 + "1�2 + !("1 + "2):

Óðàâíåíèå äëÿ  îïèñûâàåò âçàèìíóþ ñèíõðîíèçàöèþ îñöèëëÿ-

òîðîâ, îíî ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (9.7). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

ðàçíîñòè ôàç ïðèìåíèìà ðàçâèòàÿ âûøå â ðàçäåëå 9.2 òåîðèÿ. Íå
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ïîâòîðÿÿ åå çäåñü, îòìåòèì òîëüêî, ÷òî äèôôóçèÿ ðàçíîñòè ôàç  

ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà ïðè ñèëüíîé ñâÿçè. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòî-

ìó, äëÿ ïåðåìåííîé � íåò âîçâðàùàþùåé ñèëû, è îíà äåìîíñòðèðóåò

ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé äèôôóçèè

D
�
= 2("22�

2
1 + "

2
1�

2
2);

â êîòîðóþ âíîñÿò âêëàä îáå ñëó÷àéíûõ ñèëû.

Ïðåäñòàâëÿÿ ôàçû àâòîêîëåáàíèé êàê

�1 =
"1 + �

"1 + "2
; �2 =

�"2 + �

"1 + "2

è ïðåíåáðåãàÿ ðàçíîñòüþ ôàç  ïî ñðàâíåíèþ ñ ñóììîé � (ýòî ìîæ-

íî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó ïîñòîÿííûå äèôôóçèè ýòèõ âåëè÷èí ñèëüíî

ðàçëè÷àþòñÿ), ïîëó÷èì äëÿ ôàç îñöèëëÿòîðîâ ðàâíûå ïîñòîÿííûå

äèôôóçèè

D1 = D2 = D = 2("21�
2
2 + "

2
2�

2
1)("1 + "2)

�2
: (9.15)

Ýòó îáùóþ ïîñòîÿííóþ äèôôóçèè íóæíî ñðàâíèòü ñ âåëè÷èíàìè,

õàðàêòåðèçóþùèìè íåâçàèìîäåéñòâóþùèå àâòîêîëåáàíèÿ:

D
0
1 = 2�21 ; D

0
2 = 2�22 :

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè: "1 = 0.

Òîãäà D = 2�21 = D
0
1: êà÷åñòâî ñèíõðîíèçîâàííîãî ðåæèìà òàêîå

æå, êàê ó âûíóæäàþùåé ñèñòåìû. Ôëóêòóàöèè âî âòîðîì îñöèëëÿ-

òîðå, âûçâàííûå øóìîì �2, ïîäàâëåíû âñëåäñòâèå ñèíõðîíèçàöèè.

Ïîýòîìó, åñëè êà÷åñòâî ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà âûøå, òî îí ìîæåò

óëó÷øèòü âòîðîé: ýòîò ýôôåêò ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîùíûõ

êà÷åñòâåííûõ êîëåáàíèé. Èññëåäóÿ ôîðìóëó (9.15), ìîæíî óâèäåòü,

÷òî äàæå ïðè âçàèìíîé ñâÿçè âîçìîæíî óâåëè÷åíèå êà÷åñòâà êîëåáà-

íèé, åñëè âëèÿíèå áîëåå êà÷åñòâåííîãî îñöèëëÿòîðà (ò.å. îñöèëëÿòîðà

ñ ìåíüøèì øóìîì �
2) ñèëüíåå, ÷åì âëèÿíèå ìåíåå êà÷åñòâåííîãî.

Íàïðèìåð, åñëè ïåðâûé îñöèëëÿòîð êà÷åñòâåííåå (ò.å. �21 < �
2
2) è

åãî âëèÿíèå ñèëüíåå (ò.å. "2 > "1), òî ïîëó÷àþùàÿñÿ ïîñòîÿííàÿ

äèôôóçèè óìåíüøàåòñÿ è êà÷åñòâî êîëåáàíèé âîçðàñòàåò.

9.3 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Òåîðèÿ ñèíõðîíèçàöèè â îñöèëëÿòîðàõ ñ øóìîì áûëà ðàçâèòà óæå ê

1960-ì ãîäàì è îïèñàíà â êíèãàõ [Ñòðàòîíîâè÷ 1963; Ìàëàõîâ 1968;

Ëàíäà 1980; Risken 1989]. Â ïîñëåäíèå ãîäû â îñíîâíîì èññëåäîâà-

ëèñü àíñàìáëè îñöèëëÿòîðîâ è õàîòè÷åñêèå ñèñòåìû, ìû ïðèâîäèì

ñîîòâåòñòâóþùèå ññûëêè â ãëàâàõ 10 è 12.
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Ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ
õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì

Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ìû ðàññìîòðåëè ñèíõðîíèçàöèþ ïåðèîäè÷å-

ñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, òàêæå è ïðè íàëè÷èè øóìà, è îïèñàëè ýôôåê-

òû çàõâàòà ôàç è ÷àñòîò. Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóäèì àíàëîãè÷íûå

ýôôåêòû â õàîòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì,

÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ íåêîòîðûõ ñèñòåì, õàîòè÷åñêèé ñèãíàë

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîëåáàíèÿ ñ õàîòè÷åñêè ìîäóëèðîâàí-

íîé àìïëèòóäîé è áîëåå èëè ìåíåå ðàâíîìåðíî âðàùàþùåéñÿ ôàçîé.

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ýòîãî âðàùåíèÿ îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûé ¾ïåðè-

îä¿ õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîäñòðîåí çà ñ÷åò

âîçäåéñòâèÿ ñëàáîé ñèëû èëè ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèì îñ-

öèëëÿòîðîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû îæèäàåì, ÷òî çàõâàò ôàç è ÷àñòîò

ìîæåò íàáëþäàòüñÿ è äëÿ ñèñòåì ýòîãî êëàññà. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî

äèíàìèêà àìïëèòóä îñòàåòñÿ õàîòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêè íåèçìåíåí-

íîé âîçäåéñòâèåì/âçàèìîäåéñòâèåì.

Ýôôåêòû, îáñóæäàåìûå â ýòîé ãëàâå, áûëè èçíà÷àëüíî íàçâàíû

¾ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ¿, ÷òîáû îòëè÷èòü èõ îò äðóãèõ ÿâëåíèé

â ñâÿçàííûõ (ïîäâåðæåííûõ äåéñòâèþ ñèëû) õàîòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ

(ýòè ÿâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ÷àñòè III). Òàê êàê ñîäåðæàíèå ýòîé

ãëàâû åñòü åñòåñòâåííîå ðàçâèòèå òåîðèè, èçëîæåííîé â ïðåäûäóùèõ

ðàçäåëàõ, òî ìû â äàëüíåéøåì íàçûâàåì îïèñàííûå çäåñü ýôôåêòû

ïðîñòî ñèíõðîíèçàöèåé.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ââîäèì ïîíÿòèå ôàçû äëÿ õàîòè÷åñêèõ

ñèñòåì. Äàëåå, ìû ïðåäñòàâëÿåì ýôôåêòû çàõâàòà ôàçû õàîòè÷åñêèõ
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îñöèëëÿòîðîâ è îáñóæäàåì èõ ñî ñòàòèñòè÷åñêîé è òîïîëîãè÷åñêîé

òî÷åê çðåíèÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì êàê çàõâàò õàîòè÷åñêîãî îñöèë-

ëÿòîðà ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé, òàê è âçàèìíóþ ñèíõðîíèçàöèþ äâóõ

íåèäåíòè÷íûõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàøå èçëîæåíèå ïðåäïîëàãàåò,

÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îñíîâàìè òåîðèè õàîñà.

10.1 Ôàçà õàîòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

10.1.1 Ïîíÿòèå ôàçû

Ïåðâàÿ ïðîáëåìà â ðàñïðîñòðàíåíèè îñíîâíûõ èäåé òåîðèè ñèíõðî-

íèçàöèè íà ñëó÷àé õàîòè÷åñêèõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñîñòîèò

â òîì, ÷òîáû ââåñòè äëÿ ýòèõ ñèñòåì ïîíÿòèå ôàçû. Äëÿ ïåðèîäè-

÷åñêèõ êîëåáàíèé ìû îïðåäåëèëè ôàçó êàê ïåðåìåííóþ, ïàðàìåòðè-

çóþùóþ äâèæåíèå ïî ïðåäåëüíîìó öèêëó è ðàñòóùóþ ïðîïîðöèî-

íàëüíî âðåìåíè (ñì. ðàçäåë 7.1). Ââåäåííàÿ òàêèì ñïîñîáîì ôàçà

âðàùàåòñÿ ðàâíîìåðíî è ñîîòâåòñòâóåò íåéòðàëüíî óñòîé÷èâîìó (ò.å.

èìåþùåìó íóëåâîé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü) íàïðàâëåíèþ â ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå. Íàøà öåëü � îáîáùèòü ýòî îïðåäåëåíèå òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû:

(i) îíî ïðàâèëüíî äàâàëî ôàçó äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò (è, ñëå-

äîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿëî î÷åâèäíîìó òðåáîâàíèþ âêëþ÷àòü â

ñåáÿ ñòàðûé ñëó÷àé) è äàâàëî ðàçóìíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìíî-

ãîîáîðîòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, âëîæåííûõ â õàîòè÷åñêèé

àòòðàêòîð;1

(ii) îíî äàâàëî ôàçó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñäâèãó èçîáðàæàþùåé òî÷-

êè âäîëü ïîòîêà, à, ñëåäîâàòåëüíî, è íóëåâîìó ëÿïóíîâñêîìó

ïîêàçàòåëþ;

(iii) ïîëó÷àåìàÿ ôàçà èìåëà ÿñíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë è ìîãëà áûòü

ëåãêî âû÷èñëåíà.

Ïî-âèäèìîìó, íå ñóùåñòâóåò îáùåãî è ñòðîãîãî ñïîñîáà óäîâëåòâî-

ðèòü ýòè òðåáîâàíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû. Ìû

ïðåäñòàâëÿåì çäåñü ïîäõîä, êîòîðûé, ïî-êðàéíåé ìåðå ÷àñòè÷íî, îò-

âå÷àåò ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå óñëîâèÿì.

1 Íàïîìíèì ÷èòàòåëþ, ÷òî õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî

êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâèæåíèé âäîëü íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

îðáèò (ÍÏÎ), âëîæåííûõ â ñòðàííûé àòòðàêòîð; îáñóæäåíèå è ññûëêè

äàíû â ðàçäåëå 10.2. Ñâîéñòâà ôàçû â òåðìèíàõ ÍÏÎ ðàññìîòðåíû â

ðàçäåëå 10.2.3.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ìîæåì ñêîíñòðóèðîâàòü îòîáðàæåíèå Ïóàí-

êàðå äëÿ àâòîíîìíîé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì,

ò.å. ìû ìîæåì âûáðàòü ñåêóùóþ ïîâåðõíîñòü òàê, ÷òî îíà òðàíñâåð-

ñàëüíî ïåðåñåêàåòñÿ âñåìè òðàåêòîðèÿìè õàîòè÷åñêîãî (ñòðàííîãî)

àòòðàêòîðà. Òîãäà äëÿ êàæäîãî îòðåçêà òðàåêòîðèè ìåæäó äâóìÿ

ïåðåñå÷åíèÿìè ñ ïîâåðõíîñòüþ ìû îïðåäåëèì ôàçó êàê ëèíåéíóþ

ôóíêöèþ âðåìåíè, òàê ÷òî ôàçà âîçðàñòàåò íà 2� ñ êàæäûì âîçâðà-

ùåíèåì íà ñåêóùóþ ïîâåðõíîñòü:

�(t) = 2�
t� t

n

t
n+1 � t

n

+ 2�n; t
n
� t < t

n+1: (10.1)

Çäåñü t
n
� ýòî âðåìÿ n-îãî ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè. Î÷å-

âèäíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íåîäíîçíà÷íî, òàê êàê îíî ñóùåñòâåííî

çàâèñèò îò âûáîðà ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå. Òåì íå ìåíåå, ââåäåííàÿ òàêèì

ñïîñîáîì ôàçà óäîâëåòâîðÿåò ïåðå÷èñëåííûì âûøå òðåáîâàíèÿì.

(i) Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ òîëüêî îäèí ðàç ïå-

ðåñåêàåò ñåêóùóþ ïîâåðõíîñòü, ôàçà (10.1) ïîëíîñòüþ ñîîò-

âåòñòâóåò óðàâíåíèþ (7.3). Ýòî íå âåðíî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

îðáèò, èìåþùèõ íåñêîëüêî ïåðåñå÷åíèé ñ ïîâåðõíîñòüþ: äëÿ

òàêèõ òðàåêòîðèé ôàçà (10.1) åñòü êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

âðåìåíè. Äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè

ìîæíî âûáðàòü ìàëûé ó÷àñòîê ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè âîêðóã

íåå è îïðåäåëèòü ôàçó, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (7.3), íî

ýòî íåâîçìîæíî ñäåëàòü ãëîáàëüíî, ò.å. äëÿ âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ

îðáèò. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ñ ïå-

ðèîäîì T íàáåã ôàçû â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (10.1) ðàâåí

�(T )��(0) = 2�N , ãäå N � ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé îðáèòû ñ ñåêóùåé

ïîâåðõíîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ôàçû

äàåò ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ÷àñòîòû (è ïîýòîìó ìû ñ÷èòàåì

ýòî îïðåäåëåíèå ðàçóìíûì). Îòìåòèì, ÷òî N åñòü íå ÷òî èíîå,

êàê ïåðèîä ñîîòâåòñòâóþùåé îðáèòû îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå;

ìû íàçûâàåì åãî òîïîëîãè÷åñêèì ïåðèîäîì (ýòî ïîíÿòèå âàæíî

äëÿ ðàçäåëà 10.2).

(ii) Ëîêàëüíî ôàçà (10.1) ïðîïîðöèîíàëüíà âðåìåíè, ïîýòîìó åå

âîçìóùåíèÿ íå íàðàñòàþò è íå óáûâàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ôàçà

(10.1) ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ.

(iii) Ôàçà (10.1) ó÷èòûâàåò ¾îáîðîòû¿ õàîòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà,

ãäå îáîðîòû îïðåäåëÿþòñÿ âûáîðîì îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå: êà-

æäàÿ èòåðàöèÿ îòîáðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòíà îäíîìó ¾ïåðèîäó¿
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ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Òàêóþ ôàçó ëåãêî âû÷è-

ñëèòü; áîëåå òîãî, åñëè íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî îïèñàíèå äèíàìè-

êè â òåðìèíàõ çàõâàòà ÷àñòîò, òî ìû ìîæåì ïðîñòî âû÷èñëèòü

(ñðåäíþþ) ÷àñòîòó êàê ÷èñëî âîçâðàòîâ ê ñåêóùåé Ïóàíêàðå

(ò.å. ÷èñëî ¾ïåðèîäîâ¿) çà åäèíèöó âðåìåíè.

Ôàçà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé êîìïîíåíòîé ÷àñòî èñïîëüçóåìîãî â íåëè-

íåéíîé äèíàìèêå ñâåäåíèÿ ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ê äèñ-

êðåòíîìó îòîáðàæåíèþ Ïóàíêàðå (ñì., íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ (10.7)

è (10.8) íèæå). Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå îáû÷íî èäóò äðóãèì

ïóòåì: íà÷àâ ñ îòîáðàæåíèÿ, ïåðåõîäÿò ê íåïðåðûâíîìó âðåìåíè, èñ-

ïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ ñïåöèàëüíîãî ïîòîêà [Êîðíôåëüä è äð. 1982].

×òîáû íå áûòü ñëèøêîì àáñòðàêòíûìè, ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò

ïîäõîä äâóìÿ ìîäåëÿìè � îñíîâíûìè ïðîòîòèïàìè íåëèíåéíîé äè-

íàìèêè, à èìåííî, îñöèëëÿòîðàìè Ð¼ññëåðà [R�ossler 1976] è Ëîðåíöà

[Lorenz 1963]. Îáà ÿâëÿþòñÿ òðåõìåðíûìè äèññèïàòèâíûìè ñèñòåìà-

ìè ñî ñòðàííûì àòòðàêòîðîì.

Ïðîñòîé ñëó÷àé: ñèñòåìà Ð¼ññëåðà

Äèíàìèêà ñèñòåìû Ð¼ññëåðà

_x = �y � z;

_y = x+ 0:15y;

_z = 0:4 + z(x� 8:5);

(10.2)

ïîêàçàíà íà ðèñ. 10.1. Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè x(t) è y(t) ìîãóò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ¾ïî÷òè ñèíóñîèäàëüíûå¿ õàîòè÷åñêè ìîäóëè-

ðîâàííûå êîëåáàíèÿ, â òî âðåìÿ êàê z(t) åñòü õàîòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü èìïóëüñîâ. Ïîäõîäÿùèì âûáîðîì ñåêóùåé Ïóàíêàðå äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ôàçû â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (10.1) ìîæåò áûòü,

íàïðèìåð, ïîëóïëîñêîñòü y = 0; x < 0. Ïðîåêöèÿ ôàçîâîãî ïîð-

òðåòà íà ïëîñêîñòü (x; y) âûãëÿäèò ðàçìûòûì ïðåäåëüíûì öèêëîì

ñ õîðîøî îïðåäåëåííûìè âðàùåíèÿìè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò. Â

ýòîì è ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî òàêæå ââåñòè óãëîâóþ ïåðåìåííóþ �

ïóòåì ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì (ñ öåíòðîì, ñîâïàäàþùèì

ñ öåíòðîì âðàùåíèÿ, ñð. ñ [Goryachev and Kapral 1996; Pikovsky et al.

1996]):

� = tan�1(y=x): (10.3)

Óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ � ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ëåãêî âû÷èñëÿ-

åìàÿ îöåíêà ôàçû �; äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ðàçëè÷èå ìåæäó � è �

ïðåíåáðåæèìî ìàëî [Pikovsky et al. 1996].
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Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ ôàçà � è ïîäîáíàÿ ôàçå ïåðåìåííàÿ � íå ñî-

âïàäàþò ìèêðîñêîïè÷åñêè (ò.å. íà ìàñøòàáàõ âðåìåíè ìåíüøèõ õà-

ðàêòåðíîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé, ñì. ðèñ. 10.3), îíè äàþò îäèíàêîâûå

ñðåäíèå ÷àñòîòû: ÷àñòîòà, îïðåäåëåííàÿ êàê ñðåäíåå ïî âðåìåíè îò

hd�=dti, ñîâïàäàåò ñ íåïîñðåäñòâåííûì îïðåäåëåíèåì ñðåäíåé ÷àñòî-

òû êàê ñðåäíåãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ñåêóùåé Ïóàíêàðå çà åäèíèöó

âðåìåíè. Ôàçà ìîæåò áûòü òàêæå îïðåäåëåíà ïî ¾êîëåáàòåëüíîé¿

íàáëþäàåìîé (êàê x, òàê è y îäèíàêîâî ïîäõîäÿò äëÿ ýòîé öåëè) è ñ

ïîìîùüþ ìåòîäà àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà, îñíîâàííîãî íà ïðåîáðàçî-

âàíèè Ãèëüáåðòà; ýòîò ìåòîä îñîáåííî ïîëåçåí äëÿ ýêñïåðèìåíòàëü-

íûõ ïðèëîæåíèé (ñì. ïîäðîáíåå ãëàâó 6 è ïðèëîæåíèå Ï2).

Íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé: ñèñòåìà Ëîðåíöà

Ñòðàííûé àòòðàêòîð ñèñòåìû Ëîðåíöà

_x = 10(y � x);

_y = 28x� y � xz;

_z = �8=3 � z + xy;

(10.4)
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Ðèñ. 10.1. Äèíàìèêà ñèñòåìû Ð¼ññëåðà (óðàâíåíèÿ (10.2)). (a) Ïðîåê-

öèè ñòðàííîãî àòòðàêòîðà íà ïëîñêîñòè (x; y) è (x; z). Ïóíêòèðíîé ëè-

íèåé ïîêàçàíà ñåêóùàÿ Ïóàíêàðå, èñïîëüçóåìàÿ äàëåå äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ôàçû (ñì. ðèñ. 10.5). (b) Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ x; y; z.

Ïðîöåññû x(t) è y(t) ìîãóò áûòü â õîðîøåì ïðèáëèæåíèè ðàññìîòðåíû

êàê êîëåáàíèÿ ñ õàîòè÷åñêè ìîäóëèðîâàííîé àìïëèòóäîé.
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ïîêàçàííûé íà ðèñ. 10.2, òîïîëîãè÷åñêè îòëè÷àåòñÿ îò àòòðàêòîðà

Ð¼ññëåðà. Ïåðåìåííàÿ z(t) äåìîíñòðèðóåò õàðàêòåðíûå õàîòè÷åñêè

ìîäóëèðîâàííûå êîëåáàíèÿ, â òî âðåìÿ êàê x(t) è y(t) äåìîíñòðèðó-

þò äîïîëíèòåëüíî ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ î÷åâèäíîé ñèììåòðèåé (x; y) !
(�x;�y) óðàâíåíèé Ëîðåíöà. Êîëåáàíèÿ z äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíû,

ïåðåêëþ÷åíèÿ æå òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ. ×òîáû óñòðàíèòü ñëîæ-

íîñòè, âîçíèêàþùèå çà ñ÷åò íàëîæåíèÿ êîëåáàíèé è ïåðåêëþ÷åíèé,

ââåäåì ñèììåòðèçîâàííóþ íàáëþäàåìóþ u(t) =
p
x2 + y2 è ñïðîå-

öèðóåì ôàçîâûé ïîðòðåò íà ïëîñêîñòü (u; z), ðèñ. 10.3. Â ýòîé ïðî-

åêöèè ôàçîâûé ïîðòðåò íàïîìèíàåò ïîðòðåò àòòðàêòîðà Ð¼ññëåðà, è

ôàçà ìîæåò áûòü ââåäåíà ñõîäíûì îáðàçîì. Âîçìîæíî, íàïðèìåð,

ñëåäóþùåå ñå÷åíèå Ïóàíêàðå: z = 27; u > 12. Èëè æå, ìîæíî

ââåñòè óãëîâóþ ïåðåìåííóþ �(t), âûáðàâ òî÷êó u0 = 12; z0 = 27

íà ïëîñêîñòè ðèñ. 10.3 â êà÷åñòâå íà÷àëà êîîðäèíàò, è âû÷èñëèâ

� = tan�1((z � z0)=(u� u0)): (10.5)

Êàê è ïðåæäå, óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ äàåò òó æå ñðåäíþþ ÷àñòîòó, ÷òî

è ôàçà, ïîëó÷åííàÿ èç îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå.
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Ðèñ. 10.2. Äèíàìèêà ñèñòåìû Ëîðåíöà (óðàâíåíèÿ (10.4)). (a) Ïðî-

åêöèè ôàçîâîãî ïîðòðåòà íà ïëîñêîñòè (x; y) è (x; z). Íè îäíà èç

ýòèõ ïðîåêöèé íå äåìîíñòðèðóåò âðàùåíèé âîêðóã åäèíîãî öåíòðà. (b)

Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ x; y; z. Òîëüêî z(t) âûãëÿäèò êàê

ìîäóëèðîâàííûå êîëåáàíèÿ; â x(t) è y(t) âèäíà êîìáèíàöèÿ êîëåáàíèé

è ñêà÷êîâ, ñîïðîâîæäàåìûõ ñìåíîé çíàêà.
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Îãðàíè÷åíèÿ ìåòîäà

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îïèñàííûé ïîäõîä äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åí,

è äëÿ ìíîãèõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ìû íå ìîæåì äîëæíûì îáðàçîì

îïðåäåëèòü ôàçó èëè óãëîâóþ ïåðåìåííóþ. Äëÿ ïðèìåðà ìû îïÿòü

ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ð¼ññëåðà, íî íà ýòîò ðàç âûáåðåì çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðîâ, îòëè÷íûå îò èñïîëüçîâàííûõ â (10.2), è ðàññìîòðèì

óðàâíåíèÿ:

_x = �y � z;

_y = x+ 0:3y;

_z = 0:4 + z(x� 7:5):

(10.6)

Ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìà èìååò òàê íàçûâàåìûé àòòðàêòîð�

âîðîíêó (funnel attractor), ïîêàçàííûé íà ðèñ. 10.4. Íà ïëîñêîñòè

(x; y) òðóäíî íàéòè ëèíèþ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàëàñü áû òðàíñâåðñàëü-

íî âñåìè òðàåêòîðèÿìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ñèãíàëàõ x(t); y(t) ìû

âèäèì ìàëûå è áîëüøèå êîëåáàíèÿ, è òðóäíî ïîíÿòü, ÷òî èìåííî

ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî â êà÷åñòâå öèêëà, è, ñîîòâåòñòâåííî, êàêî-

ìó îòðåçêó ñèãíàëà ìîæåò áûòü ïðèïèñàí íàáåã ôàçû 2�. Ñèñòåìà

Ð¼ññëåðà ñ àòòðàêòîðîì-âîðîíêîé ÿâëÿåòñÿ, âåðîÿòíî, ïðîñòåéøèì

ïðèìåðîì ñèñòåìû ñ ïëîõî îïðåäåëåííîé ôàçîé. Â îáùåì ñëó÷àå, ìû

ìîæåì îæèäàòü, ÷òî ïîíÿòèå ôàçû åäâà ëè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî
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Ðèñ. 10.3. (a) Ïîðòðåò ñèñòåìû Ëîðåíöà â ïåðåìåííûõ u; z âûãëÿäèò

êàê ðàçìûòûé ïðåäåëüíûé öèêë ñ âðàùåíèÿìè âîêðóã íåóñòîé÷èâîé

îñîáîé òî÷êè ñèñòåìû. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò ñåêóùóþ ïîâåðõ-

íîñòü z = 27; u > 12. (b) Ýâîëþöèÿ ôàçû �, âû÷èñëåííîé ïî ñå÷åíèþ

Ïóàíêàðå (óðàâíåíèå (10.1), ïóíêòèð) è óãëîâîé ïåðåìåííîé � (óðàâ-

íåíèå (10.5), ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Îíè ñîâïàäàþò â òî÷êàõ (ñèìâîë �)

ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè, è ñëåãêà ðàçëè÷àþòñÿ íà âðåìåíàõ,

ìåíüøèõ õàðàêòåðíîãî ïåðèîäà âîçâðàòà (ñì. âðåçêó â (b)).
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â ñëó÷àå âûñîêîðàçìåðíîãî õàîñà, êîãäà ñîñóùåñòâóþò êîëåáàíèÿ ñî

ìíîãèìè ðàçëè÷íûìè õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè.

Ñäåëàåì åùå îäíî çàìå÷àíèå. Ìû õîòèì ââåñòè ôàçó êàê ïåðåìåí-

íóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ íóëåâîìó ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ ñèñòå-

ìû. Íóëåâîé ïîêàçàòåëü ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ àâòîíîìíûõ äèíàìè÷å-

ñêèõ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì (åñëè àòòðàêòîðîì íå ÿâëÿåòñÿ

ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ), è âî âñåõ òàêèõ ñèñòåìàõ åñòü âîçìîæíîñòü

ñäåëàòü ìàëûé èëè áîëüøîé ñäâèã âäîëü òðàåêòîðèè, òàê ÷òî òàêîå

âîçìóùåíèå íå áóäåò íè âîçðàñòàòü, íè óáûâàòü. Èìåííî ýòî ñâîéñòâî

è âàæíî äëÿ ñèíõðîíèçàöèè, òàê êàê äåëàåò âîçìîæíûì ïîäñòðîéêó

ôàç äâóõ ñèñòåì (èëè æå ôàçû îäíîãî îñöèëëÿòîðà ê ôàçå âíåø-

íåé ñèëû). Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì â îáùåì

ñëó÷àå íå èìåþò íóëåâîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ, íåçàâèñèìî îò

òèïà àòòðàêòîðà (ïåðèîäè÷åñêèé èëè õàîòè÷åñêèé). Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ îðáèòû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì ìû íå ìîæåì ñîâåðøèòü ìàëûé

ñäâèã âäîëü òðàåêòîðèè, à òîëüêî áîëüøîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîíÿòèå

ôàçû â ýòîì ñëó÷àå íåïðèìåíèìî. Òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ñèñòåì ñ

íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, íî íåàâòîíîìíûõ. Òàê, íàïðèìåð, õàîòè÷å-
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Ðèñ. 10.4. Äèíàìèêà ñèñòåìû Ð¼ññëåðà ñ àòòðàêòîðîì-âîðîíêîé (10.6).

(a) Ïðîåêöèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà íà ïëîñêîñòü (x; y). Âèäíû äâå õà-

ðàêòåðíûå ïåòëè, ñîîòâåòñòâóþùèå áîëüøèì è ìàëûì êîëåáàíèÿì. (b)

Âðåìåíí�ûå çàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ x; y; z. Êîëåáàíèÿ x è y èìåþò

ñëîæíóþ ôîðìó, ïîýòîìó ôàçà è àìïëèòóäà íå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû

îäíîçíà÷íî.
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ñêîå ïîâåäåíèå ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòüñÿ íåëèíåéíûì îñöèëëÿòîðîì

ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû, ò.å. ñèñòåìîé âèäà

�x+ Æ _x+ F (x) = " cos!t:

Â îáùåì ñëó÷àå òàêèå ñèñòåìû íå èìåþò óñòîé÷èâîãî íàïðàâëåíèÿ

è âñå èõ ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè � íåíóëåâûå. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ x(t) ïîäñòðîåíû ïî ôàçå ê âíåøíåé ñèëå è

íåèíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì ñäâèãàì ïî âðåìåíè. Ñëåäó-

åò, îäíàêî, ïîìíèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíîé (øóìîâîé) ñèëû ñâîéñòâî

íåéòðàëüíîñòè ê âîçìóùåíèÿì ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â ñòàòèñòè÷å-

ñêîì ñìûñëå; ñì. îáñóæäåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â ÷àñòè I

(ðàçäåë 3.6.3).

10.1.2 Ôàçîâàÿ äèíàìèêà õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì, ìû íå ìîæåì îæèäàòü,

÷òî ôàçà õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû áóäåò âîçðàñòàòü ðàâíîìåðíî. Íà-

îáîðîò, â îáùåì ñëó÷àå ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà çàâèñèò îò àìïëèòó-

äû. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ôàçû, îñíîâàííîì íà îòîáðàæåíèè

Ïóàíêàðå (óðàâíåíèå (10.1)); òîãäà ôàçîâàÿ äèíàìèêà ìîæåò áûòü

îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

A
n+1 =M(A

n
); (10.7)

d�

dt
= !(A

n
) � !0 + F (A

n
): (10.8)

Â êà÷åñòâå àìïëèòóäû A
n
âîçüìåì íàáîð êîîðäèíàò òî÷êè íà ñå-

êóùåé ïîâåðõíîñòè; îí íå èçìåíÿåòñÿ âî âðåìÿ ðîñòà ôàçû îò 2�n

äî 2�(n + 1) è ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí â äèñêðåòíîì âðåìåíè; ïðå-

îáðàçîâàíèå M îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå. Ýâîëþöèÿ ôàçû

ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ (10.1); ¾ìãíîâåííàÿ¿ ÷àñòîòà !(A
n
) = 2�=T

n

îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì âîçâðàòà Ïóàíêàðå T
n
= t

n+1 � t
n
è â îáùåì

ñëó÷àå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ íà ñåêóùåé ïîâåðõíîñòè, ò.å. îò àì-

ïëèòóäû. Ïðåäïîëàãàÿ õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå àìïëèòóä, ìû ìîæåì

ðàññìàòðèâàòü ÷ëåí !(A
n
) êàê ñóììó ñðåäíåé ÷àñòîòû !0 è íåêî-

òîðîãî ýôôåêòèâíîãî ¾øóìà¿ F (A) (õîòÿ ýòîò íåðåãóëÿðíûé ÷ëåí

èìååò ÷èñòî äåòåðìèíèðîâàííîå ïðîèñõîæäåíèå); â èñêëþ÷èòåëüíûõ

ñëó÷àÿõ F (A) ìîæåò èñ÷åçàòü.

Êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ íàáëþäåíèå, ÷òî óðàâíåíèå (10.8) ñõîäíî ñ

óðàâíåíèåì (9.2), îïèñûâàþùèì ýâîëþöèþ ôàçû ïåðèîäè÷åñêîãî îñ-

öèëëÿòîðà â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî øóìà. Òàêèì îáðàçîì, äèíàìèêà

ôàçû â îáùåì ñëó÷àå äèôôóçèîííàÿ (ñð. ñ (9.4)), è ôàçà ñîâåðøàåò
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ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ. Ïîñòîÿííàÿ äèôôóçèè D (ñì. (9.4)) îïðåäå-

ëÿåò ôàçîâóþ êîãåðåíòíîñòü õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Ãðóáî ãîâîðÿ,

D ïðîïîðöèîíàëüíà øèðèíå ïèêà ñïåêòðà ìîùíîñòè íà ÷àñòîòå !0
äëÿ òèïè÷íîé íàáëþäàåìîé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ àòòðàêòîðà

Ð¼ññëåðà ïîñòîÿííàÿ äèôôóçèè î÷åíü ìàëà (D < 10�4), ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóåò î÷åíü îñòðîìó ïèêó â ñïåêòðå; ýòîò îñöèëëÿòîð ïîýòîìó ÷àñòî

íàçûâàþò ôàçî-êîãåðåíòíûì. Äëÿ àòòðàêòîðà Ëîðåíöà ñïåêòðàëü-

íûé ïèê çíà÷èòåëüíî øèðå, è ïîñòîÿííàÿ äèôôóçèè íå î÷åíü ìàëà,

D � 0:2. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ôàçîâàÿ äèíàìèêà

ñèñòåìû Ð¼ññëåðà áëèçêà ê äèíàìèêå ïåðèîäè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà,

â òî âðåìÿ êàê ýôôåêòèâíûì øóìîì â ñèñòåìå Ëîðåíöà ïðåíåáðå÷ü

íåëüçÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíÿÿ âåäåò ñåáÿ êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ

ñèñòåìà, âîçìóùàåìàÿ äîâîëüíî ñèëüíûì øóìîì.

Ìû èëëþñòðèðóåì ñâîéñòâà êîãåðåíòíîñòè àòòðàêòîðîâ Ð¼ññëåðà

è Ëîðåíöà íà ðèñ. 10.5, ãäå èçîáðàæåíû âðåìåíà âîçâðàòà T
n
, èëè

¾ïåðèîä¿ âðàùåíèé. Äëÿ îñöèëëÿòîðà Ð¼ññëåðà âàðèàöèÿ T
n
ñðàâíè-

òåëüíî ìàëà, â òî âðåìÿ êàê äëÿ îñöèëëÿòîðà Ëîðåíöà âðåìÿ âîçâðà-

òà T
n
ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíî âåëèêî (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ìåäëåííûì

äâèæåíèÿì â îêðåñòíîñòè ñåäëà x = y = z = 0). Íèæå ìû ïîêàæåì,

÷òî ýòî ðàçëè÷èå è îïðåäåëÿåò ðàçëè÷èå â ñâîéñòâàõ ñèíõðîíèçàöèè

ýòèõ äâóõ ñèñòåì.

Â çàêëþ÷åíèå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû îæèäàåì, ÷òî ýôôåêòû

–12 –10 –8 –6
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Ðèñ. 10.5. Âðåìåíà âîçâðàòà è îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå äëÿ àòòðàêòî-

ðîâ ñèñòåì (a) Ð¼ññëåðà (óðàâíåíèÿ (10.2)) è (b) Ëîðåíöà (óðàâíåíèÿ

(10.4)); ñîîòâåòñòâóþùèå ñåêóùèå ïîâåðõíîñòè ïîêàçàíû íà ðèñ. 10.1 è

10.3. Ãðàôèêè âûãëÿäÿò êàê ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, õîòÿ íà ñàìîì

äåëå � ýòî ïðîåêöèè äâóìåðíûõ ôóíêöèé (âíóòðåííÿÿ êàíòîðîâñêàÿ

ñòðóêòóðà î÷åíü òîíêà è åäâà çàìåòíà; ïîýòîìó ìû ñîõðàíÿåì òå æå

îáîçíà÷åíèÿ M(�) äëÿ îòîáðàæåíèÿ). Âðåìÿ âîçâðàòà äëÿ ñèñòåìû

Ëîðåíöà èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñèíãóëÿðíîñòü ïðè u � 23.
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ñèíõðîíèçàöèè äëÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì áóäóò ñõîäíû ñ ñîîòâåòñòâó-

þùèìè ýôôåêòàìè â ïåðèîäè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðàõ ñ øóìîì. Òåì íå

ìåíåå, íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî ¾øóìîâîé¿ ÷ëåí F (A) âðÿä

ëè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå è íàâåðíÿêà íå ìîæåò áûòü

ðàññìîòðåí êàê ãàóññîâñêèé Æ-êîððåëèðîâàííûé øóì, êàê ýòî îáû÷-

íî ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè çàøóìëåííûõ

îñöèëëÿòîðîâ (ñì. ãëàâó 9).

10.2 Ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ
îñöèëëÿòîðîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèñûâàåì ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè õàîòè÷åñêèõ

ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ôàçà õîðîøî îïðåäåëåíà è ìîæåò áûòü íåïî-

ñðåäñòâåííî âû÷èñëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèíõðîíèçàöèÿ (íàçûâàåìàÿ

ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèåé, ÷òîáû îòëè÷àòü åå îò äðóãèõ òèïîâ ñèí-

õðîíèçàöèè â õàîòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ðàññìàòðèâàåìûõ â ÷àñòè III)

ìîæåò ïðÿìî õàðàêòåðèçîâàòüñÿ êàê çàõâàò ôàç è ÷àñòîò. Ñðåäíÿÿ

íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ êàê


 = lim
t!1

2�
N
t

t
; (10.9)

ãäå N
t
� ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñ ñå÷åíèåì Ïóàíêàðå

çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ t. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì è ê âðåìåíí�îìó ðÿäó; â

ïðîñòåéøåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå N
t
ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ÷èñëî ìàê-

ñèìóìîâ ïîäõîäÿùåé êîëåáàòåëüíîé íàáëþäàåìîé (x(t) äëÿ ñèñòåìû

Ð¼ññëåðà è z(t) äëÿ ñèñòåìû Ëîðåíöà).

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé, îïèøåì ñèíõðîíè-

çàöèþ ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé è âçàèìíóþ ñèíõðîíèçàöèþ

ñâÿçàííûõ ñèñòåì. Äàëåå ìû îáñóäèì êàê ñèíõðîíèçàöèÿ âíåøíåé

ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíà êîñâåííî, ò.å.

áåç íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ ôàçû. Òàêîå îïèñàíèå, íåçàâèñè-

ìîå îò îïðåäåëåíèÿ ôàçû, ãîäèòñÿ òàêæå äëÿ èçó÷åíèÿ õàîòè÷åñêèõ

ñèñòåì ñ ïëîõî îïðåäåëåííîé ôàçîé.

10.2.1 Ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ âíåøíåé ñèëîé

Ñèñòåìà Ð¼ññëåðà

Ìû íà÷íåì ñ ìîäåëè Ð¼ññëåðà (10.2) è äîáàâèì ïåðèîäè÷åñêóþ âíåø-

íþþ ñèëó â óðàâíåíèå äëÿ x:
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_x = �y � z + " cos!t;

_y = x+ 0:15y;

_z = 0:4 + z(x� 8:5):

(10.10)

Âû÷èñëÿÿ íàáëþäàåìóþ ÷àñòîòó 
 â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ

âíåøíåé ñèëû, ìû ïîëó÷èì ïîêàçàííîå íà ðèñ. 10.6 ïëàòî, ãäå 
 = !.

Ýòîò ãðàôèê î÷åíü ïîõîæ íà îáû÷íûé ãðàôèê äëÿ îñíîâíîé îáëàñòè

ñèíõðîíèçàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî

äîâîëüíî ìàëàÿ ñèëà ìîæåò çàõâàòèòü ÷àñòîòó, ïî÷òè íå âëèÿÿ íà

àìïëèòóäó. Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî ïîêàæåì íà ðèñ. 10.7 ñòðîáîñêî-

ïè÷åñêîå (ñ ïåðèîäîì âíåøíåé ñèëû) èçîáðàæåíèå ôàçîâîé ïëîñêî-

ñòè (x; y). Âíóòðè îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè òî÷êè ñêîíöåíòðèðîâàíû

ïî ôàçå è ðàñïðåäåëåíû ïî àìïëèòóäå; â àñèíõðîííîì ñîñòîÿíèè íà-

áëþäàåòñÿ øèðîêîå ðàñïðåäåëåíèå, êàê ïî ôàçå, òàê è ïî àìïëèòóäå.

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 10.6 è 10.7, ïîêàçûâàþò, ÷òî

äàæå ñëàáàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà ìîæåò çàõâàòèòü ôàçó õàîòè÷åñêîãî

îñöèëëÿòîðà òî÷íî òàê æå, êàê îíà çàõâàòûâàåò ôàçó ïåðèîäè÷åñêî-

ãî. Âëèÿíèå íà àìïëèòóäó îòíîñèòåëüíî ìàëî: ñèëà íå ïîäàâëÿåò

õàîñ. Ýòî âèäíî òàêæå èç âû÷èñëåíèé ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

Ìàêñèìàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü îñòàåòñÿ â îñíîâíîì ïî-

ëîæèòåëüíûì (çà èñêëþ÷åíèåì íåèçáåæíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îêîí) âî

âñåì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ ðèñóíêà 10.6. Âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè

âòîðîé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íóëåâûì, â òî

âðåìÿ êàê âíóòðè îáëàñòè îí îòðèöàòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé

ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü èìååò òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è ìàêñèìàëüíûé

ïîêàçàòåëü ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè. Ýòî äåìîíñòðè-

ðóåò îòíîñèòåëüíóþ íåçàâèñèìîñòü àìïëèòóäíîé äèíàìèêè îò ôàçî-

(a)

0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15ω 0
0.2

0.4
0.6

0.8

ε

–0.1
0

0.1
0.2

Ω − ω
(b)

1
1.02

1.04
1.06ω 0

0.05

0.1

ε

–0.02
0

0.02
0.04

Ω − ω

Ðèñ. 10.6. Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñèñòåìå Ð¼ññëåðà (10.10). (a) Ðàçíîñòü íà-
áëþäàåìîé ÷àñòîòû è ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû êàê ôóíêöèÿ àìïëèòóäû

è ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû. (b) Ðàñòÿæåíèå îáëàñòè ìàëîé àìïëèòóäû

ñèëû äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ïîðîã ñèíõðîíèçàöèè î÷åíü ìàë; ýòî îçíà÷àåò,

÷òî âëèÿíèå õàîòè÷åñêîé àìïëèòóäû íà ôàçîâóþ äèíàìèêó î÷åíü ñëàáî

(ýôôåêòèâíûé øóì î÷åíü ìàë).
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âîé äëÿ ìàëîé âíåøíåé ñèëû.

Ñèñòåìà Ëîðåíöà

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó Ëîðåíöà ñ ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñè-

ëîé, äåéñòâóþùåé íà êîëåáàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ z:

_x = 10(y � x);

_y = 28x� y � xz;

_z = �8=3 � z + xy + " cos!t:

(10.11)

Ýôôåêòèâíûé øóì â ñèñòåìå Ëîðåíöà çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì â

ð¼ññëåðîâñêîé, è çàõâàò ôàçû íå èäåàëåí. Çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè

íàáëþäàåìîé ÷àñòîòû è ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû 
�! îò ! (ðèñ. 10.8)

äåìîíñòðèðóåò ïëàòî, ãäå 
 � !, íî òî÷íûé çàõâàò ÷àñòîò 
 = ! íå

íàáëþäàåòñÿ.

×òîáû äåòàëüíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñèíõðîíèçàöèþ ñèñòåìû Ëî-

ðåíöà (ñì. [E.-H. Park et al. 1999; Zaks et al. 1999]), èçîáðàçèì íà

ðèñ. 10.9a âðåìåíí�óþ çàâèñèìîñòü óãëîâîé ïåðåìåííîé �, îïðåäå-

ëåííîé â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (10.5). Ìû íàáëþäàåì çàõâàò

âíåøíåé ñèëîé íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè, íî ýòè èíòåðâàëû

ïåðåìåæàþòñÿ ïðîñêîêàìè ôàçû. Ýòèì ôàçîâàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû

–15 –5 5 15
x

–15

–5

5

15

y

–15 –5 5 15
x

(a) (b)

Ðèñ. 10.7. Ñòðîáîñêîïè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ñèñòåìû Ð¼ññëåðà ïîä äåé-

ñòâèåì âíåøíåé ñèëû. (a) Âíóòðè îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè ôàçû ñêîí-

öåíòðèðîâàíû â íåáîëüøîé îáëàñòè (" = 0:16; ! = 1:04). (b) Â àñèí-

õðîííîì ñîñòîÿíèè (" = 0:16; ! = 1:1) ôàçû ðàçáðîñàíû. Àâòîíîìíûé

àòòðàêòîð ïîêàçàí ñåðûì ôîíîì. Âîçìîæíà ýêâèâàëåíòíàÿ èíòåðïðå-

òàöèÿ äàííîãî ãðàôèêà. Îí ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàñïðåäåëåíèå

ñîñòîÿíèé àíñàìáëÿ èäåíòè÷íûõ ñèñòåì Ð¼ññëåðà, íà êîòîðûå äåéñòâó-

åò îáùàÿ ñèëà.
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Ëîðåíöà íàïîìèíàåò äèíàìèêó ïåðèîäè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, âîçìó-

ùåííîãî íåîãðàíè÷åííûì øóìîì: ïðîñêîêè ôàçû íàáëþäàþòñÿ ïðè

ëþáîé ðàññòðîéêå.2 Îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ãàóññîâñêîãî øóìà ñîñòîèò â

2 Îòìåòèì, ÷òî ôàçîâàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû Ð¼ññëåðà ìîæåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ êàê àíàëîãè÷íàÿ ôàçîâîé äèíàìèêå ïåðèîäè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

ñ îãðàíè÷åííûì øóìîì: íåðåãóëÿðíûå ïî âðåìåíè ïðîñêîêè ôàçû íàáëþ-

äàþòñÿ òîëüêî íà ãðàíèöå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, íî íå âîçíèêàþò â åå

ñåðåäèíå.

8.0 8.2 8.4 8.6
ω

–0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

Ω
 − 

ω

Ðèñ. 10.8. Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñèñòåìå Ëîðåíöà: íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà

êàê ôóíêöèÿ ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû äëÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøîé àì-

ïëèòóäû ñèëû " = 10. Â îáëàñòè ïëàòî 8:2 < ! < 8:5 åñòü íåáîëüøîå

ðàññîãëàñîâàíèå 
� ! � 0:005 çà ñ÷åò ïðîñêîêîâ ôàçû (ñì. ðèñ. 10.9).
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Ðèñ. 10.9. Íåèäåàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ñèñòåìû Ëîðåíöà äëÿ " =

10; ! = 8:35. (a) Ðàçíîñòü ôàç êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè: äëèííûå èí-

òåðâàëû çàõâàòà ïåðåìåæàþòñÿ ïðîñêîêàìè. (b) Ñòðîáîñêîïè÷åñêèé

ïîðòðåò ñèñòåìû ñ âíåøíåé ñèëîé. Àâòîíîìíûé àòòðàêòîð ïîêàçàí

ñåðûì ôîíîì.
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òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïðîñêîêà â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè áîëü-

øå ÷åì â îòðèöàòåëüíîì, ÷òî è ïðèâîäèò ê îòêëîíåíèþ íàáëþäà-

åìîé ÷àñòîòû 
 îò !. Ýòà ñïåöèôè÷åñêàÿ ÷åðòà ñèñòåìû Ëîðåíöà

ñëåäóåò èç îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå è ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí âîçâðàòà,

ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 10.5b. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî âîçìîæíà äëèòåëüíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé ñ ìàëûìè u (u � 15), ïðè êîòîðûõ

âðåìåíà âîçâðàòà ìàëû. Â òå÷åíèå ýòèõ èòåðàöèé ôàçà îñöèëëÿòîðà

óáåãàåò âïåðåä, òàê ÷òî íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà íåìíîãî ïðåâûøàåò

÷àñòîòó ñèëû (ñì. ïîäðîáíåå â [E.-H. Park et al. 1999; Zaks et al.

1999]).

Ôàçîâàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû Ëîðåíöà ñ âíåøíåé ñèëîé ïðîèëëþ-

ñòðèðîâàíà ñòðîáîñêîïè÷åñêèì ïîðòðåòîì íà ðèñ. 10.9b: áîëüøèí-

ñòâî òî÷åê ñêîíöåíòðèðîâàíî â ìàëîé ÷àñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,

õîòÿ åñòü òàêæå ¾õâîñò¿ èç òî÷åê, êîòîðûå çàïàçäûâàþò. Â êîíöå

êîíöîâ, íåêîòîðûå èç òî÷åê ñîâåðøàþò äîïîëíèòåëüíûå ïî ñðàâíå-

íèþ ñ âíåøíåé ñèëîé îáîðîòû, à íåêîòîðûå ïðîïóñêàþò îäèí èëè

íåñêîëüêî îáîðîòîâ; òî÷êè îêàçûâàþòñÿ ðàçáðîñàííûìè ïî àòòðàê-

òîðó, õîòÿ èõ ðàñïðåäåëåíèå è îñòàåòñÿ íåðàâíîìåðíûì.

10.2.2 Êîñâåííîå îïèñàíèå ñèíõðîíèçàöèè

Äî ñèõ ïîð ìû õàðàêòåðèçîâàëè ñèíõðîíèçàöèþ, íåïîñðåäñòâåííî

âû÷èñëÿÿ ÷àñòîòó. Ýòî âîçìîæíî äëÿ ñèñòåì ñ õîðîøî îïðåäåëåííîé

ôàçîé, òàêèõ êàê ñèñòåìû Ð¼ññëåðà (óðàâíåíèÿ (10.2)) èëè Ëîðåíöà

(óðàâíåíèÿ (10.4)), íî ýòî ìîæåò îêàçàòüñÿ ñëîæíûì èëè íåîäíîçíà÷-

íûì äëÿ ñèñòåì ñ ïëîõî îïðåäåëåííîé ôàçîé, êàê â ñëó÷àå ñèñòåìû

Ð¼ññëåðà ñ àòòðàêòîðîì-âîðîíêîé (ñì. óðàâíåíèÿ (10.6) è ðèñ. 10.4).

Ïîýòîìó áûëî áû ïîëåçíî èìåòü âîçìîæíîñòü âûÿâëÿòü ñèíõðîíèçà-

öèþ áåç ïðèâÿçêè ê êîíêðåòíîìó îïðåäåëåíèþ ôàçû. Îñíîâíàÿ èäåÿ

ñîñòîèò â òîì, ÷òî âîçíèêíîâåíèå ñèíõðîíèçàöèè îçíà÷àåò ïîÿâëåíèå

êîãåðåíòíîñòè ìåæäó õàîòè÷åñêèì ïðîöåññîì è âíåøíåé ñèëîé. Êî-

ãåðåíòíîñòü ìîæåò ïðîÿâèòüñÿ êàê â ñïåêòðå ìîùíîñòè êîëåáàíèé,

òàê è â êîëëåêòèâíîé äèíàìèêå àíñàìáëÿ èäåíòè÷íûõ ñèñòåì, íà

êîòîðûå äåéñòâóåò îáùàÿ ñèëà. Ýòî ïîäñêàçûâàåò äâà âîçìîæíûõ

ïîäõîäà ê êîñâåííîìó îïèñàíèþ çàõâàòà õàîòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

âíåøíåé ñèëîé.

Îáû÷íî ñïåêòð ìîùíîñòè õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû ñîäåðæèò øèðî-

êîïîëîñíóþ êîìïîíåíòó è ïèê íà ñðåäíåé ÷àñòîòå êîëåáàíèé;3 ýòîò

3 Ñòðîãî ãîâîðÿ, ñïåêòð çàâèñèò îò íàáëþäàåìîé; ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ

åãî âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ êîëåáàòåëüíàÿ íàáëþäàå-

ìàÿ (íàïðèìåð, x(t) äëÿ ñèñòåìû Ð¼ññëåðà è z(t) äëÿ ñèñòåìû Ëîðåíöà).



Æ

��
��
��
��
��
k332 Ãëàâà 10. Ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì

ïèê î÷åíü óçîê äëÿ ¾õîðîøåé¿ ñèñòåìû Ð¼ññëåðà (10.2) è äîâîëüíî

øèðîê äëÿ àòòðàêòîðà Ëîðåíöà. Ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû

â ñïåêòðå ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé Æ-ïèê íà ÷àñòîòå ! âíåøíåé

ñèëû (èëè åå ãàðìîíèêè n!). Âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè îáà ïèêà

ñîñóùåñòâóþò, è èíòåíñèâíîñòü Æ-ïèêà, ãðóáî ãîâîðÿ, ïîðÿäêà àì-

ïëèòóäû ñèëû. Âíóòðè îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè Æ-ïèê ïîãëîùàåò âñþ

èíòåíñèâíîñòü êîìïîíåíòû êîëåáàíèé íà îñíîâíîé ÷àñòîòå. Òàêèì

îáðàçîì, ñèíõðîíèçàöèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ñèëüíîå óâåëè÷åíèå èí-

òåíñèâíîñòè S ñïåêòðàëüíîé êîìïîíåíòû íà ÷àñòîòå âûíóæäàþùåé

ñèëû. Ýòî ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ïîÿâëÿþùåéñÿ êîãåðåíòíîñòè õàîòè-

÷åñêèõ êîëåáàíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà ïîäàâëÿåò

äèôôóçèþ ôàçû, òàê ÷òî ôàçû â ìîìåíòû âðåìåíè T; 2T; 3T; : : :, ãäå

T = 2�=!, èìåþò ïî÷òè îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ

ôóíêöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò íåóáûâàþùèå ìàêñèìàëüíûå çíà÷å-

íèÿ ïðè âðåìåíè çàäåðæêè T; 2T; 3T; : : : ; ÷òî â ÷àñòîòíîé îáëàñòè

ñîîòâåòñòâóåò Æ-ïèêó íà ÷àñòîòå ! âíåøíåé ñèëû.

Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü âûÿâèòü êîãåðåíòíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî-

áû îáðàçîâàòü àíñàìáëü êîïèé äàííîé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû. Áåç

âíåøíåé ñèëû òàêîå ñâîéñòâî õàîñà êàê ïåðåìåøèâàíèå ïðèâîäèò ê

îòñóòñòâèþ êîãåðåíòíîñòè â àíñàìáëå: íà÷àâ ñ ðàçëè÷íûõ íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé, èçîáðàæàþùèå òî÷êè, â êîíöå êîíöîâ, ïîêðûâàþò âåñü

õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, â ñîîòâåòñòâèè ñ åñòåñòâåííîé èíâàðèàíò-

íîé ìåðîé. Òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè, ñì.

ðèñ. 10.7. Â ñèíõðîííîì ðåæèìå âñå ñèñòåìû ñòðåìÿòñÿ èìåòü îäíó

è òó æå ôàçó, êàê âèäíî èç ðèñ. 10.7 è 10.9b. Ïðè ýòîì ìàëåíüêîå

îáëàêî òî÷åê âðàùàåòñÿ êàê óñòîé÷èâûé îáúåêò è íå ðàñïëûâàåòñÿ.

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá îõàðàêòåðèçîâàòü êîãåðåíòíîñòü àíñàìáëÿ èç N

èäåíòè÷íûõ ñèñòåì � ýòî âû÷èñëèòü ñðåäíåå ïîëå X = N
�1
P

N

1 xk,

ãäå x
k
� íàáëþäàåìàÿ k-òîé êîïèè ñèñòåìû.4 Åñëè ñèíõðîíèçàöèè

íåò, òî òî÷êè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïëûâàþòñÿ ïî âñåìó àò-

òðàêòîðó è ñðåäíåå ïîëå î÷åíü ìàëî è ïî÷òè ïîñòîÿííî âî âðåìåíè.

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, â ñëó÷àå ñèíõðîíèçàöèè ñðåäíåå ïîëå

îñöèëëèðóåò (ñ ÷àñòîòîé !) âî âðåìåíè ñ áîëüøîé àìïëèòóäîé.

Ïîä÷åðêíåì îïÿòü, ÷òî âû÷èñëåíèå êàê ñðåäíåãî ïîëÿ X, òàê è èí-

òåíñèâíîñòè äèñêðåòíîé ñïåêòðàëüíîé êîìïîíåíòû S, íå òðåáóåò âû-

÷èñëåíèÿ ôàçû è, ñëåäîâàòåëüíî, íåçàâèñèìî îò åå îïðåäåëåíèÿ. Ñëå-

äóåò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå èíäèêàòîðîâ X è S íå îãðàíè÷åíî

ñëó÷àåì õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì; îíè ìîãóò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíû

4 Êàê è ñïåêòð ìîùíîñòè, ñðåäíåå ïîëå çàâèñèò îò íàáëþäàåìîé, ñì. ïðå-

äûäóùóþ ñíîñêó.
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äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ñèñòåì ñ øóìîì. Ìû èëëþñòðèðóåì èñïîëüçî-

âàíèå ýòèõ êîñâåííûõ èíäèêàòîðîâ ñèíõðîíèçàöèè íà ðèñ. 10.10. Äâà

èçëîæåííûõ êîñâåííûõ ïîäõîäà, êîíå÷íî æå, âçàèìîñâÿçàíû. Èç-çà

ïåðåìåøèâàíèÿ àíñàìáëü èäåíòè÷íûõ ñèñòåì ìîæåò áûòü ñêîíñòðóè-

ðîâàí äðóãèì ñïîñîáîì, à èìåííî ïóòåì íàáëþäåíèÿ îäíîé ñèñòåìû

â ìîìåíòû âðåìåíè 0; nT; 2nT; : : : ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì n. Òàêèì

îáðàçîì, âðåìåíí�àÿ êîãåðåíòíîñòü îäíîé ñèñòåìû åñòü íå ÷òî èíîå,

êàê êîãåðåíòíîñòü â àíñàìáëå íåçàâèñèìûõ èäåíòè÷íûõ ñèñòåì, íà

êîòîðûå äåéñòâóåò îáùàÿ ñèëà. Èíòåíñèâíîñòü Æ-ïèêà â ñïåêòðå ìîù-

íîñòè ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ïðîïîðöèîíàëüíîé èíòåíñèâíîñòè

êîëåáàíèé ñðåäíåãî ïîëÿ (ñì. äåòàëè â [Pikovsky et al. 1997b]).

10.2.3 Ñèíõðîíèçàöèÿ â òåðìèíàõ íåóñòîé÷èâûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò

Äðóãîé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ñèíõðîíèçàöèè õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòî-

ðîâ îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè ñâîéñòâ èíäèâèäóàëüíûõ íåóñòîé÷èâûõ

8.0 8.2 8.4 8.6
ω

–0.2

0.0

0.2

0.4

Ω
 − 

ω

(a)

(b)

S,
X

Ðèñ. 10.10. (à) Çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè äèñêðåòíîé ñïåêòðàëüíîé
êîìïîíåíòû S (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è äèñïåðñèè ñðåäíåãî ïîëÿ áîëüøî-

ãî àíñàìáëÿ X (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) îò ÷àñòîòû âíåøíåé ñèëû äëÿ

ñèñòåìû Ëîðåíöà (10.11). Àìïëèòóäà ñèëû " = 5. Îáå çàâèñèìîñòè

äàíû â ïðîèçâîëüíûõ åäèíèöàõ. Îòìåòèì èõ ÿðêî âûðàæåííûé ðå-

çîíàíñíûé õàðàêòåð. Îáå êîñâåííûå õàðàêòåðèñòèêè, âû÷èñëåííûå ïî

íàáëþäàåìûì z(t), èìåþò ìàêñèìóì â îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè. (b) Äëÿ

ñðàâíåíèÿ, íàðèñîâàíà òàêæå è íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà.
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ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò (ÍÏÎ), âëîæåííûõ â õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð.

Êàê èçâåñòíî, ýòè îðáèòû ñîçäàþò íåêèé ¾ñêåëåò¿ õàîòè÷åñêîãî ìíî-

æåñòâà (ñì., íàïðèìåð, [Ott 1992; Êàòîê è Õàññåëüáëàò 1999]). Â ÷àñò-

íîñòè, àâòîíîìíûå ñèñòåìû (10.2) è (10.4) èìåþò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé. Âûáåðåì îäíî èç ýòèõ ðåøå-

íèé è ðàññìîòðèì âëèÿíèå íà íåãî ìàëîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû. Çà

èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî öèêë òåïåðü íåóñòîé÷èâ, ìû ïðèõîäèì ê ñòàí-

äàðòíîé ïðîáëåìå ïåðèîäè÷åñêè âîçáóæäàåìîãî îñöèëëÿòîðà, ðàñ-

ñìîòðåííîé â ðàçäåëå 7.3. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü

èçëàãàåìóþ òàì òåîðèþ è õàðàêòåðèçîâàòü ñèíõðîíèçàöèþ êîíêðåò-

íîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ÷èñëîì âðàùåíèÿ. Èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî

âðàùåíèÿ îçíà÷àåò êâàçèïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå íà èíâàðèàíòíîì

òîðå, êîòîðûé âîçíèêàåò èç ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû àâòîíîìíîé ñè-

ñòåìû. (Îòìåòèì, ÷òî ýòîò òîð íàñëåäóåò îò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû

ñâîéñòâî íåóñòîé÷èâîñòè.) Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî âðàùåíèÿ îçíà÷àåò

ñóùåñòâîâàíèå íà èíâàðèàíòíîì òîðå äâóõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò:

îäíîé ¾ôàçî-óñòîé÷èâîé¿ è îäíîé ¾ôàçî-íåóñòîé÷èâîé¿. Îáëàñòü

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âðàùåíèÿ � ýòî îáû÷íûé ÿçûê Àðíîëüäà (ñì.

ðèñ. 7.15). Íà ãðàíèöå îáëàñòè çàõâàòà äâå çàìêíóòûå îðáèòû íà

òîðå ñëèâàþòñÿ è èñ÷åçàþò ÷åðåç áèôóðêàöèþ ñåäëî-óçåë. Âíå ÿçûêà

äâèæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå, íå ñèí-

õðîíèçîâàíî, è òðàåêòîðèè íà òîðå ïëîòíû.

ω

ε

Ðèñ. 10.11. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ÿçûêîâ Àðíîëüäà äëÿ

íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû. Â îáùåì

ñëó÷àå àâòîíîìíûå îðáèòû èìåþò ðàçëè÷íûå ÷àñòîòû !
(i)

0 , à, ñëåäî-

âàòåëüíî, è ÿçûêè êàñàþòñÿ !-îñè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ. Ñàìûé ëåâûé

è ñàìûé ïðàâûé ÿçûêè, ñîîòâåòñòâóþùèå îðáèòàì ñ ìèíèìàëüíîé è

ìàêñèìàëüíîé !
(i)

0 , ïîêàçàíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè. Â çàøòðèõîâàííîé

îáëàñòè âñå öèêëû ñèíõðîíèçîâàíû è ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ïðàê-

òè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû.
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Íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ ! è " îñòðèå îñíîâíîãî ÿçûêà Àðíîëüäà

îäíîé èç ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò íàõîäèòñÿ â òî÷êå " = 0, ! = !
(i)
0 ,

ãäå !
(i)
0 � ýòî ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà i-òîé àâòîíîìíîé îðáèòû. Ýòà ÷àñòî-

òà îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìàëüíî îïðåäåëåííîé ÷àñòîòû ïåðèîäè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ 2�=T
i
, ãäå T

i
� ïåðèîä îðáèòû: íàì íåîáõîäèìî ó÷åñòü òî-

ïîëîãè÷åñêèé ïåðèîä N
i
(÷èñëî îáîðîòîâ îðáèòû, ñì. ðàçäåë 10.1) è

çàïèñàòü !
(i)
0 = 2�N

i
=T

i
. Â îáùåì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ !

(i)
0 îòëè÷àþòñÿ

äëÿ ðàçíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò: íàñêîëüêî áëèçêè ÷àñòîòû !
(i)
0 �

çàâèñèò îò ñâîéñòâ âðåìåí âîçâðàòà. Åñëè ÷àñòîòû !
(i)
0 íå î÷åíü ðàç-

ëè÷àþòñÿ, òî ÿçûêè Àðíîëüäà ïåðåêðûâàþòñÿ (ðèñ. 10.11), è ìîæíî

íàéòè îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, ãäå äâèæåíèå âäîëü âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ

îðáèò çàõâà÷åíî âíåøíåé ñèëîé. Åñëè ñèëà îñòàåòñÿ íå î÷åíü áîëü-

øîé, òî ýòà îáëàñòü åñòü ïåðåñå÷åíèå ñàìîãî ëåâîãî è ñàìîãî ïðàâîãî

ÿçûêîâ Àðíîëüäà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì

àâòîíîìíîé ñèñòåìû ñ íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì !
(i)
0 ,

ñîîòâåòñòâåííî. Âíóòðè ýòîé îáëàñòè õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè âíîâü

è âíîâü ïîïàäàþò â îêðåñòíîñòè ðàçíûõ òîðîâ; äâèãàÿñü âäîëü ïî-

âåðõíîñòè òîðà, îíè ïðèáëèæàþòñÿ ê óñòîé÷èâîìó ïî ôàçå ðåøåíèþ

è îñòàþòñÿ òàì íà íåêîòîðîå âðåìÿ, ïîêà òðàíñâåðñàëüíàÿ (àìïëè-

òóäíàÿ) íåóñòîé÷èâîñòü íå îòòàëêèâàåò èõ ê äðóãîìó òîðó. Òàê êàê

âñå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ çàõâà÷åíû, ôàçà îñòàåòñÿ ëîêàëèçîâàí-

íîé â íåêîòîðîé îáëàñòè: íàáëþäàåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ïî ôàçå. Âíå

òîé îáëàñòè, ãäå âñå ÿçûêè ïåðåêðûâàþòñÿ, ñèíõðîíèçàöèÿ íå ìîæåò

áûòü èäåàëüíîé: â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè òðàåêòîðèÿ ñëåäóåò

âäîëü çàõâà÷åííîãî öèêëà, à ôàçà ñëåäóåò çà ôàçîé âíåøíåé ñèëû,

íî â äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè òðàåêòîðèÿ ïîäõîäèò áëèçêî ê íåçà-

õâà÷åííîìó öèêëó, è ïðîèñõîäèò ïðîñêîê ôàçû. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé

íàáëþäàåòñÿ â ñèñòåìå Ëîðåíöà (ðèñ. 10.9).

10.2.4 Âçàèìíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ äâóõ ñâÿçàííûõ
îñöèëëÿòîðîâ

Ìû äåìîíñòðèðóåì ýòîò ýôôåêò íà ñèñòåìå äâóõ äèôôóçèîííî ñâÿ-

çàííûõ îñöèëëÿòîðîâ Ð¼ññëåðà (10.2):

_x1 = �(1 + �)y1 � z1+

"(x2 � x1);

_y1 = (1 + �)x1 + 0:15y1;

_z1 = 0:2 + z1(x1 � 10);

_x2 = �(1� �)y2 � z2+

"(x1 � x2);

_y2 = (1� �)x2 + 0:15y2;

_z2 = 0:2 + z2(x2 � 10):

(10.12)

Îòìåòèì, ÷òî îñöèëëÿòîðû íåèäåíòè÷íû; äîïîëíèòåëüíî ââåäåí-

íûé ïàðàìåòð � îïðåäåëÿåò ðàññòðîéêó ñîáñòâåííûõ ñðåäíèõ ÷àñòîò.
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Äèôôóçèîííàÿ ñâÿçü ïðîïîðöèîíàëüíà êîíñòàíòå ñâÿçè ".

Íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû îáîèõ îñöèëëÿòîðîâ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû

íåïîñðåäñòâåííî, ïóòåì ïîäñ÷åòà ÷èñëà êîëåáàíèé â åäèíèöó âðåìå-

íè. Ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ÷àñòîò (ðèñ. 10.12) äàåò òèïè÷-

íóþ êàðòèíó îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ðàçëè÷íûõ

ðåæèìîâ (êàê ôóíêöèè ñâÿçè " è ðàññòðîéêè �) äåìîíñòðèðóåò òðè

îáëàñòè êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íîãî ïîâåäåíèÿ.

(I) Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè, ãäå ÷àñòîòû çàõâà÷åíû, 
1 = 
2. Âàæ-

íî îòìåòèòü, ÷òî ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè ïðàêòè÷åñêè íåò; ýòî

îñîáåííîñòü ôàçî-êîãåðåíòíîãî àòòðàêòîðà Ð¼ññëåðà.

(II) Îáëàñòü àñèíõðîííûõ êîëåáàíèé, ãäå j
1 � 
2j = j
bj > 0.

Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé, ÷àñòîòà 
b

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ¾÷àñòîòà áèåíèé¿.

(III) Â ýòîé îáëàñòè êîëåáàíèÿ â îáåèõ ñèñòåìàõ èñ÷åçàþò èç-çà

äèôôóçèîííîé ñâÿçè. Ýòîò ýôôåêò èçâåñòåí äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ

ñèñòåì êàê âûìèðàíèå (ãàøåíèå) êîëåáàíèé (ñì. ãëàâó 8).

Âåñüìà ïîëåçíî îïèñàòü ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè ñ ïîìîùüþ ïî-

êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà (ñì. ðèñ. 10.13). Øåñòèìåðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ

ñèñòåìà (10.12) èìååò øåñòü ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé. Ïðè íóëåâîé

ñâÿçè ìû èìååì âûðîæäåííóþ ñèòóàöèþ äâóõ íåçàâèñèìûõ ñèñòåì,

(a)

0
0.04

0.08ε 0
0.02

0.04

ν

0

0.1

0.2

∆Ω

0.0 0.1 0.2
ν

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

ε I

II

III

(b)

Ðèñ. 10.12. (a) Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè äëÿ äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿ-
òîðîâ Ð¼ññëåðà (10.12): ãðàôèê ðàçíîñòè íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò �
 =

h _�1 � _�2i êàê ôóíêöèè ñâÿçè " è ðàññòðîéêè � äåìîíñòðèðóåò îáëàñòü,

ãäå�
 èñ÷åçàþùå ìàëà. (b) Ñõåìàòè÷åñêàÿ äèàãðàììà, ïîêàçûâàþùàÿ

îáëàñòü àñèíõðîííûõ (II) è ñèíõðîííûõ (I) äâèæåíèé è îáëàñòü âûìè-

ðàíèÿ êîëåáàíèé (III). Äèàãðàììà ïðèáëèæåííàÿ, îêíà ïåðèîäè÷íîñòè

â I è II íå ïîêàçàíû. Ãðàôèê (b) âîñïðîèçâåäåí èç Osipov et al., Physical

Review E, Vol. 55, 1997, pp. 2353�2361. Copyright 1997 by the American

Physical Society.
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êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò îäèí ïîëîæèòåëüíûé, îäèí íóëåâîé è îäèí

îòðèöàòåëüíûé ïîêàçàòåëü. Äâà íóëåâûõ ïîêàçàòåëÿ ñîîòâåòñòâó-

þò äâóì íåçàâèñèìûì ôàçàì. Ïðè íàëè÷èè ñâÿçè ôàçû ñòàíîâÿò-

ñÿ çàâèñèìûìè è âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ: òîëüêî îäèí ëÿïóíîâñêèé

ïîêàçàòåëü äîëæåí îñòàòüñÿ â òî÷íîñòè íóëåì. Òåì íå ìåíåå, ìû

íàáëþäàåì, ÷òî ïðè ìàëîé ñâÿçè âòîðîé íóëåâîé ëÿïóíîâñêèé ïîêà-

çàòåëü îñòàåòñÿ î÷åíü ìàëûì (ñîáñòâåííî, ÷èñëåííî íåîòëè÷èìûì îò

íóëÿ); ýòî ñîîòâåòñòâóåò ¾êâàçèïåðèîäè÷åñêîé¿ äèíàìèêå ôàç, êîãäà

êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò áûòü ñäâèíóòà. Òîëüêî ïðè îòíîñèòåëüíî áîëåå

ñèëüíîé ñâÿçè, êîãäà íàñòóïàåò ñèíõðîíèçàöèÿ, âòîðîé ëÿïóíîâñêèé

ïîêàçàòåëü ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì: òåïåðü ôàçû çàõâà÷åíû è

ñîîòíîøåíèå ìåæäó íèìè óñòîé÷èâî. Îòìåòèì, ÷òî äâà íàèáîëüøèõ

ïîêàçàòåëÿ îñòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè âî âñåì äèàïàçîíå ñâÿçè, ÷òî

îçíà÷àåò õàîòè÷íîñòü è íåçàâèñèìîñòü àìïëèòóä: ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà

îñòàåòñÿ â ñîñòîÿíèè ãèïåðõàîñà.

10.3 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Â ñâîåì èçëîæåíèè ìû ñëåäîâàëè ðàáîòàì [Rosenblum et al. 1996;

Pikovsky et al. 1997b], ãäå îáñóæäàëèñü ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ôàçû

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
 ε

–0.04

0.00

0.04

0.08

λ
j

0.00

0.02

0.04

∆Ω

(a)

(b)

Ðèñ. 10.13. Ðàçíîñòü ÷àñòîò (a) è ÷åòûðå íàèáîëüøèõ ëÿïóíîâñêèõ

ïîêàçàòåëÿ (b) êàê ôóíêöèÿ ñèëû ñâÿçè " äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ

îñöèëëÿòîðîâ Ð¼ññëåðà (10.12); � = 0:015. Ïðè ñëàáîé ñâÿçè åñòü äâà

ïîëîæèòåëüíûõ è äâà ïî÷òè íóëåâûõ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëÿ. Ïåðåõîä

ê çàõâàòó ôàç ïðîèñõîäèò ïðèìåðíî ïðè " � 0:028; ïðè ýòîì çíà÷åíèè

ñèëû ñâÿçè îäèí èç íóëåâûõ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ñòàíîâèòñÿ îò-

ðèöàòåëüíûì.
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õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå ïðÿìûå è êîñâåííûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ

ñèíõðîíèçàöèè. Çàõâàò ôàçû õàîòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïåðèîäè÷å-

ñêîé âíåøíåé ñèëîé áûë ðàññìîòðåí Ïèêîâñêèì [1984b], êîòîðûé

íàáëþäàë óâåëè÷åíèå äèñêðåòíîé ñïåêòðàëüíîé êîìïîíåíòû âûíó-

æäàåìîé ñèñòåìû, è Ñòîóí [Stone 1992], êîòîðàÿ ñòðîáîñêîïè÷åñêè

íàáëþäàëà îñöèëëÿòîð Ð¼ññëåðà, ïåðèîäè÷åñêè âîçìóùàåìûé èì-

ïóëüñàìè, à òàêæå Âàäèâàñîâîé è äð. [Vadivasova et al. 1999]. Ñõîä-

íûå ýôôåêòû â ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðàõ, â ÷àñòíîñòè ïåðåêðûòèå

ñïåêòðàëüíûõ ïèêîâ êàê ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ, îáñóæäàëèñü â

ðàáîòàõ [Ëàíäà è Ïåðìèíîâ 1985; Àíèùåíêî è äð. 1991; Ëàíäà è

Ðîçåíáëþì 1992; Anischenko et al. 1992; Landa and Rosenblum 1993].

Çàõâàò ôàçû â òåðìèíàõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò áûë ðàññìîòðåí

â ðàáîòàõ [Pikovsky et al. 1997c; Zaks et al. 1999; S. H. Park et al.

1999a]. Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè è ñêåéëèíãîâûå ñâîéñòâà ïåðåìå-

æàåìîñòè áûëè îïèñàíû â [Pikovsky et al. 1997a; Rosa Jr. et al. 1998;

Lee et al. 1998]. Ýôôåêòû çàõâàòà ôàç ìîãóò òàêæå íàáëþäàòüñÿ â

áîëüøèõ àíñàìáëÿõ, ðåøåòêàõ è õàîòè÷åñêè îñöèëëèðóþùèõ ñðåäàõ,

ñì. [Brunnet et al. 1994; Goryachev and Kapral 1996; Pikovsky et al.

1996; Osipov et al. 1997; Brunnet and Chat�e 1998; Goryachev et al.

1998; Blasius et al. 1999] è ðàçäåë 12.3. Ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêîé

ñèñòåìû ñëó÷àéíîé ñèëîé áûëà ðàññìîòðåíà â [Pikovsky et al. 1997b].

Çàõâàò ôàçû â õàîñå ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàëñÿ â ýëåêòðîííûõ

ãåíåðàòîðàõ [Ïèêîâñêèé 1984b; Parlitz et al. 1996; Rulkov 1996], ïëàç-

ìå [Rosa Jr. et al. 2000] è â ëàçåðàõ [Tang et al. 1998a,c]. Ñì. òàêæå

òåìàòè÷åñêèé âûïóñê [Kurths (ed.) 2000].

Â ñâÿçàííûõ íåèäåíòè÷íûõ õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðàõ çàõâàò ôàç

íàáëþäàåòñÿ óæå ïðè ñëàáîé ñâÿçè. Ïðè ñèëüíîé ñâÿçè íàáëþäàåò-

ñÿ òåíäåíöèÿ ê ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè (ñì. äåòàëüíîå îáñóæäåíèå

ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè â ÷àñòè III). Ïðè ïðîìåæóòî÷íîé ñèëå ñâÿçè

íàáëþäàåòñÿ èíòåðåñíûé ðåæèì: ñîñòîÿíèÿ äâóõ âçàèìîäåéñòâóþ-

ùèõ ñèñòåì ïî÷òè ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà ïî âðåìåíè,

x1(t) � x2(t��). Ýòîò ðåæèì, íàçâàííûé çàäåðæàííîé (lag) ñèíõðî-

íèçàöèåé, èçó÷àëñÿ òåîðåòè÷åñêè â ðàáîòàõ [Rosenblum et al. 1997b;

Sosnovtseva et al. 1999] è ýêñïåðèìåíòàëüíî â ðàáîòå [Taherion and

Lai 1999].

Ïîñòíîâ è äð. [Postnov et al. 1999b] îïèñàëè ìóëüòèñòàáèëüíîñòü

ñîñòîÿíèé ñ çàõâàòîì ôàçû äëÿ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ìíîãî-

ëåíòî÷íûìè àòòðàêòîðàìè. Â çàâåðøåíèå ìû õîòèì îòìåòèòü, ÷òî

Fujigaki et al. [1996] è Fujigaki and Shimada [1997] èñïîëüçóþò òåðìèí

ôàçîâàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â äðóãîì ñìûñëå.
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Ñèíõðîíèçàöèÿ â
îñöèëëèðóþùèõ ñðåäàõ

Îñöèëëèðóþùàÿ ñðåäà � ýòî ðàñïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà, êàæäûé ýëå-

ìåíò êîòîðîé ñîâåðøàåò àâòîêîëåáàíèÿ. Õîðîøèì ôèçè÷åñêèì (íà

ñàìîì äåëå � õèìè÷åñêèì) ïðèìåðîì ñëóæèò êîëåáàòåëüíàÿ ðåàêöèÿ

(íàïðèìåð, ðåàêöèÿ Áåëîóñîâà�Æàáîòèíñêîãî) â áîëüøîì îáúåìå,

ðàçëè÷íûå ÷àñòè êîòîðîãî ìîãóò êîëåáàòüñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ïåðèîäà-

ìè è ôàçàìè. Îáû÷íî ðåàêöèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ èçìåíåíèÿìè öâåòà.

Ïîýòîìó ïðîôèëü ôàçû ëåãêî âèäåí: ðàçëè÷íûå öâåòà îòâå÷àþò ðàç-

ëè÷íûì ôàçàì.

Ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ôàçû â öåïî÷êàõ è â

ïðîñòðàíñòâåííî-íåïðåðûâíûõ ñèñòåìàõ. Çàòåì ìû ðàññìîòðèì ñðå-

äó èç ñëàáî íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ, äåìîíñòðèðóþùóþ áîãàòûé

íàáîð ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ; íåêîòîðûå èç íèõ áóäóò îïèñàíû

â ðàçäåëå 11.3.

11.1 Öåïî÷êè îñöèëëÿòîðîâ

Öåïî÷êà îñöèëëÿòîðîâ � ýòî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ñèñòåìû äâóõ

ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ, îïèñàííîé â ãëàâå 8. Íà÷íåì ñ ðàññìîòðå-

íèÿ îäíîìåðíîé öåïî÷êè îñöèëëÿòîðîâ, ïðîíóìåðîâàííûõ èíäåêñîì

k è èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû !
k
, â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî áëèæàéøèå ñîñåäè. Åñëè ñâÿçü ñëàáàÿ,

òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå ôàçîâîé äèíàìèêè è çàïèñàòü
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óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êàê åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ (8.5):

d�
k

dt
= !

k
+ "q(�

k�1 � �
k
) + "q(�

k+1 � �
k
); k = 1; : : : ; N: (11.1)

Çäåñü ìû äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îñöèëëÿòîðû îòëè÷àþòñÿ

òîëüêî àâòîíîìíûìè ÷àñòîòàìè !
k
è ÷òî ñâÿçü îäèíàêîâà äëÿ âñåõ

ïàð. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ (11.1) èìåþò âèä �0 = �1; �N+1 = �
N
.

×òîáû ïîëó÷èòü îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î ïðîöåññàõ â öåïî÷êå,

âçãëÿíåì íà ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. Åñëè ñâÿçü îòñóòñòâóåò (" = 0),

òî ôàçû âñåõ îñöèëëÿòîðîâ âðàùàþòñÿ ñ àâòîíîìíûìè ÷àñòîòàìè

è â öåïî÷êå èç N îñöèëëÿòîðîâ íàáëþäàåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîå

äâèæåíèå ñ N ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè. Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå,

êîãäà ñâÿçü î÷åíü âåëèêà, " � j!
k
j, ðàçëè÷èåì àâòîíîìíûõ ÷àñòîò

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê ÷òî âñå îñöèëëÿòîðû ñèíõðîíèçóþòñÿ. Ìå-

æäó ýòèìè ñëó÷àÿìè ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèå ÷àñòè÷íî ñèíõðî-

íèçîâàííûõ ðåæèìîâ, ñ íåñêîëüêèìè (ìåíüøå, ÷åì N) ðàçëè÷íûìè

÷àñòîòàìè. Ïîñêîëüêó ñâÿçü ñòðåìèòñÿ ñèíõðîíèçîâàòü áëèæàéøèõ

ñîñåäåé, îáðàçóþòñÿ êëàñòåðû ñèíõðîíèçîâàííûõ îñöèëëÿòîðîâ. Ýòó

êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó ìû èëëþñòðèðóåì ÷èñëåííûì èññëåäîâàíèåì

öåïî÷êè èç 5 îñöèëëÿòîðîâ íà ðèñ. 11.1.

Ïåðåõîä îò íåçàâèñèìûõ êîëåáàíèé ê ïîëíîñòüþ ñèíõðîíèçîâàí-

íîìó ðåæèìó çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò !
k
. Â ëèòåðàòóðå

0 1 2 3
ε

–2

–1

0

1

2

Ω
k

Ðèñ. 11.1. Çàâèñèìîñòü íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò 
k = h _�ki îò ïàðàìåòðà
ñâÿçè " â öåïî÷êå èç ïÿòè îñöèëëÿòîðîâ (11.1). Ñîáñòâåííûå ÷àñòî-

òû ðàâíû �1:8; �1:1; 0:1; 0:9; 1:9, ôóíêöèÿ ñâÿçè âûáðàíà â âèäå

q(x) = sinx. Ñ óâåëè÷åíèåì ñâÿçè ñíà÷àëà îñöèëëÿòîðû 1 è 2 îáðà-

çóþò êëàñòåð ïðè " � 0:4. Çàòåì ïðè " � 0:6 ïîÿâëÿåòñÿ êëàñòåð èç

îñöèëëÿòîðîâ 4 è 5. Ïðè " � 1:4 ê íåìó ïðèñîåäèíÿåòñÿ îñöèëëÿòîð 3.

Íàêîíåö, ïðè " � 3 âñå îñöèëëÿòîðû ñèíõðîíèçóþòñÿ.
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ðàññìàòðèâàëèñü äâå ìîäåëè: ñëó÷àéíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ

÷àñòîò è ðåãóëÿðíîå ëèíåéíîå ðàñïðåäåëåíèå. Â òî âðåìÿ êàê ñî-

ñòîÿíèÿ ñ ìíîãèìè êëàñòåðàìè ñ òðóäîì ïîääàþòñÿ àíàëèòè÷åñêîìó

îïèñàíèþ, ïåðåõîä îò ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ê ðåæèìó ñ äâóìÿ êëà-

ñòåðàìè ìîæíî ðàññìîòðåòü àíàëèòè÷åñêè. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà

ââåäåì ðàçíîñòü ôàç ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè  
k
= �

k+1 � �
k
,

è ïîëó÷èì èç (11.1) ñèñòåìó N � 1 óðàâíåíèé

d 
k

dt
= �

k
+ "[q( 

k�1) + q( 
k+1)� 2q( 

k
)]; k = 1; : : : ; N � 1: (11.2)

Çäåñü ÷åðåç �
k
= !

k+1�!k îáîçíà÷åíû ðàçíîñòè ÷àñòîò. Äëÿ ñòàöè-

îíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ _ 
k
= 0 ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ òðåõäèàãîíàëüíàÿ

ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ u
k
= q( 

k
); îíà

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îáðàùå-

íèè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è íàõîæäåíèè  
k
= q

�1(u
k
). Ïîñêîëüêó ôóíê-

öèÿ ñâÿçè q( ) ïåðèîäè÷åñêàÿ, èìååòñÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé, åñëè

òîëüêî âñå êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ u
k
ëåæàò â èíòåðâàëå (qmin; qmax).

Êàê áûëî äîêàçàíî Ermentrout and Kopell [1984], åñëè ôóíêöèÿ ñâÿçè

0 20 40 60 80 100
ÐÏÚÉÃÉÑ k

−2

0

2

−2

0

2

Ω
k

−2

0

2 (a)

(b)

(c)

Ðèñ. 11.2. Êëàñòåðû â öåïî÷êå (11.1) èç 100 ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ

ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò (ãàóññîâñêîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé) è ñ ôóíêöèåé ñâÿçè q(x) = sin x.

(a) Äâóõêëàñòåðíîå ñîñòîÿíèå ïðè " = 4. (b) Ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî

áîëüøèõ êëàñòåðîâ ïðè " = 1. (c) Íåñêîëüêî íåáîëüøèõ êëàñòåðîâ è

ìíîãî íåñèíõðîíèçîâàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ïðè " = 0:2.
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èìååò îäèí ìèíèìóì è îäèí ìàêñèìóì, òî èç âñåõ âîçìîæíûõ 2N�1

ðåøåíèé óñòîé÷èâî òîëüêî îäíî, îñòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè è íåóñòîé÷èâûìè óçëàìè. Ïðè êðèòè÷åñêîì çíà-

÷åíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè, äëÿ êîòîðîãî ïðè íåêîòîðîì l, u
l
= qmin èëè

u
l
= qmax, óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ èñ÷åçàåò ÷åðåç áèôóð-

êàöèþ ñåäëî�óçåë è âîçíèêàåò ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ. Ôàçîâîå

ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû (11.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (N�1)-ìåðíûé òîð,

è ïîÿâëÿþùàÿñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ âðàùàåòñÿ â íàïðàâëå-

íèè ïåðåìåííîé  
l
. Â ðåçóëüòàòå h _ 

k
i = 0 äëÿ âñåõ k êðîìå k = l,

äëÿ êîòîðîãî h _ 
l
i 6= 0. Â òåðìèíàõ ôàç �

k
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå

îñöèëëÿòîðû 1; : : : ; l èìåþò îäíó è òó æå íàáëþäàåìóþ ÷àñòîòó 
1,

à çíà÷åíèå ÷àñòîòû 
2 îñöèëëÿòîðîâ l + 1; : : : ; N îòëè÷àåòñÿ îò íåå.

Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëÿþòñÿ äâà êëàñòåðà ñèíõðîíèçîâàííûõ îñöèë-

ëÿòîðîâ. Îòìåòèì, ÷òî ðàçíîñòè ôàç  
k
íå ïîñòîÿííû, à êîëåáëþòñÿ,

ïîñêîëüêó â îáùåì ñëó÷àå âñå  
k
ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöè-

ÿìè âðåìåíè. Äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå ñâÿçè ïðèâîäèò ê áèôóðêàöèè

ðàñùåïëåíèÿ îáðàçîâàâøèõñÿ êëàñòåðîâ è ò.ä. Äëÿ áîëüøèõ öåïî÷åê

ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò òèïè÷íàÿ êàðòèíà

âûãëÿäèò êàê íà ðèñ. 11.2.

11.2 Íåïðåðûâíîå ïî ïðîñòðàíñòâó
ðàñïðåäåëåíèå ôàçû

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îñöèëëÿòîðû íå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äèñ-

êðåòíûå îáúåêòû, à îáðàçóþò íåïðåðûâíóþ ñðåäó. Òèïè÷íûì ïðè-

ìåðîì ñëóæèò ïåðèîäè÷åñêàÿ õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ â ñîñóäå, ãäå â

êàæäîé òî÷êå íàáëþäàþòñÿ êîëåáàíèÿ è ñâÿçü îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì

äèôôóçèè. Çäåñü ôàçà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîð-

äèíàò è âðåìåíè, è íàøåé áëèæàéøåé çàäà÷åé áóäåò âûâîä óðàâíå-

íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùåãî åå äèíàìèêó.

Îäèí âîçìîæíûé ïîäõîä ê ýòîé çàäà÷å, îñíîâàííûé íà ôàçîâîì

ïðèáëèæåíèè ê îäíîðîäíîìó êîëåáàòåëüíîìó ðåøåíèþ èñõîäíûõ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, áóäåò îïèñàí â ðàçäåëå 11.3.

Çäåñü æå ìû áóäåì èñõîäèòü èç óðàâíåíèé öåïî÷êè (11.1) è ðàñ-

ñìîòðèì èõ íåïðåðûâíûé ïðåäåë. Â ýòîì ïðåäåëå ðàññòîÿíèå ìåæäó

áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïîñòîÿííàÿ ñâÿçè ñòðå-

ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè ïîëîæèòü " = ~"(�x)�2 è ðàçëîæèòü q

â ðÿä Òåéëîðà, òî ïîëó÷èì
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d�
k

dt
= !

k
+ ~"q0(0)

�
k�1 � 2�

k
+ �

k+1

(�x)2

+ ~"q00(0)
(�
k+1 � �

k
)2 + (�

k
� �

k�1)
2

2(�x)2
+ � � � : (11.3)

Â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå íóæíî ïîëîæèòü �
k+1 � �

k
= O(�x), òîãäà

âòîðîé è òðåòèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ïðè �x! 0 ñõîäÿòñÿ ê âòîðîé

ïðîèçâîäíîé è êâàäðàòó ïåðâîé ïðîèçâîäíîé îò ôàçû. Ëåãêî ïðî-

âåðèòü, ÷òî îñòàëüíûå ÷ëåíû â ýòîì ïðåäåëå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

@�(x; t)

@t
= !(x) + �r2

�(x; t) + �(r�(x; t))2: (11.4)

Ýòî óðàâíåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè � > 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â öåïî÷êå

óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðîòèâîôàçíûå óñòîé÷èâûå êîëåáàíèÿ, îïèñàíèå

êîòîðûõ â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðå-

íèÿ.

Óðàâíåíèå (11.4) ñïðàâåäëèâî â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïëàâíûõ ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ èçìåíåíèÿõ ôàçû; áîëåå òî÷íî, åñëè õàðàêòåðíûé

ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Äåéñòâè-

òåëüíî, óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ôàçû ìîæåò ñîäåð-

æàòü òîëüêî åå ïðîèçâîäíûå, à íå ñàìó ôàçó (ïîñêîëüêó äèíàìèêà

èíâàðèàíòíà ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãàì ôàçû). Äàëåå, èç ñèììåòðèè

x ! �x ñëåäóåò, ÷òî îáùàÿ ñòåïåíü ïðîèçâîäíîé äîëæíà áûòü ÷åò-

íîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáûå äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè

(11.4) ëèáî ñîäåðæàò âûñøèå ïðîèçâîäíûå, ëèáî âûñøèå íåëèíåéíî-

ñòè (íàïðèìåð, r4
�; (r�)2r2

�). Ïîëàãàÿ r� � L
�1, ìîæíî îöåíèòü

ýòè äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû, îíè èìåþò ïîðÿäîê L
�4
; L

�6
; : : : ; ò.å.

ìíîãî ìåíüøå ÷ëåíîâ ïîðÿäêà L�2, ó÷òåííûõ â (11.4). Â ðàçäåëå 11.3

áóäåò, îäíàêî, ïîêàçàíî, ÷òî, åñëè õàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé

ìàñøòàá èçìåíåíèé ôàçû êîíå÷åí, òî ñëåäóåò âêëþ÷àòü â (11.4)

÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

11.2.1 Ïëîñêèå âîëíû è ìèøåíè

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñðåäó èç èäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ, ò.å. ñðåäó,

â êîòîðîé !(x) = constant. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (11.4) èìååò

ðåøåíèÿ â âèäå ïëîñêèõ âîëí

�(x; t) = Kx+ (! + �K2)t+ �0: (11.5)

Êîëåáàíèÿ â ñðåäå ñèíõðîííû, íî ÷àñòîòà â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ

îò ñîáñòâåííîé, è ñäâèã ôàçû ìåæäó ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè íå ðàâåí
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íóëþ. Çíàê êîýôôèöèåíòà � îïðåäåëÿåò äèñïåðñèþ âîëí, ò.å. ðàñòåò

èëè óáûâàåò èõ ÷àñòîòà ñ âîëíîâûì ÷èñëîì (ïîñëåäíèé ñëó÷àé áîëåå

òèïè÷åí). Êàêîå èç ðåøåíèé ñåìåéñòâà (11.5) ðåàëèçóåòñÿ, çàâèñèò,

â îñíîâíîì, îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà íóëþ

ãðàäèåíòà íà ãðàíèöå r�jB = 0 åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèå ñ íóëåâûì âîëíîâûì ÷èñëîì K. Òàêèì îáðàçîì óñòàíàâëèâà-

åòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûé ïðîôèëü ôàçû, è âñå òî÷êè ñðåäû

èäåàëüíî ñèíõðîíèçîâàíû (ò.å. âñå ôàçû ðàâíû). Ïîçäíÿÿ ñòàäèÿ

ýòîãî ïðîöåññà îïèñûâàåòñÿ ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì (11.4), ò.å.

äèôôóçèîííûì óðàâíåíèåì, òàê ÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿ óñòàíîâëå-

íèÿ ñèíõðîíèçàöèè åñòü L�2, ãäå L � äëèíà ñèñòåìû.

Â áåçãðàíè÷íîé îäíîìåðíîé ñðåäå âîçìîæíû áîëåå ñëîæíûå

ñòðóêòóðû, âñëåäñòâèå íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (11.4). Â ÷àñòíî-

ñòè, äâå ïëîñêèå âîëíû ìîãóò îáðàçîâûâàòü ñòàöèîíàðíûé ïåðå-

õîä [Kuramoto 1984]:

�(x; t) = !t+ �(a2 + b
2)t+ ax+

�

�
ln cosh

b�

�
(x+ 2a�t): (11.6)

Ýòî ðåøåíèå çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ a è b, îïðåäåëÿþùèõ àñèì-

ïòîòèêó ïëîñêèõ âîëí ïðè x ! �1. Ïðåäïîëàãàÿ äëÿ îïðåäåëåííî-

ñòè �b > 0, ïîëó÷èì ïðè áîëüøèõ jxj

� � K�x+ (! + �K2
�)t; K� = a� b: (11.7)

Ñàì ïåðåõîä ñìåùàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ �2a�. Èíîãäà åãî íàçûâàþò

äîìåííîé ñòåíêîé, îí ìîæåò áûòü èñòî÷íèêîì èëè ñòîêîì âîëí. Èç

àíàëèçà ñîîòíîøåíèÿ (11.7) ñëåäóåò, ÷òî ïðè � > 0 ïîáåæäàåò âîë-

íîâàÿ ñòðóêòóðà ñ áîëüøåé ÷àñòîòîé: ïåðåõîä äâèæåòñÿ â ñòîðîíó

âîëíû ñ ìåíüøåé ÷àñòîòîé.

Ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ âîçìîæíû ïëîñêèå âîëíû

(11.5) ñî âñåìè K, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèþ KL = m2�.

Ìîæíî ââåñòè ¾òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä¿ (èëè ¾ïðîñòðàíñòâåííîå ÷è-

ñëî âðàùåíèÿ¿) ïðîôèëÿ ôàçû ñîãëàñíî

Q =
1

2�

Z
L

0

r�d�:

Ýòà âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî öåëûå çíà÷åíèÿ, îíà õàðàêòå-

ðèçóåò ôàçîâûé ñäâèã âäîëü ñðåäû. ßñíî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä

ñîõðàíÿåòñÿ â ïðîöåññå ýâîëþöèè, ïîýòîìó ëþáîé íà÷àëüíûé ïðî-

ôèëü ôàçû ñ çàðÿäîì Q â êîíöå êîíöîâ ïðèõîäèò ê ïëîñêîé âîëíå

(11.5) ñ âîëíîâûì ÷èñëîì K = Q2�=L.
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Åñëè ïðîôèëü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò !(x) íåòðèâèàëåí, òî óäîáíî ñ

ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Õîïôà�Êîóëà

� =
�

�
lnu (11.8)

ïðèâåñòè íåëèíåéíîå óðàâíåíèå (11.4) ê ëèíåéíîìó

@u

@t
=
�

�
!(x)u+ �r2

u: (11.9)

Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ñ ìíèìûì

âðåìåíåì è ñ ïîòåíöèàëîì �(�=�)!(x). Àñèìïòîòè÷åñêîå (t ! 1)

ïîâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâîé ìîäîé ñ íàèáîëåå ìåäëåííûì çàòóõà-

íèåì. Íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå óðàâíåíèÿ

�u =
�

�
!(x)u+ �r2

u (11.10)

äàåò, òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòó ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé. Ïðè îïðåäå-

ëåíèè ýòîé ÷àñòîòû ñëåäóåò àêêóðàòíî ó÷èòûâàòü ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ; èç-çà íåëèíåéíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ (11.8) îíè çàâèñÿò îò ïðî-

ñòðàíñòâåííîãî ÷èñëà âðàùåíèÿ Q.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîôèëü ÷àñòîò àñèìïòîòè÷åñêè îäíîðîäåí:

! ! !0 ïðè x ! �1, íî èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì (ìû ïðåä-

ïîëàãàåì, ÷òî Q = 0, òàê ÷òî u! 0 ïðè x! �1). Ýòî ñîîòâåòñòâó-

åò óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà ñ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì (ìàêñèìóìîì)

ïîòåíöèàëà, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà �. Èç ýëåìåíòàðíîé êâàíòîâîé

ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë âèäà ÿìû

âñåãäà èìååò õîòÿ áû îäíî äèñêðåòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �1 â

äèàïàçîíå !max > � > !0. Ïîýòîìó âåäóùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

èìååò âèä êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé �1: ìàëàÿ îáëàñòü ñ ïîâûøåííîé

(ïðè ïîëîæèòåëüíûõ �) ÷àñòîòîé îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó âñåé ñðåäû.

Åñëè ëîêàëüíàÿ íåîäíîðîäíîñòü ñîîòâåòñòâóåò õîëìó ïîòåíöèàëà, òî

ó çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (11.10) íåò äèñêðåòíûõ ðåøåíèé è

íàáëþäàåìàÿ ÷àñòîòà ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîé îáëàñòè. Ïîäîáíàÿ

ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è â äâó- è òðåõìåðíîé âåðñèè ýòîé çàäà÷è: ëî-

êàëüíàÿ íåîäíîðîäíîñòü ñ áîëüøåé èëè ìåíüøåé ÷àñòîòîé èçëó÷àåò

êîíöåíòðè÷åñêèå âîëíû è ïðèâîäèò ê ñòðóêòóðå òèïà ¾ìèøåíü¿, â

çàâèñèìîñòè îò çíàêà �.

11.2.2 Âëèÿíèå øóìà: øåðîõîâàòîñòü ïðîòèâ
ñèíõðîíèçàöèè

Óæå íåáîëüøîé øóì ìîæåò èñïîðòèòü ñèíõðîíèçàöèþ â áîëüøîé

ñèñòåìå. Èñïîëüçóåì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîðîäíîé (! = constant)
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êîëåáàòåëüíîé ñðåäû ñ øóìîì ëàíæåâåíîâñêèé ïîäõîä, ò.å. äîáàâèì

â ïðàâóþ ÷àñòü (11.4) ôëóêòóèðóþùóþ ñèëó:

@�(x; t)

@t
= ! + �r2

�(x; t) + �(r�(x; t))2 + �(x; t): (11.11)

Ýòî óðàâíåíèå õîðîøî èçâåñòíî â òåîðèè øåðîõîâàòûõ (rough) ïî-

âåðõíîñòåé êàê óðàâíåíèå Êàðäàðà�Ïàðèçè�Æàíãà (ñì., íàïðèìåð,

[Barab�asi and Stanley 1995; Halpin-Healy and Zhang 1995]). Â êîíòåê-

ñòå íàøåé çàäà÷è ïîâåðõíîñòü åñòü ïðîôèëü ôàçû �(x; t), à øåðîõî-

âàòîñòü îçíà÷àåò, ÷òî èç íà÷àëüíîãî îäíîðîäíîãî ïðîôèëÿ ðàçâèâà-

åòñÿ øåðîõîâàòàÿ ôóíêöèÿ x (ñ áîëüøèìè îòêëîíåíèÿìè îò ñðåäíåãî

çíà÷åíèÿ).

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü øåðîõîâàòîñòü, ðàññìîòðèì ëèíåàðè-

çîâàííóþ âåðñèþ óðàâíåíèÿ (11.11), â êîòîðîé ïðåíåáðåæåì ÷ëåíîì

�(r�)2:

@�(x; t)

@t
= ! + �r2

�(x; t) + �(x; t): (11.12)

Â òåîðèè øåðîõîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé (11.12) íàçûâàþò óðàâíåíè-

åì Ýäâàðäñà�Óèëêèíñîíà. Ñîâåðøèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïðî-

ñòðàíñòâó, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (11.12) â âèäå ñèñòåìû íåçàâèñèìûõ

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìîä Ôóðüå

d�K

dt
= !ÆK;0 � �K2

�K + �K(t):

Åñëè ïðåäïîëàãàòü øóì ãàóññîâñêèì è Æ-êîððåëèðîâàííûì â ïðî-

ñòðàíñòâå è âðåìåíè, òî âñå Ôóðüå-êîìïîíåíòû �K áóäóò íåçàâè-

ñèìûìè Æ-êîððåëèðîâàííûìè âî âðåìåíè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè

ñ îäíîé è òîé æå èíòåíñèâíîñòüþ h�K(t)�K0(t0)i = 2�2ÆKK0Æ(t � t
0).

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíûå êîìïîíåíòû �K(t) òàêæå åñòü íåçà-

âèñèìûå ïðîöåññû. Çàïèñûâàÿ äëÿ êàæäîé âåëè÷èíû �K óðàâíåíèå

Ôîêêåðà�Ïëàíêà, ïîëó÷èì ãàóññîâñêîå ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ äèñïåðñèåé Var(�K) = �
2
�
�1K�2. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâåí-

íûé ñïåêòð ïðîôèëÿ ôàçû �(x; t) ïðîïîðöèîíàëåí K�2; ìîæíî ïî-

êàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [Halpin-Healy and Zhang 1995]), ÷òî ýòî âåðíî

è äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Êàðäàðà�Ïàðèçè�Æàíãà (11.11).

Äèñïåðñèþ ìãíîâåííîãî ïðîôèëÿ ôàçû Var (�) = h(� � h�i)2i
ìîæíî âû÷èñëèòü ÷åðåç èíòåãðàë ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó ñïåêòðó.

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ ïðè K ! 0, ñëåäóåò ó÷åñòü îãðàíè÷å-

íèå ïðè íàèìåíüøåì âîëíîâîì ÷èñëå K0, ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçìåðó

ñèñòåìû L: K0 � L
�1 (äðóãîå îãðàíè÷åíèå íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ
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íåîáõîäèìî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò óëüòðàôèîëåòîâîé ðàñõîäèìîñòè).

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà, ðåçóëüòàò çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è d:

Var(�) �
Z
C

L
�1

Kd�1 K�2 dK �

8<
:

L d = 1

lnL d = 2

constant d � 3:

(11.13)

Øåðîõîâàòîñòü � ýòî ñâîéñòâî íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà øèðèíû

¾ïîâåðõíîñòè¿ ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðà ñèñòåìû. Êàê ñëåäóåò èç

(11.13), øåðîõîâàòîñòü ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è,

ò.å. îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ êîëåáàòåëüíàÿ ñðåäà îäíî-, äâó- èëè òðåõìåð-

íîé. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ñïåêòðà íå ïðèâîäèò ê ðàñ-

õîäèìîñòè ïðè ðàçìåðíîñòè áîëüøåé, ÷åì òðè, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

øåðîõîâàòîñòè íåò: äèñïåðñèÿ ïîâåðõíîñòè êîíå÷íà äàæå â î÷åíü

áîëüøèõ ñèñòåìàõ. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, ïðîôèëü ôàçû øåðîõîâàò

ïðè ðàçìåðíîñòÿõ d = 1; 2.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìèêè ôàçû ïåðåõîä ê øåðîõîâàòîñòè ìîæåò

áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê ïîòåðÿ êîãåðåíòíîñòè (ñì. [Gallas et al.

1992; Grinstein et al. 1993]). Íà÷íåì ñ øåðîõîâàòîñòè â îäíîìåð-

íîì ñëó÷àå. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî èç-çà ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîñòðàí-

ñòâåííîé îäíîðîäíîñòè íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû â (11.11) îäèíàêîâû

âî âñåõ òî÷êàõ (÷òî è íå óäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó àâòîíîìíûå ÷à-

ñòîòû òîæå îäèíàêîâû). Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâïàäåíèÿ

íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò, êîëåáàíèÿ â ñðåäå ñèíõðîíèçîâàíû. Îäíàêî

îíè íå êîãåðåíòíû. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîôèëü ôàçû åñòü

êðèâàÿ òèïà ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé (ýòî âèäíî èç ôîðìû ñïåêòðà

�K�2), ïîýòîìó íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ôàçû îòëè÷àþòñÿ íå î÷åíü

ñèëüíî è êîëåáàíèÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñèíõðîííûå. Îäíàêî

íà áîëüøèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáàõ õàðàêòåðíàÿ ðàçíîñòü ôàç

ïðåâûøàåò 2� è ôàçû, âçÿòûå ïî ìîäóëþ 2�, íå êîððåëèðîâàíû.

Åñëè âçÿòü êàêóþ-íèáóäü çàâèñÿùóþ îò ôàçû íàáëþäàåìóþ, íàïðè-

ìåð sin�, òî ñðåäíåå îò íåå ïî âñåé ñðåäå ïîñòîÿííî, êàê â ñëó÷àå

ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìûõ êîëåáàíèé. Â ýòîì ñìûñëå øåðîõîâàòîñòü

îçíà÷àåò îòñóòñòâèå êîãåðåíòíîñòè â áîëüøîé ñèñòåìå. È íàîáîðîò,

åñëè øåðîõîâàòîñòü ïðîôèëÿ ôàçû îòñóòñòâóåò, ò.å. âàðèàöèè ôàçû

ïî âñåé ñèñòåìå ìåíüøå 2�, òî íå òîëüêî ÷àñòîòû âñåõ îñöèëëÿòîðîâ

ñîâïàäàþò, íî è ôàçû êîððåëèðîâàíû, è ñðåäíåå îò çàâèñÿùåé îò

ôàçû íàáëþäàåìîé ïî âñåé ñðåäå áóäåò îñöèëëèðîâàòü ñ îáùåé ÷à-

ñòîòîé. Â ðàáîòå [Chat�e and Manneville 1992] ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå

ïðèìåðû òàêîãî ïîâåäåíèÿ.
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11.3 Ñëàáî íåëèíåéíàÿ êîëåáàòåëüíàÿ
ñðåäà

Â ðàçäåëå 11.2 êîëåáàòåëüíàÿ ñðåäà îïèñûâàëàñü ñ ïîìîùüþ îäíîé

ôàçîâîé ïåðåìåííîé. Ýòî âîçìîæíî, åñëè îòêëîíåíèå âñåõ îñòàëü-

íûõ ïåðåìåííûõ îò ïðåäåëüíîãî öèêëà, îïèñûâàþùåãî îäíîðîäíûå

ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ìàëî. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ,

òî íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ïîëíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ. Ñèòóàöèÿ óïðîùàåòñÿ â ñëó÷àå ñëàáî íåëèíåéíûõ àâòîêîëå-

áàíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäó A, çàâè-

ñÿùóþ îò ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, è ïðåäñòàâèòü ïåðåìåííûå çàäà÷è

u(x; t) â âèäå u = Re(A(x; t)ei!t). Çäåñü ! îáîçíà÷àåò ÷àñòîòó àâòîêî-

ëåáàíèé. Óðàâíåíèÿ äëÿ A ìîæíî âûâåñòè äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé

çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ èëè îäíîãî èç åãî âàðèàíòîâ

(ñì., íàïðèìåð, [Kuramoto 1984; Haken 1993; Bohr et al. 1998]). Çäåñü

ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì æå ïðèåìîì, ÷òî è â ðàçäåëå 11.2: âîçüìåì

öåïî÷êó ñëàáî íåëèíåéíûõ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì è ðàññìîòðèì

åå â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå.

11.3.1 Êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó

Îäíîìåðíóþ öåïî÷êó ñëàáî íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ ìîæíî îïè-

ñàòü îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ (8.12):

dA
k

dt
= �A

k
� (
 + i�)jA

k
j2A

k
+ (� + iÆ)(A

k+1 +A
k�1 � 2A

k
): (11.14)

Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïàðàìåòðû âñåõ îñöèëëÿòîðîâ îäèíàêî-

âû. Ïåðåõîä ê íåïðåðûâíîé ñðåäå îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü A
k+1 �A

k

ïîðÿäêà �x; ñîîòâåòñòâåííî ïîñòîÿííûå âçàèìîäåéñòâèÿ � è Æ äîëæ-

íû áûòü âåëèêè. Ïîëàãàÿ � = ~�(�x)�2 è Æ = ~Æ(�x)�2, ïîëó÷èì

@A

@t
= �A� (
 + i�)jAj2A+ (~� + i~Æ)r2

A:

Óäîáíî èñïîëüçîâàòü òî æå èçìåíåíèå ìàñøòàáîâ, ÷òî è â ðàçäåëå 8.2,

ò.å. ââåñòè áåçðàçìåðíîå âðåìÿ, èñïîëüçóÿ �, è áåçðàçìåðíóþ àì-

ïëèòóäó, èñïîëüçóÿ
p

=�; òîãäà ïîëó÷àåòñÿ çíàìåíèòîå êîìïëåêñíîå

óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó (ÊÓÃË):

@a(x; t)

@t
= a� (1 + ic3)jaj2a+ (1 + ic1)r2

a; (11.15)

îïèñûâàþùåå ñëàáî íåëèíåéíûå àâòîêîëåáàíèÿ â ñïëîøíîé ñðåäå.

Ðàçëè÷íûå ÷ëåíû èìåþò ñëåäóþùåå ôèçè÷åñêîå çíà÷åíèå: ïåðâûé
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÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàåò ëèíåéíûé ðîñò êîëåáàíèé; âòîðîé

÷ëåí îïèñûâàåò íåëèíåéíîå íàñûùåíèå (äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîýô-

ôèöèåíòà) è íåëèíåéíûé ñäâèã ÷àñòîòû (ìíèìàÿ ÷àñòü); ïîñëåäíèé

÷ëåí îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå � äèôôóçèþ �

äèññèïàòèâíîãî (äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü) èëè êîíñåðâàòèâíîãî (ìíè-

ìàÿ ÷àñòü) òèïà. ×èñòî êîíñåðâàòèâíàÿ âåðñèÿ ÊÓÃË (ò.å. ñ ÷èñòî

ìíèìûìè êîýôôèöèåíòàìè â ïðàâîé ÷àñòè, ôîðìàëüíî ýòî ñîîòâåò-

ñòâóåò ïðåäåëó c1;3 ! 1) åñòü íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

� ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìàÿ ãàìèëüòîíîâñêàÿ ñèñòåìà. Â êîíòåêñòå

îïèñàíèÿ àâòîêîëåáàíèé äèññèïàòèâíûå ÷ëåíû ñóùåñòâåííû; áîëåå

òîãî, â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ (èçîõðîííûå àâòîêîëåáàíèÿ è ÷èñòî

äèññèïàòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå) êîýôôèöèåíòû c1 è c3 îáíóëÿþòñÿ.

Íå ïðåòåíäóÿ íà ïîëíîå îïèñàíèå ñâîéñòâ ÊÓÃË (ñì., íàïðèìåð,

[Shraiman et al. 1992; Cross and Hohenberg 1993; Chat�e and Manneville

1996; Bohr et al. 1998]), ìû îòìåòèì çäåñü òîëüêî ñâîéñòâà, âàæíûå

ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè.

ÊÓÃË èìååò ðåøåíèÿ â âèäå ïëîñêèõ âîëí (ñð. ñ (11.5))

a(x; t) = (1�K2) exp[iKx� i(c3 + (c1 � c3)K2)t];

êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñèíõðîííûé ðåæèì â ñðåäå.

Íå âñå ýòè âîëíû óñòîé÷èâû, íî ïî êðàéíåé ìåðå íåêîòîðûå äëèííî-

âîëíîâûå ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû, åñëè

1 + c1c3 > 0: (11.16)

×òîáû óâèäåòü, êàê âîçíèêàåò êðèòåðèé (11.16), çàïèøåì ôàçîâîå

ïðèáëèæåíèå äëÿ ÊÓÃË. Ýòî ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïëàâíî

ìåíÿþùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïîëåé, ãäå äèôôóçèîííûé ÷ëåí (ïðî-

ïîðöèîíàëüíûé êâàäðàòó õàðàêòåðíîãî âîëíîâîãî ÷èñëà) ìîæåò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ êàê ìàëîå âîçìóùåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìå-

íèòü îáùóþ ôîðìóëó (7.14) äëÿ âîçìóùåíèé âáëèçè îäíîðîäíîãî

ïðåäåëüíîãî öèêëà è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ôàçû. Â ýòó ôîðìóëó

ìû ïîäñòàâèì ôàçîâóþ çàâèñèìîñòü â âèäå (ñð. (7.10) è (7.16))

�(X;Y ) = tan�1
Y

X
�
c3

2
ln(X2 + Y

2);

à âîçìóùåíèå � â âèäå

p
X
= r2

X(�)� c1r2
Y (�); p

Y
= r2

Y (�) + c1r2
X(�)

ñ a = X + iY = cos�+ i sin� è ïîëó÷èì

@�

@t
= �c3 + (1 + c3c1)r2

�+ (c3 � c1)(r�)2: (11.17)
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Ýòî óðàâíåíèå, ðàçóìååòñÿ, ñîâïàäàåò ñ (11.4). Îñíîâíàÿ îñîáåí-

íîñòü, äåëàþùàÿ äèíàìèêó ÊÓÃË íåòðèâèàëüíîé, ýòî âîçìîæíîñòü

íåóñòîé÷èâîñòè ôàçû: êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ôàçû â óðàâíå-

íèè (11.17) åñòü 1 + c3c1, è, åñëè îí îòðèöàòåëåí, òî ïðîñòðàíñòâåí-

íî îäíîðîäíîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî. Êðèòåðèé (11.16) áûë âûâåäåí

Íüþýëîì [Newell 1974], íî íåóñòîé÷èâîñòü ÷àñòî íàçûâàþò íåóñòîé-

÷èâîñòüþ Áåíæàìèíà�Ôýéðà, ïî èìåíè àâòîðîâ, èññëåäîâàâøèõ àíà-

ëîãè÷íóþ íåóñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíûõ âîëí íà âîäå [Benjamin and

Feir 1967].

Ôèçè÷åñêèé ìåõàíèçì íåóñòîé÷èâîñòè ñòàíåò ïîíÿòåí, åñëè ñðàâ-

íèòü êðèòåðèé Íüþýëà (11.16) ñ óðàâíåíèåì (8.17), îïèñûâàþùèì

âçàèìîäåéñòâèå äâóõ îñöèëëÿòîðîâ. Êàê îáñóæäàëîñü â ðàçäåëå 8.2,

êîìáèíàöèÿ íåèçîõðîííîñòè è ðåàêòèâíîé ñâÿçè ïðèâîäèò ê îòòàë-

êèâàíèþ ôàç ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ; òî÷íî òàêàÿ æå êîìáèíàöèÿ

ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè â íåïðåðûâíîé ñðåäå.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âáëèçè ïîðîãà ôàçîâîé

íåóñòîé÷èâîñòè (11.16) àìïëèòóäà jaj îñòàåòñÿ áëèçêîé ê ñòàöèîíàð-

íîìó çíà÷åíèþ 1, à ôàçà ìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè

íåðåãóëÿðíî. Ýòîò ðåæèì íàçûâàþò ôàçîâîé òóðáóëåíòíîñòüþ. Åãî

ìîæíî îïèñàòü, èñïîëüçóÿ îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ (11.17)

@�

@t
= �c3 + (1 + c3c1)r2

�+ (c3 � c1)(r�)2 � 1
2
c
2
1(1 + c

2
3)r4

�; (11.18)

ãäå ó÷òåí ñòàáèëèçèðóþùèé ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé ÷åòâåð-

òîé ïðîèçâîäíîé ïî ïðîñòðàíñòâó. Ýòî óðàâíåíèå Êóðàìîòî�

Ñèâàøèíñêîãî [Íåïîìíÿùèé 1974; Kuramoto and Tsuzuki 1976;

Sivashinsky 1978], îïèñûâàþùåå íåëèíåéíóþ ñòàäèþ ôàçîâîé

íåóñòîé÷èâîñòè. Â äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè

îíî èìååò òóðáóëåíòíûå ðåøåíèÿ. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èç-çà

ôàçîâîé òóðáóëåíòíîñòè êðóïíîìàñøòàáíûå ñâîéñòâà ïðîôèëÿ ôà-

çû â óðàâíåíèè Êóðàìîòî�Ñèâàøèíñêîãî (11.18) òàêèå æå, êàê â

óðàâíåíèè Êàðäàðà�Ïàðèçè�Æàíãà (11.11) [Yakhot 1981; Bohr et al.

1998]: òóðáóëåíòíîñòü èãðàåò ðîëü ýôôåêòèâíîãî øóìà äëÿ êðóï-

íîìàñøòàáíûõ èçìåíåíèé ôàçû. Â ÷àñòíîñòè, â áîëüøîé ñèñòåìå

ïðîôèëü ôàçû ñòàíîâèòñÿ øåðîõîâàòûì, ÷òî îçíà÷àåò ïîòåðþ êî-

ãåðåíòíîñòè. Âäàëè îò ãðàíèöû íåóñòîé÷èâîñòè íàáëþäàåòñÿ ðåæèì

àìïëèòóäíîé òóðáóëåíòíîñòè. Îí õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîÿâëåíèåì äå-

ôåêòîâ � òî÷åê íà ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé äèàãðàììå, ãäå àì-

ïëèòóäà îáðàùàåòñÿ â íîëü. Â äåôåêòå ðàçíîñòü ôàç ìåæäó ñîñåä-

íèìè òî÷êàìè ìåíÿåòñÿ íà �2�, ïðè ýòîì ïðîïàäàþò êàê ñèíõðîíè-

çàöèÿ, òàê è êîãåðåíòíîñòü. Îñíîâíûå ðåæèìû â ÊÓÃË ïîêàçàíû íà
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ðèñ. 11.3.

Â äâó- è òðåõìåðíîé êîëåáàòåëüíîé ñðåäå ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå óñòîé-

÷èâûå îáúåêòû � ñïèðàëè. Ñïèðàëü âðàùàåòñÿ âîêðóã òîïîëîãè÷åñêî-

ãî äåôåêòà è óñòîé÷èâà â øèðîêîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ. Êîëåáàíèÿ

â ñïèðàëè ñèíõðîíèçîâàíû. Äðóãèå îáúåêòû, ÷àñòî íàáëþäàåìûå

â äâóìåðíûõ êîëåáàòåëüíûõ ñðåäàõ, ýòî ìèøåíè: êîíöåíòðè÷åñêèå

âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ èç îñöèëëèðóþùåãî öåíòðà. Â íåîäíî-

ðîäíîé ñðåäå, ãäå âîçìîæíû ìèøåíè ñ ðàçíûìè ïåðèîäàìè, îáû÷íî

ñîðåâíîâàíèå âûèãðûâàåò âîëíà ñ íàèìåíüøèì ïåðèîäîì. Áîëåå ïî-

äðîáíî ñâîéñòâà ñïèðàëåé è ìèøåíåé, â òîì ÷èñëå â ñðåäå èç ðåëàê-

ñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ, îïèñàíû â ðàáîòàõ [Cross and Hohenberg

1993; Bohr et al. 1998; Mikhailov 1994; Walgraef 1997] è â ïðèâåäåííûõ

òàì ññûëêàõ.

(a)
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Ðèñ. 11.3. Ðåæèìû â êîìïëåêñíîì óðàâíåíèè Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó. Äåé-

ñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü Re(a) ïîêàçàíà ãðàäàöèÿìè ñåðîãî öâåòà, òàê ÷òî

ëèíèè ïîñòîÿííîãî öâåòà ñîîòâåòñòâóþò ëèíèÿì ïîñòîÿííîé ôàçû. (a)

Óñòîé÷èâûå ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå ïåðèîäè÷åñêèå ïî âðåìåíè

êîëåáàíèÿ ïðè c3 = 1; c1 = 0. (b) Ðåæèì ôàçîâîé òóðáóëåíòíîñòè

ïðè c3 = 1; c1 = �1:7; ëèíèè ïîñòîÿííîé ôàçû ôëóêòóèðóþò, íî íå

ðàçðûâàþòñÿ. (c) Àìïëèòóäíàÿ òóðáóëåíòíîñòü ïðè c3 = 1; c1 = �2;
îäèí äåôåêò, â êîòîðîì àìïëèòóäà îáíóëÿåòñÿ è ëèíèÿ ïîñòîÿííîé

ôàçû ðàçðûâàåòñÿ, îáâåäåí êðóæêîì.
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11.3.2 Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà êîëåáàòåëüíóþ ñðåäó

Èíòåðåñíàÿ, íî åùå íå ïîëíîñòüþ ðåøåííàÿ, çàäà÷à ñîñòîèò â ñèí-

õðîíèçàöèè êîëåáàòåëüíîé ñðåäû âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé. Â

÷àñòíîñòè, [Petrov et al. 1997] ïðîâåëè íåäàâíî ýêñïåðèìåíòû ñ

äâóìåðíîé êîëåáàòåëüíîé õèìè÷åñêîé ðåàêöèåé (ðåàêöèåé Áåëîó-

ñîâà�Æàáîòèíñêîãî). Ñ ïîìîùüþ ïåðåìåííîãî îñâåùåíèÿ îñóùå-

ñòâëÿëîñü ïåðèîäè÷åñêîå âîçäåéñòâèå, ÷òî ïðèâîäèëî ê ðàçëè÷íûì

çàõâà÷åííûì è àñèíõðîííûì ðåæèìàì (ñì. òàêæå ðàçäåë 4.2.4). Ìû

êðàòêî èçëîæèì çäåñü ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ ñëàáî

íåëèíåéíîé îäíîìåðíîé ñðåäû. Êîëåáàòåëüíàÿ ñðåäà îïèñûâàåòñÿ

ÊÓÃË (11.15); ó÷åò äîïîëíèòåëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèíóñîèäàëüíîé

ñèëû ñ ÷àñòîòîé, áëèçêîé ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ñðåäû, ïðèâîäèò ê

óðàâíåíèþ

@a(x; t)

@t
= (1� i�)a� (1 + ic3)jaj2a+ (1 + ic1)r2

a� ie (11.19)

(ñð. ñ ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèåì äëÿ îäíîãî îñöèëëÿòîðà ñ ñèëîé

(7.43)). Çäåñü e � ýòî àìïëèòóäà ñèëû, à � � ðàññòðîéêà ÷àñòîò. Â ïðî-

ñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîì ñëó÷àå âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíõðîííîãî

ðåøåíèÿ a = constant ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó óðàâíåíèÿ (7.43). Îòëè÷èå

ñîñòîèò â ñâîéñòâàõ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé: â ñðåäå ïðîñòðàíñòâåííî

íåîäíîðîäíûå âîçìóùåíèÿ ìîãóò íàðàñòàòü, äàæå åñëè ìû íàõîäèìñÿ

â îáëàñòè óñòîé÷èâîé ñèíõðîíèçàöèè îäíîãî îñöèëëÿòîðà (óðàâíå-

íèå (7.43)). Òàêèì îáðàçîì, ñèíõðîíèçàöèÿ ìîæåò áûòü íàðóøåíà

èç-çà ïðîñòðàíñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè. Äðóãîé èíòåðåñíûé ìîìåíò

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, äàæå åñëè îäíîðîäíîå ñèíõðîíèçîâàííîå

ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî, òî îíî íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì

àòòðàêòîðîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïðèêëàäûâàåì

âíåøíþþ ñèëó ê ñîñòîÿíèþ ñ áîëüøèìè îòêëîíåíèÿìè ôàçû èëè ê

ïëîñêîé âîëíå ñ íåíóëåâûì âîëíîâûì ÷èñëîì. Ñèëà ñòðåìèòñÿ ïðè-

âåñòè ôàçó ê óñòîé÷èâîìó çíà÷åíèþ �0, íî âñå ôàçû �0+2�m òàêæå

óñòîé÷èâû. Ïîýòîìó ôàçîâûé ïðîôèëü áóäåò èìåòü âèä ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè îáëàñòåé ïîñòîÿííîé ôàçû, ðàçäåëåííûõ �2�-ïåðåïàäàìè,
ñì. ðèñ. 11.4.

Ïðè íåêîòîðûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû ýòè ïåðåïàäû ìîãóò áûòü

óñòîé÷èâû (îáû÷íî îíè äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ), è êî-

ëåáàòåëüíàÿ ñðåäà íèêîãäà ïîëíîñòüþ íå ñèíõðîíèçóåòñÿ. Ïðè äðó-

ãèõ ïàðàìåòðàõ ïåðåïàä èñ÷åçàåò ñ îáðàçîâàíèåì äåôåêòà, êàê ïðè

àìïëèòóäíîé òóðáóëåíòíîñòè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå åñòü äâå âîçìîæ-

íîñòè. Ïåðåïàä ìîæåò ïîëíîñòüþ èñ÷åçíóòü, òàê ÷òî â êîíöå êîíöîâ

óñòàíîâèòñÿ ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ: ôàçû âñåõ òî÷åê îäèíàêîâû è
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çàõâà÷åíû âíåøíåé ñèëîé. Îäíàêî ïðè îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðàõ

âîçìóùåíèÿ, ïîÿâëÿþùèåñÿ ïðè èñ÷åçíîâåíèè ïåðåïàäà, ïðèâîäÿò

0

0

0

0

0

0φ

+2π

+4π

φ

φ

+6π

φ

φ

+8π

φ

(b)

−2π

x x

φφ
(a)

Ðèñ. 11.4. Îáðàçîâàíèå ïåðåïàäîâ èç íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ôàçû.

Óñòîé÷èâûå çíà÷åíèÿ ôàçû ïîêàçàíû ïóíêòèðîì. (a) Íà÷àëüíûé ïðî-

ôèëü. (b) Ïåðåïàäû ôîðìèðóþòñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû.
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Ðèñ. 11.5. Ðàçìíîæåíèå ïåðåïàäîâ â ÊÓÃË ñ âíåøíåé ñèëîé (11.19)

ïðè c3 = 1, c1 = 0, � = 1:1, e = 0:073. Ïîëå Re(a) ïîêàçàíî ãðàäàöèÿìè

ñåðîãî öâåòà. Ðåæèì èäåàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè (ò.å. Re(a) = constant)

óñòîé÷èâ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì, íî îäèí íà÷àëüíûé ïå-

ðåïàä ðàçðóøàåò ýòîò ðåæèì, ïðèâîäÿ ê ïåðåìåæàþùåìóñÿ ñîñòîÿíèþ

ïîÿâëÿþùèõñÿ è èñ÷åçàþùèõ ïåðåïàäîâ.
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ê äâóì íîâûì ïåðåïàäàì (ñì. äåòàëè â [Chat�e et al. 1999]). Òà-

êèì îáðàçîì ïåðåïàäû íà÷èíàþò ðàçìíîæàòüñÿ, îáû÷íî (â áîëüøèõ

ñèñòåìàõ) ïðèâîäÿ ê òóðáóëåíòíîñòè. Ýòîò ðåæèì ïåðåìåæàþùèé-

ñÿ: â îäíîì ìåñòå íàáëþäàåòñÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â òå÷åíèå äîëãîãî

èíòåðâàëà âðåìåíè, íî èíîãäà ïåðåïàä ñîçäàåò 2�-ïðîñêîê ôàçû.

Ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííàÿ äèíàìèêà ïîêàçàíà íà ðèñ. 11.5.

11.4 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Îäíîìåðíûå öåïî÷êè ðàçëè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ ïîäðîáíî èññëåäîâà-

ëèñü ÷èñëåííî: ôàçîâûå îñöèëëÿòîðû [Ermentrout and Kopell 1984;

Kopell and Ermentrout 1986; Sakaguchi et al. 1988a; Rogers and Wille

1996; Zheng et al. 1998; Ren and Ermentrout 2000], ñëàáî íåëèíåéíûå

îñöèëëÿòîðû [Ermentrout 1985], ñèñòåìû ôàçîâîé àâòîïîäñòðîéêè

[Afraimovich et al. 1994; de Sousa Vieira et al. 1994], äæîçåôñîíîâñêèå

êîíòàêòû [Braiman et al. 1995], ðåëàêñàöèîííûå îñöèëëÿòîðû [Corral

et al. 1995b,a; Herz and Hopfield 1995; Hopfield and Herz 1995; Drossel

1996; Mousseau 1996; D��az-Guilera et al. 1998], õàîòè÷åñêèå [Osipov

et al. 1997] è âîçáóæäàåìûå øóìîì [Neiman et al. 1999b] îñöèëëÿòî-

ðû. Ðåçóëüòàòû äëÿ äâóìåðíûõ öåïî÷åê ìîæíî íàéòè â [Sakaguchi

et al. 1988a; Aoyagi and Kuramoto 1991; Blasius et al. 1999].

Êîëåáàòåëüíûå ñðåäû èññëåäîâàëèñü ïîäðîáíî, íî òîëüêî â íåêî-

òîðûõ ðàáîòàõ óïîð äåëàëñÿ íà ñâîéñòâà ñèíõðîíèçàöèè. Ñèíõðîíè-

çàöèÿ âíåøíåé ñèëîé èññëåäîâàëàñü ýêñïåðèìåíòàëüíî â [Petrov et al.

1997], ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó

ðàññìàòðèâàëîñü â [Coullet and Emilsson 1992b,a; Schrader et al. 1995;

Chat�e et al. 1999; Elphick et al. 1999]. Junge and Parlitz [2000] èññëåäî-

âàëè ôàçîâóþ ñèíõðîíèçàöèþ äâóõ ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé Ãèíçáóðãà�

Ëàíäàó.



Ãëàâà 12

Àíñàìáëè ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ
îñöèëëÿòîðîâ

Ýôôåêò âçàèìíîé ñèíõðîíèçàöèè äâóõ ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ,

îïèñàííûé â ãëàâå 8, ìîæåò áûòü îáîáùåí íà áîëåå ñëîæíûå ñëó-

÷àè. Îäíà ñèòóàöèÿ áûëà îïèñàíà â ãëàâå 11, ãäå ìû ðàññìàòðèâàëè

ðåøåòêè îñöèëëÿòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. ×àñòî

îñöèëëÿòîðû íå îáðàçóþò ðåãóëÿðíîé ðåøåòêè; áîëåå òîãî, îíè ìîãóò

âçàèìîäåéñòâîâàòü íå òîëüêî ñ ñîñåäÿìè, íî è ñî ìíîãèìè äðóãèìè

îñöèëëÿòîðàìè. Èññëåäîâàíèÿ òðåõ è ÷åòûðåõ îñöèëëÿòîðîâ, ñâÿ-

çàííûõ êàæäûé ñ êàæäûì, äàþò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ, ïðàêòè÷åñêè

íåèñ÷åðïàåìóþ êàðòèíó (ñì., ê ïðèìåðó, [Tass and Haken 1996; Tass

1997]). Ñèòóàöèÿ óïðîùàåòñÿ, åñëè âçàèìîäåéñòâèå îäíîðîäíî, ò.å.

âñå ïàðû îñöèëëÿòîðîâ ñâÿçàíû îäèíàêîâî. Áîëåå òîãî, åñëè ÷èñëî

îñöèëëÿòîðîâ âåëèêî, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü òåðìîäèíàìè÷åñêèé

ïðåäåë, ãäå ÷èñëî ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Â ýòîì ñëó÷àå, êîãäà îñöèëëÿòîðû íå óïîðÿäî÷åíû â ïðîñòðàíñòâå,

îáû÷íî ãîâîðÿò îá àíñàìáëå (ïîïóëÿöèè) ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ.

Ïðè ýòîì øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ àíàëîãèÿ ñî ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíè-

êîé, ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè âûãëÿäèò

êàê íåðàâíîâåñíûé ôàçîâûé ïåðåõîä â àíñàìáëå.

Ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ïåðåõîäà Êóðàìîòî â àíñàìáëå ôàçîâûõ

îñöèëëÿòîðîâ. Äàëåå, ìû ðàññìîòðèì àíñàìáëü çàøóìëåííûõ ñè-

ñòåì. Ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ îñíîâíîé ìîäåëè (â ÷àñòíîñòè, àíñàìáëè

õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ) ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 12.3.
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12.1 Ïåðåõîä Êóðàìîòî

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì, ñëåäóÿ Êóðàìîòî [Kuramoto

1984], ïðîñòóþ ìîäåëü N âçàèìíî ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ, èìåþ-

ùèõ ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû !
k
. Äèíàìèêà ñèñòåìû îïèñû-

âàåòñÿ óðàâíåíèÿìè, ñõîäíûìè ñ (8.5):

d�
k

dt
= !

k
+

"

N

NX
j=1

sin(�
j
� �

k
): (12.1)

Ïàðàìåòð " çäåñü îïðåäåëÿåò ñèëó ñâÿçè. Ñèëà ñâÿçè ìåæäó êàæäîé

ïàðîé âûáðàíà ïðîïîðöèîíàëüíîé N
�1: òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ìû

ïîëó÷àåì íåçàâèñèìûå îò N ðåçóëüòàòû â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðå-

äåëå N ! 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ îñöèëëÿòî-

ðàìè íå çàâèñèò îò N , òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà êàæäûé îñöèëëÿ-

òîð, ðàñòåò ñ ðàçìåðîì àíñàìáëÿ è â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå

ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî, î÷åâèäíî, ïðèâîäèò ê ñèíõðîíèçà-

öèè âñåõ ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðîâ

!
k
ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàñïðåäåëåííûìè â íåêîòîðîì äèàïàçîíå, è ïðè

N ! 1 ìû ìîæåì îïèñàòü ðàñïðåäåëåíèå ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòè

g(!).1 Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñèììåòðè÷íî ïî

îòíîøåíèþ ê åäèíñòâåííîìó ìàêñèìóìó íà ÷àñòîòå �!. Â óðàâíåíèÿõ

(12.1) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñâÿçü èìååò ïðîñòåéøèé ñèíóñîèäàëüíèé

âèä; íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ áóäóò ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 12.3.

Ïðåæäå ÷åì îáñóæäàòü âîçìîæíîå âîçíèêíîâåíèå âçàèìíîé ñèí-

õðîíèçàöèè, ïåðåïèøåì ñèñòåìó (12.1) â áîëåå óäîáíîì äëÿ àíàëèçà

âèäå. Ââåäåì êîìïëåêñíîå ñðåäíåå ïîëå àíñàìáëÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

Z = X + iY = Ke
i� =

1

N

NX
k=1

e
i�k : (12.2)

Ñðåäíåå ïîëå èìååò àìïëèòóäó K è ôàçó �:

K cos� =
1

N

NX
k=1

cos�
k
; K sin� =

1

N

NX
k=1

sin�
k
: (12.3)

Ñðåäíåå ïîëå ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì âîçíèêíîâåíèÿ êîãåðåíòíîñòè

çà ñ÷åò ñèíõðîíèçàöèè â àíñàìáëå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âñå ÷àñòî-

òû ðàçëè÷íû, òî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ôàçû �
k
ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåíû â èíòåðâàëå [0; 2�), è ñðåäíåå ïîëå íå âîçíèêàåò. Íà-

îáîðîò, åñëè íåêîòîðûå îñöèëëÿòîðû â àíñàìáëå ñèíõðîíèçóþòñÿ íà

1 Ìû îïóñêàåì íèæíèé èíäåêñ ó ! â àðãóìåíòå ðàñïðåäåëåíèÿ.
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íåêîé ÷àñòîòå, òî èõ êîëåáàíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ êîãåðåíòíûì îáðàçîì

è âîçíèêàåò íåíóëåâîå ñðåäíåå ïîëå. Î÷åâèäíà àíàëîãèÿ ñ ôåððî-

ìàãíèòíûì ôàçîâûì ïåðåõîäîì, ãäå ñðåäíåå ìàãíèòíîå ïîëå âîçíè-

êàåò áëàãîäàðÿ êîððåëÿöèè â îðèåíòàöèè ýëåìåíòàðíûõ ìàãíèòíûõ

ìîìåíòîâ (ñïèíîâ). Ñëåäîâàòåëüíî, àìïëèòóäà ñðåäíåãî ïîëÿ (12.2)

ìîæåò áûòü âûáðàíà â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

ïðè îïèñàíèè ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè.

Îñíîâíàÿ ìîäåëü (12.1) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå ñèñòåìû

îñöèëëÿòîðîâ ïîä âîçäåéñòâèåì ñðåäíåãî ïîëÿ:

d�
k

dt
= !

k
+ "K sin(�� �

k
): (12.4)

Î÷åâèäíî, ÷òî íóëåâîå ñðåäíåå ïîëå îçíà÷àåò, ÷òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ

íà êàæäûé îñöèëëÿòîð, òàêæå ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîãå-

ðåíòíîå ñîñòîÿíèå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (12.1). Â ýòîì

ñëó÷àå êàæäûé ýëåìåíò àíñàìáëÿ îñöèëëèðóåò íà ñâîåé ñîáñòâåííîé

÷àñòîòå !
k
. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè ÷àñòîòû ðàçëè÷íû, è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ôàçû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà èíòåðâàëå [0; 2�), è ñðåäíåå

ïîëå ðàâíî íóëþ â ñîîòâåòñòâèè ñ (12.2) è (12.3). Ìåíåå òðèâè-

àëüíî ñîñòîÿíèå ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì ïîëåì. Åñëè îíî ïåðèîäè÷íî

(K = constant, � = !t), òî êàæäîå èç óðàâíåíèé (12.4) ýêâèâàëåíòíî

ôàçîâîìó óðàâíåíèþ îñöèëëÿòîðà ïîä âîçäåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé

ñèëû (óðàâíåíèå (7.20)). Ìû âèäèì, ÷òî ñðåäíåå ïîëå äåéñòâóåò íà

êàæäûé îñöèëëÿòîð êàê âíåøíÿÿ ñèëà, êîòîðàÿ, â çàâèñèìîñòè îò

ïàðàìåòðîâ èëè ìîæåò, èëè íå ìîæåò çàõâàòèòü åãî ÷àñòîòó.

Âîçíèêíîâåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ ìîæåò áûòü îáüÿñíåíî êàê ñàìîñî-

ãëàñîâàííûé ïðîöåññ: íåíóëåâîå ñðåäíåå ïîëå çàõâàòûâàåò, ïî êðàé-

íåé ìåðå, íåêîòîðûå îñöèëëÿòîðû, òàê ÷òî îíè ñòàíîâÿòñÿ êîãå-

ðåíòíûìè, è ýòà êîãåðåíòíàÿ ãðóïïà ãåíåðèðóåò íåíóëåâîé âêëàä â

ñðåäíåå ïîëå. Íèæå ìû èçëîæèì ýòè àðãóìåíòû ìàòåìàòè÷åñêè.

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èç-çà ñèììåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ

g(!), ñðåäíåå ïîëå áóäåò îñöèëëèðîâàòü íà öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå �!

(â ïðèíöèïå, ìû ìîæåì âûáðàòü â íà÷àëå ïðîèçâîëüíóþ ÷àñòîòó,

à çàòåì ïîëó÷èòü �! èç óñëîâèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîñòè; ó÷èòûâàÿ æå

ñèììåòðèþ, ìû ïðîñòî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �! åñòü ÷àñòîòà ñðåäíåãî

ïîëÿ; âïîñëåäñòâèè ìû óáåäèìñÿ, ÷òî ýòà ÷àñòîòà äåéñòâèòåëüíî

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì). Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûâåñòè

óñëîâèÿ ñàìîñîãëàñîâàííîñòè, ïî àíàëîãèè ñ òåîðèåé ôàçîâûõ ïåðå-

õîäîâ âòîðîãî ðîäà. Èòàê, ïîäñòàâèì

� = �!t; K = constant;  
k
= �

k
� �!t;

è ïîëó÷èì
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d 
k

dt
= !

k
� �! � "K sin 

k
: (12.5)

Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ (7.24) è ìîæåò èìåòü êàê ñèíõðîííîå, òàê

è àñèíõðîííîå ðåøåíèå.

(i) Ñèíõðîííîå ðåøåíèå

 
k
= sin�1

!
k
� �!

"K
(12.6)

ñóùåñòâóåò ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà k-ãî îñöèëëÿ-

òîðà áëèçêà ê �!: j!
k
� �!j � "K. Ñîîòâåòñòâóþùèå îñöèëëÿòîðû

çàõâà÷åíû ñðåäíèì ïîëåì.

(ii) Àñèíõðîííîå ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì ôàçà  
k
âðàùàåòñÿ â ñîîò-

âåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (12.5), ñóùåñòâóåò, åñëè j!
k
� �!j > "K. Â

àñèíõðîííîì ñîñòîÿíèè ôàçû ðàñïðåäåëåíû íåðàâíîìåðíî, ÷òî

áóäåò ó÷òåíî â äàëüíåéøåì.

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè âêëàä â ñðåäíåå ïîëå

ñîîòâåòñòâåííî îò ãðóïï ñèíõðîíèçîâàííûõ è íåñèíõðîíèçîâàííûõ

ýëåìåíòîâ. ×òîáû âû÷èñëèòü (12.3) â ïðåäåëå N ! 1, íàì íåîá-

õîäèìî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå ðàçíîñòè ôàç n( ). Â ñîîòâåòñòâèè ñ

äâóìÿ âîçìîæíûìè ðåøåíèÿìè ìû ïðåäñòàâèì ýòî ðàñïðåäåëåíèå â

âèäå ñóììû ñèíõðîííîé ns( ) è àñèíõðîííîé nas( ) êîìïîíåíò.

Äëÿ îñöèëëÿòîðîâ, çàõâà÷åííûõ ñðåäíèì ïîëåì, ðàçíîñòü ôàç  

íå çàâèñèò îò âðåìåíè è îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé â ñîîò-

âåòñòâèè ñ (12.6), òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ns( ) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò

ns( ) = g(!)

����d!d 
���� = "Kg(�! + "K sin ) cos ; �

�

2
�  �

�

2
: (12.7)

Äëÿ íåçàõâà÷åííûõ ñðåäíèì ïîëåì îñöèëëÿòîðîâ ðàçíîñòü ôàç âðà-

ùàåòñÿ, íî äëÿ êàæäîãî !
k
ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ðàç-

íîñòè ôàç íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (12.5). Òàê êàê ðàçíîñòü

ôàç âðàùàåòñÿ íåðàâíîìåðíî âî âðåìåíè, òî âåðîÿòíîñòü íàáëþäàòü

çíà÷åíèå  îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè âðàùåíèÿ â ýòîò ìî-

ìåíò j _ j. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî !
k
ðàñïðåäåëåíèå ðàçíîñòè

ôàç

P ( ; !) �
1

j _ j
:

Ïîäñòàâèâ ñþäà çíà÷åíèå ñêîðîñòè èç (12.5) è íîðìàëèçîâàâ, ïîëó-

÷èì
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P ( ; !) =

 
j! � �! � "K sin j

Z 2�

0

d 

j! � �! � "K sin j

!�1

=

p
(! � �!)2 � "2K2

2�j! � �! � "K sin j
: (12.8)

Òåïåðü íàì íåîáõîäèìî óñðåäíèòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ g(!), ÷òîáû ïî-

ëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå ðàçíîñòè ôàç äëÿ àñèíõðîííûõ îñöèëëÿòîðîâ:

nas( ) =

Z
j!��!j>"K

g(!)P ( ; !) d!

=

Z 1

�!+"K

g(!)
p
(! � �!)2 � "2K2

2�(! � �! � "K sin )
d!

+

Z �!�"K

�1

g(!)
p
(! � �!)2 � "2K2

2�(�! + �! + "K sin )
d!:

Îáîçíà÷àÿ ! � �! = x è èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷à-

ñòîò g(�! + x) = g(�! � x), ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â áîëåå

êîìïàêòíîì âèäå

nas( ) =

Z 1

"K

g(�! + x)x
p
x2 � "2K2

�[x2 � "2K2 sin2  ]
dx: (12.9)

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ðàñïðåäåëåíèé ns è nas çàïèøåì ñàìîñîãëàñî-

âàííîå óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ

Ke
i�!t =

Z
�

��

e
i +i�!t [ns( ) + nas( )] d : (12.10)

Îòìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ (12.9), àñèíõðîííàÿ

êîìïîíåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ nas( ) èìååò ïåðèîä � ïî  , òàê ÷òî îíà

íå âíîñèò âêëàä â èíòåãðàë (12.10). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì äâà

äåéñòâèòåëüíûõ óðàâíåíèÿ (äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè (12.10)):

K = "K

Z
�=2

��=2

cos2  � g(�! + "K sin ) d ; (12.11)

0 = "K

Z
�=2

��=2

cos sin � g(�! + "K sin ) d : (12.12)

Óðàâíåíèå (12.12) îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó, è ìû âèäèì, ÷òî �! áûëî ïðà-

âèëüíûì âûáîðîì: ýòî óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ áëàãîäàðÿ ñèì-

ìåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò. Îñòàåòñÿ óðàâíåíèå (12.11), êîòîðîå

îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó K ñðåäíåãî ïîëÿ. Îíî ìîæåò áûòü ðåøåíî

àíàëèòè÷åñêè òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ðàñïðåäåëåíèÿ g(!).
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Â êà÷åñòâå òî÷íî ðàçðåøèìîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëå-

íèå Ëîðåíöà

g(!) =



�[(! � �!)2 + 
2]
: (12.13)

Äëÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë â (12.11) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí

àíàëèòè÷åñêè. Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ïîëó÷àåì àì-

ïëèòóäó êîãåðåíòíîãî ðåøåíèÿ:

K =

r
1�

2


"
: (12.14)

Íåòðèâèàëüíîå ñðåäíåå ïîëå ñóùåñòâóåò, åñëè ñèëà ñâÿçè ïðåâûøàåò

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå "c = 2
. Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè íàïîìèíàåò

ôàçîâûé ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà è õàðàêòåðèçóåòñÿ êðèòè÷åñêèì èí-

äåêñîì 1=2: K � ("� "c)
1=2. Ýòî òàêæå ñïðàâåäëèâî â îáùåì ñëó÷àå

ðàñïðåäåëåíèÿ g(!) ñ îäíèì ìàêñèìóìîì. Òàê êàê äëÿ ìàëûõ K

ñèíõðîíèçóþòñÿ òîëüêî îñöèëëÿòîðû ñ ! �= �!, òî òîëüêî ëîêàëüíûå

ñâîéñòâà ôóíêöèè g â îêðåñòíîñòè ìàêñèìóìà âàæíû âáëèçè ïîðîãà

ñèíõðîíèçàöèè. Èç óðàâíåíèÿ (12.11) ìîæíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ ìàëûõ

K òîëüêî îêðåñòíîñòü �! âíîñèò âêëàä â ñðåäíåå ïîëå. Òàêèì îáðàçîì,

ïðåäïîëàãàÿ K ìàëûì è ðàñêëàäûâàÿ g(�!+ "K sin ) â (12.11) â ðÿä

Òåéëîðà

g(�! + "K sin ) � g(�!) +
g
00

2
"
2
K

2 sin2  ;

ïîëó÷èì ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (12.11)

"c =
2

�g(�!)
; K

2 �
8g(�!)

jg00j"3
("� "c): (12.15)

Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè â àíñàìáëå îñöèëëÿòîðîâ ïðîèëëþñòðèðî-

âàí ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ðèñ. 12.1.

12.2 Îñöèëëÿòîðû ñ øóìîì

Òåïåðü ðàññìîòðèì àíñàìáëü èäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ â ïðèñóò-

ñòâèè âíåøíåãî øóìà. Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî ñèëû, âîçìóùàþùèå

êàæäûé îñöèëëÿòîð, ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû è èìåþò îäèíàêî-

âûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî â òàêîì àíñàìáëå íàáëþäàåìûå

÷àñòîòû âñåõ ýëåìåíòîâ ðàâíû, íî, èç-çà øóìà, îñöèëëÿòîðû ìîãóò

èìåòü ñîâåðøåííî ðàçíûå ôàçû. Ñèíõðîíèçàöèÿ îçíà÷àåò íàëè÷èå

êîãåðåíòíîñòè â àíñàìáëå, ÷òî âèäíî ïî íåíóëåâîìó ñðåäíåìó ïîëþ.
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Îñíîâíàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ñèñòåìû ñâÿçàííûõ

óðàâíåíèé Ëàíæåâåíà ñî ñëó÷àéíûìè ñèëàìè �
i
(t):

d�
k

dt
= !0 +

"

N

NX
j=1

sin(�
j
� �

k
) + �

k
(t): (12.16)

×àñòîòû âñåõ îñöèëëÿòîðîâ ðàâíû, ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè â ðàññìî-

òðåíèå ôàçû âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò

 
k
= �

k
� !0t ;

â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì

d 
k

dt
=

"

N

NX
j=1

sin( 
j
�  

k
) + �

k
(t): (12.17)

0 200 400

k

0

π

2π

ψ
k
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0
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Ω
k

0 200 400

k
0 200 400

k

(a) (b) (c)

Ðèñ. 12.1. Äèíàìèêà àíñàìáëÿ èç 500 ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ, îïèñû-

âàåìûõ óðàâíåíèåì (12.1). Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èìåþò ðàñïðåäåëåíèå

Ëîðåíöà (12.13) ñ 
 = 0:5 è �! = 0; êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñèëû ñâÿçè

"c = 1. (a) Äîêðèòè÷íàÿ ñèëà ñâÿçè " = 0:7. Îñöèëëÿòîðû íå ñèíõðî-

íèçîâàíû, ñðåäíåå ïîëå ôëóêòóèðóåò âîêðóã íóëÿ (èç-çà êîíå÷íîñòè

ðàçìåðà àíñàìáëÿ). (b) Ñâÿçü, áëèçêàÿ ê êðèòè÷åñêîé " = 1:01. Ìàëàÿ

÷àñòü àíñàìáëÿ (ýëåìåíòû, ÷àñòîòû êîòîðûõ áëèçêè ê öåíòðàëüíîé

÷àñòîòå) ñèíõðîííà. Íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû 
k = h _�ki ýòèõ ýëåìåíòîâ
îäèíàêîâû. (c) " = 1:2, áîëüøàÿ ÷àñòü àíñàìáëÿ ñèíõðîííà, ñðåäíåå

ïîëå âåëèêî. Àìïëèòóäà ñðåäíåãî ïîëÿ K � 0:1 äëÿ (b) è K � 0:41 äëÿ

(c), ÷òî íàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (12.14).
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Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñëó÷àéíûå ÷ëåíû èìåþò ãàóññîâ-

ñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ñðåäíèì, Æ-êîððåëèðîâàíû âî âðåìåíè

è íåçàâèñèìû äëÿ ðàçëè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ:

h�
n
i = 0; h�m(t)�n(t0)i = 2�2Æ(t� t

0)Æ
mn
:

Îïèøåì êà÷åñòâåííî âîçìîæíûå ýôôåêòû. Åñòü äâà ôàêòîðà,

âëèÿþùèå íà ôàçû. Øóì ñòðåìèòñÿ ñäåëàòü ðàñïðåäåëåíèå ôàç

â àíñàìáëå ðàâíîìåðíûì, è òåì ñàìûì óìåíüøàåò ñðåäíåå ïîëå.

Âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ïðèòÿæåíèþ ôàç, ò.å. ê òåíäåíöèè ê

îáðàçîâàíèþ êëàñòåðà, à ñëåäîâàòåëüíî è ê ïîÿâëåíèþ íåíóëåâîãî

ñðåäíåãî ïîëÿ. Ïðè "=�2 ! 0 âëèÿíèå øóìà ñèëüíåå, è òåíäåíöèÿ ê

îòñóòñòâèþ êîãåðåíòíîñòè ïîáåæäàåò, â òî âðåìÿ êàê ïðè "=�2 !1
ïðåîáëàäàåò âçàèìîäåéñòâèå è çíà÷åíèÿ ôàç óðàâíèâàþòñÿ. Ìîæíî

îæèäàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ñèëû ñâÿçè "c

ìû áóäåì íàáëþäàòü ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè.

Ïî àíàëîãèè ñ (12.2) ââåäåì ñðåäíåå ïîëå

Z = X + iY =
1

N

NX
k=1

e
i k (12.18)

è ïåðåïèøåì ñèñòåìó (12.17) â âèäå

d 
k

dt
= "(�X sin 

k
+ Y cos 

k
) + �

k
(t): (12.19)

Öåëü òåîðèè � íàïèñàòü ñàìîñîãëàñîâàííîå óðàâíåíèå äëÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ôàç. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäíåå ïîëå Z åñòü ìåäëåííàÿ (ïî

ñðàâíåíèþ ñ øóìîì) ôóíêöèÿ âðåìåíè, è, ñëåäîâàòåëüíî, â óðàâ-

íåíèè Ëàíæåâåíà îíî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå äåòåðìè-

íèðîâàííîãî ÷ëåíà. Òîãäà (12.19) ñòàíîâèòñÿ àíàëîãè÷íûì ëàíæå-

âåíîâñêîìó óðàâíåíèþ äëÿ îòäåëüíîãî îñöèëëÿòîðà ñ øóìîì (ñì.

(9.7)). Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ôîêêåðà�Ïëàíêà äëÿ ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ ôàç èìååò âèä

@P ( ; t)

@t
= "

@

@ 
[(X sin � Y cos )P ] + �

2@
2
P

@ 2
: (12.20)

Ðàññìîòðèì òåïåðü òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë N ! 1. Â ýòîì

ïðåäåëå óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ (12.18) ìîæåò áûòü çàìåíåíî óñðåä-

íåíèåì ïî ðàñïðåäåëåíèþ P ( ; t):

Z = X + iY =

Z 2�

0

d P ( ; t) ei : (12.21)
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Óðàâíåíèÿ (12.20) è (12.21) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêîí÷àòåëüíóþ ñà-

ìîñîãëàñîâàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ è ñðåäíåãî ïîëÿ. Îòìåòèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà íåëèíåéíà,

ò.ê. ÷ëåíû X è Y â (12.20) çàâèñÿò îò P ( ; t) â ñîîòâåòñòâèè ñ

óðàâíåíèåì (12.21).

×òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, ðàçëîæèì ïëîòíîñòü

P â ðÿä Ôóðüå

P ( ; t) =
1

2�

X
l

P
l
(t)eil : (12.22)

Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (12.21) ñðåäíåå ïîëå

ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäîé ïåðâîé ìîäû Z = X + iY =

P
�
1 = P�1 è, âñëåäñòâèå íîðìàëèçàöèè, àìïëèòóäà íóëåâîé ìîäû

ðàâíà åäèíèöå, P0 = 1. Ïîäñòàâëÿÿ (12.22) â (12.20) è ðàçäåëÿÿ

Ôóðüå-êîìïîíåíòû, ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dP
l

dt
= ��2l2P

l
+
l"

2
(P

l�1P1 � P
l+1P

�
1 ): (12.23)

Çàïèøåì ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ

_P1 =
"

2
(P1 � P2P

�
1 )� �

2
P1; (12.24)

_P2 = "(P 2
1 � P3P

�
1 )� 4�2P2; (12.25)

_P3 =
3"

2
(P2P1 � P4P

�
1 )� 9�2P3: (12.26)

Îòìåòèì, ÷òî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ôàç, ïðè êîòîðîì âñå

Ôóðüå�ìîäû (çà èñêëþ÷åíèåì P0) èñ÷åçàþò, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-

ñòåìû. Ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèÿ âîêðóã ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, ìû âèäèì,

÷òî òîëüêî ïåðâàÿ ìîäà ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíî íåóñòîé÷èâîé: îíà

óñòîé÷èâà ïðè " < 2�2 è íåóñòîé÷èâà, åñëè " > 2�2. Ýòî â òî÷íîñòè

ñîîòâåòñòâóåò êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ ñèëû ñâÿçè, à íåóñòîé÷èâàÿ

ìîäà � ýòî è åñòü ñðåäíåå ïîëå, P1 = Z
�. ×òîáû ïîëó÷èòü ñòà-

öèîíàðíîå ðåøåíèå çà ïîðîãîì íåóñòîé÷èâîñòè, íåîáõîäèìî ó÷åñòü

íåëèíåéíûå ÷ëåíû. Ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî âáëèçè ïîðîãà " � 2�2

âòîðàÿ ìîäà çàòóõàåò äîâîëüíî áûñòðî ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì

âðåìåíåì íåóñòîé÷èâîñòè (ò.å. j"�2�2j � �
2). Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì

îöåíèòü jP2j � jP1j2 (èç (12.25)) è jP3j � jP1j3 (èç (12.26)). Òàêèì

îáðàçîì, ïîäñòàíîâêà _P2 � 0; P3 � 0 ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëè-

æåíèåì, êîòîðîå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü P2 ÷åðåç P1 àëãåáðàè÷åñêè è

ïîëó÷èòü
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_Z =
�
"

2
� �2

�
Z �

"
2

8�2
jZj2Z: (12.27)

Ýòî óðàâíåíèå íîðìàëüíîé ôîðìû äëÿ áèôóðêàöèè Õîïôà (â òåîðèè

ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè îíî òàêæå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíè-

åì Ëàíäàó-Ñòþàðòà) îïèñûâàåò âîçíèêíîâåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî

ñðåäíåãî ïîëÿ â àíñàìáëå ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ øóìîì. Åãî

ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå åñòü

jZj2 = ("� 2�2)
4�2

"2
: (12.28)

Âáëèçè ïåðåõîäà ñðåäíåå ïîëå ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòíî-

ìó êîðíþ èç íàäêðèòè÷íîñòè. Ýòî ñâîéñòâî àíñàìáëÿ çàøóìëåííûõ

îñöèëëÿòîðîâ åùå ðàç èëëþñòðèðóåò àíàëîãèþ ñ òåîðèåé ôàçîâûõ

ïåðåõîäîâ. Ôàçà ñðåäíåãî ïîëÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé; â òåð-

ìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå îíà ïîñòîÿííà (âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå

êîîðäèíàò).

12.3 Îáîáùåíèÿ

Ìû îïèñàëè äâå îñíîâíûõ ïðè÷èíû îòñóòñòâèÿ êîãåðåíòíîñòè â áîëü-

øîì àíñàìáëå îñöèëëÿòîðîâ: ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è

âíåøíèé øóì. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâàþò ñìåæ-

íûå ïðîáëåìû, ãäå, íàïðèìåð, ïðèñóòñòâóþò îáà ýòèõ ôàêòîðà. Â

ýòîì ðàçäåëå ìû äàåì îáçîð îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

12.3.1 Ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ôàçîâîì
ïðèáëèæåíèè

Øóì è ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ìîäåëåé, îïèñàííûõ â ðàçäåëàõ 12.1 è

12.2, ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ îñíîâíûõ ïðè÷èí áåñïîðÿäêà: âíåø-

íåãî øóìà è ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, ÷òî ïðèâîäèò ê

ìîäåëè:

d�
k

dt
= !

k
+ �

k
(t) +

"

N

NX
j=1

sin(�
j
� �

k
): (12.29)

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ îäíîãî îñöèëëÿòîðà òåïåðü çàâèñèò

òàêæå è îò ÷àñòîòû !: P (�; !; t). Ñðåäíåå ïîëå ìîæåò áûòü îïðåäå-

ëåíî ïóòåì îñðåäíåíèÿ ïî ðàñïðåäåëåíèÿì ôàç è ÷àñòîò:
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Ke
i� =

Z 2�

0

d�

Z 1

�1

d! e
i�

P (�; !; t)g(!): (12.30)

Ñðåäíåå ïîëå îïðåäåëÿåò äèíàìèêó îñöèëëÿòîðà, òàê ÷òî ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà

@P

@t
= �

@

@�
[(! + "K sin(�� �))P ] + �

2 @
2
P

@�2
: (12.31)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (12.30) è (12.31) äàåò ñàìîñîãëàñîâàííîå îïèñà-

íèå ïðîáëåìû. Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè ìàëîé ñâÿçè " íåêîãåðåíòíîå

ñîñòîÿíèå P (�; !) = 1=2�; K = 0 óñòîé÷èâî. Ïðè óâåëè÷åíèè ñâÿçè

íàáëþäàåòñÿ ïåðåõîä ê ñèíõðîííîìó ñîñòîÿíèþ ñ íåíóëåâûì ñðåäíèì

ïîëåì. Õàðàêòåð ïåðåõîäà çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ôîðìû ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ g(!) � ýòî ìîæåò áûòü ìÿãêàÿ (çàêðèòè÷åñêàÿ) áè-

ôóðêàöèÿ, îïèñàííàÿ â ðàçäåëå 12.2, èëè æåñòêàÿ (äîêðèòè÷åñêàÿ)

(ñì. Bonilla et al. [1992]; Acebr�on et al. [1998]).

Ãèñòåðåçèñíûé ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè

Äðóãîå âîçìîæíîå îáîáùåíèå ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè èíåðöèîííîé

ôàçîâîé äèíàìèêè. Ïðè ýòîì âìåñòî (12.29) çàïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà

óðàâíåíèé Ëaíæåâåíà âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ñâÿçàííûõ ðîòàòîðîâ

m
d
2
�
k

dt2
+
d�

k

dt
= !

k
+ �

k
(t) +

"

N

NX
j=1

sin(�
j
� �

k
): (12.32)

Ïåðåõîä ìåæäó àñèíõðîííûì è ñèíõðîííûì ñîñòîÿíèåì äåìîíñòðè-

ðóåò â ýòîì ñëó÷àå ãèñòåðåçèñ [Tanaka et al. 1997a,b; Hong et al.

1999c]. Íàëè÷èå ãèñòåðåçèñà íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ áèñòàáèëü-

íîñòüþ îäèíî÷íîãî ðîòàòîðà ïðè âíåøíåì âîçäåéñòâèè: â ñèñòåìå

m
d
2	

dt2
+
d	

dt
+ a sin	 = I

â îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå êðóòÿùåãî ìîìåíòà I ñîñóùåñòâóþò äâà

óñòîé÷èâûõ ðåøåíèÿ: âðàùåíèå è ñîñòîÿíèå ïîêîÿ.

Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçè: êëàñòåðû

Â ðàçäåëàõ 12.1 è 12.2 ðàññìàòðèâàëàñü òîëüêî ïðîñòåéøàÿ ïðèòÿ-

ãèâàþùàÿ ñâÿçü, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñèíóñó îò ðàçíîñòè ôàç.2 Çäåñü

2 Ñâÿçü, îïèñûâàåìàÿ ñèíóñîì, ìîæåò áûòü òàêæå îáîáùåíà íà ñëó÷àé

íåêîòîðîãî ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ñäâèãà ôàç ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè; ìû

îáñóäèì ýòîò ñëó÷àé ïðè ðàññìîòðåíèè ñâÿçàííûõ äæîçåôñîíîâñêèõ êîí-

òàêòîâ, ñì. íèæå óðàâíåíèå (12.43).
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ìû ïîêàæåì, ÷òî áîëåå ñëîæíàÿ ôîðìà ñâÿçè ìîæåò ïðèâåñòè ê

äàëüíåéøåìó óñëîæíåíèþ êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè. Okuda [1993] ïî-

êàçàë, ÷òî, åñëè ñâÿçü ìåæäó èäåíòè÷íûìè (ò.å. èìåþùèìè îäèíà-

êîâûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû) ôàçîâûìè îñöèëëÿòîðàìè îïèñûâàåòñÿ

íåêîåé îáîáùåííîé ôóíêöèåé ñâÿçè q(�), òî ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê

îáðàçîâàíèþ íåñêîëüêèõ êëàñòåðîâ. Ó îñöèëëÿòîðîâ, ôîðìèðóþùèõ

êëàñòåð, ôàçà îäíà è òà æå; ìåæäó ðàçëè÷íûìè êëàñòåðàìè ñóùå-

ñòâóåò ïîñòîÿííûé ñäâèã ïî ôàçå. Ìîäåëü çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

d�
k

dt
= !0 +

"

N

NX
j=1

q(�
j
� �

k
): (12.33)

Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçè q(�) = q(� + 2�) ñîäåðæèò

âûñøèå ãàðìîíèêè, òî ïðè íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ìîæåò

íàáëþäàòüñÿ ôîðìèðîâàíèå êëàñòåðîâ (ðèñ. 12.2).

Îáùèé ñëó÷àé ôóíêöèè ñâÿçè: ôóíêöèÿ ïîðÿäêà è øóì

Äàèäî [Daido 1992a, 1993a, 1995, 1996] ââåë êîíöåïöèþ ôóíêöèè

ïîðÿäêà (order function) äëÿ îïèñàíèÿ îñöèëëÿòîðîâ òèïà (12.33) ñ
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Ðèñ. 12.2. Äèíàìèêà àíñàìáëÿ èç 100 ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ, îïè-

ñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (12.33) ñ q(�) = �c�1 tan�1[(c sin �)=(1� c cos�)]

äëÿ c = �0:7 è " = 1. Àíñàìáëü ýâîëþöèîíèðóåò ê ñîñòîÿíèþ ñ

òðåìÿ êëàñòåðàìè, ïîêàçàííûìè ñòðîáîñêîïè÷åñêè â ìîìåíòû âðåìåíè

n2�=!0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà ïîïàëà â ýòî ñîñòîÿíèå, íåîáõîäèìî

âûáðàòü ïîäõîäÿùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ñèñòåìà ìóëüòèñòàáèëüíà, è

â íåé ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ðàçëè÷íûå ñèíõðîííûå ðåæèìû.



12.3 Îáîáùåíèÿ Æ

��
��
��
��
��
k367

ðàñïðåäåëåíèåì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò

d�
k

dt
= !

k
+

"

N

NX
j=1

q(�
j
� �

k
): (12.34)

Ôóíêöèÿ ñâÿçè q ìîæåò áûòü â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì

Ôóðüå

q(�) =
X
l

q
l
e
i2�l�

:

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôàçû âñåõ ñèíõðîííûõ îñöèëëÿòîðîâ âðàùàþòñÿ ñ

÷àñòîòîé �!, ââåäåì îáîáùåííûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà

Z
l
=

1

N

NX
k=1

e
i2�l(�k��!t)

è ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â âèäå

d�
k

dt
= !

k
� "H(�

k
� �!t);

ãäå

H( ) = �
X
l

q
l
Z
l
e
�i2�l 

:

Ôóíêöèÿ H åñòü ñðåäíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà êàæäûé îñöèëëÿòîð;

îíà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïîðÿäêà. Îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñðåä-

íåãî ïîëÿ, èñïîëüçîâàííîãî Êóðàìîòî â àíàëèçå åãî ìîäåëè (12.1).

Íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà óêàçûâàåò íà ñèíõðîíèçàöèþ â àíñàì-

áëå. Äàèäî ïîêàçàë àíàëèòè÷åñêè, ÷òî âáëèçè ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè

íîðìà ôóíêöèè ïîðÿäêà ïðîïîðöèîíàëüíà áèôóðêàöèîííîìó ïàðà-

ìåòðó (à íå êîðíþ êâàäðàòíîìó èç íåãî, êàê â óðàâíåíèè (12.15)):

kHk � "� "c:

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî êîðíåâîé çàêîí (12.15), ïîëó÷åííûé

Êóðàìîòî äëÿ åãî ìîäåëè (12.1) íå ñïðàâåäëèâ â ñëó÷àå ôóíêöèè

ñâÿçè îáùåãî âèäà. Crawford [1995], âêëþ÷èâøèé âíåøíèé øóì â

ðàññìîòðåíèå ìîäåëè (12.34), ïðèøåë ê òàêîìó æå âûâîäó. Åãî îñíîâ-

íîé ðåçóëüòàò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àìïëèòóäà l-îé Ôóðüå�ìîäû

P
l
ðàñïðåäåëåíèÿ, âîçíèêàþùåãî ó ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè, èìååò âèä

jP
l
j �

p
("� "c)("� "c + l2�2):

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèñóòñòâèè øóìà (� 6= 0) àìïëèòóäû P
l
, êîòîðûå

èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, ðàñòóò ïðîïîðöèîíàëüíî
p
"� "c,

íî ïðè èñ÷åçàþùå ìàëîì øóìå (� = 0) ðàñòóò ìåäëåííåå, ïðîïîðöè-

îíàëüíî ("� "c), â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè Äàèäî.
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12.3.2 Ãëîáàëüíî ñâÿçàííûå ñëàáîíåëèíåéíûå
îñöèëëÿòîðû

Àíñàìáëü ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ ñëàáîíåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ ìî-

äåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (ñð. ñ (8.12) è (11.14))

dA
k

dt
= (�+ i!

k
)A

k
� (
 + i�)jA

k
j2A

k
+
� + iÆ

N

NX
j=1

(A
j
�A

k
): (12.35)

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé � ýòî èçîõðîííûå îñöèëëÿòîðû (� = 0) ñ äèñ-

ñèïàòèâíîé ñâÿçüþ (Æ = 0), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèòÿæåíèþ ôàç.

Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè â òàêîì àíñàìáëå àíàëîãè÷åí ïåðåõîäó

â àíñàìáëå ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ (ïîäðîáíåé ñì. â [Matthews and

Strogatz 1990; Matthews et al. 1991]), ïîýòîìó çäåñü ìû îñòàíîâèìñÿ

òîëüêî íà òåõ ñâîéñòâàõ, êîòîðûå íå ïðîÿâëÿþòñÿ â ôàçîâîì ïðè-

áëèæåíèè.

Ãàøåíèå êîëåáàíèé (âûìèðàíèå)

Åñëè êîíñòàíòà ñâÿçè � è øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò

!
k
âåëèêè, òî ñîñòîÿíèå ñ íóëåâîé àìïëèòóäîé A

k
= 0 ñòàáèëüíî.

Êà÷åñòâåííî ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàç ðàñïðå-

äåëåíèå øèðîêîå, òî ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðîâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû

è èõ âëèÿíèå íà äðóãèå îñöèëëÿòîðû îòíîñèòåëüíî ìàëî. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, äèôôóçèîííàÿ ñâÿçü â (12.35) âíîñèò äîïîëíèòåëüíîå çàòó-

õàíèå ��A
k
, êîòîðîå êîìïåíñèðóåò âîçðàñòàþùèé ÷ëåí �A

k
è äåëàåò

ñîñòîÿíèå A
k
= 0 óñòîé÷èâûì (ïîäðîáíîñòè ñì. â [Ermentrout 1990;

Mirollo and Strogatz 1990a]).

Êîëëåêòèâíûé õàîñ

Â íåêîòîðîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ ñðåäíåå ïîëå Z = N
�1
P

N

1 Ak

äåìîíñòðèðóåò èððåãóëÿðíîå âî âðåìåíè ïîâåäåíèå. Matthews and

Strogatz [1990] íàáëþäàëè ýòî äëÿ äèññèïàòèâíî ñâÿçàííûõ èçîõðîí-

íûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò; ïîçæå â

ðàáîòàõ [Hakim and Rappel 1992] è [Nakagawa and Kuramoto 1993,

1995] áûëà îáíàðóæåíà è èññëåäîâàíà õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà ñðåä-

íåãî ïîëÿ â àíñàìáëå èäåíòè÷íûõ íåèçîõðîííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ

äèññèïàòèâíîé è ðåàêòèâíîé ñâÿçüþ.
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12.3.3 Câÿçàííûå ðåëàêñàöèîííûå îñöèëëÿòîðû

Àíñàìáëè ñâÿçàííûõ ðåëàêñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ ÷àñòî èñïîëü-

çóþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ áîëüøèõ ãðóïï íåéðîíîâ (ñì,

íàïðèìåð, [Hoppensteadt and Izhikevich 1997; Tass 1999]). Èíäèâèäó-

àëüíûé íåéðîí ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îñöèëëÿòîð íàêîïëåíèå �

ñáðîñ îïèñàííûé â ðàçäåëå 8.3; îáû÷íî îäèí íåéðîí âîçäåéñòâóåò íà

ìíîæåñòâî äðóãèõ ÷åðåç ñèíàïñû. ×àñòî èñïîëüçóåìàÿ ìîäåëü ãëî-

áàëüíî ñâÿçàííûõ ðåëàêñàöèîííûõ îñöèëëÿòîðîâ áûëà ïðåäëîæåíà

Ìèðîëëî è Ñòðîãàòöåì [Mirollo and Strogatz 1990b]; îíà ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòûì îáîáùåíèåì ìîäåëè äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì íàêî-

ïëåíèå � ñáðîñ, ðàññìîòðåííûõ â ðàçäåëå 8.3.

Îñöèëëÿòîðû ïðåäïîëàãàþòñÿ èäåíòè÷íûìè. Êàæäûé èç íèõ îïè-

ñûâàåòñÿ ïåðåìåííîé x
i
, êîòîðàÿ â ðåæèìå íàêîïëåíèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ

óðàâíåíèþ

dx
k

dt
= S � 
x

k
:

Êîãäà îñöèëëÿòîð äîñòèãàåò ïîðîãà x
k
= 1, îí ñòðåëÿåò: ïåðåìåí-

íàÿ x
k
ñáðàñûâàåòñÿ â íîëü. Ïðè ýòîì âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå

x
j
; j 6= k ìãíîâåííî óâåëè÷èâàþòñÿ íà âåëè÷èíó "=N è ìîãóò òàêæå

äîñòè÷ü ïîðîãà.3 Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðûå îñöèëëÿòîðû ìîãóò âû-

ñòðåëèòü â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè. Ìû ïðåäïîëàãàåì, îäíàêî,

÷òî îñöèëëÿòîð â ñîñòîÿíèè x = 0 (ò.å. íåìåäëåííî ïîñëå ñáðîñà)

íå ïîäâåðæåí âîçäåéñòâèþ ñî ñòîðîíû äðóãèõ, òàê ÷òî ñîñòîÿíèå

x = 0 ÿâëÿåòñÿ àáñîðáèðóþùèì. Ýòî ñâîéñòâî ïðèâîäèò ê èäåàëüíîé

ñèíõðîíèçàöèè: åñëè äâà îñöèëëÿòîðà ñòðåëÿþò â îäèí è òîò æå

ìîìåíò âðåìåíè, òî â äàëüíåéøåì èõ ïîâåäåíèå èäåíòè÷íî. Â îáùåì

ñëó÷àå íåëüçÿ èñêëþ÷èòü ñóùåñòâîâàíèÿ àñèíõðîííûõ ñîñòîÿíèé, íî

Ìèðîëëî è Ñòðîãàòö [Mirollo and Strogatz 1990b] äîêàçàëè, ÷òî ìíî-

æåñòâî íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ àñèíõðîííûì ðåøåíè-

ÿì, èìååò íóëåâóþ ìåðó. Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà â

ïîïóëÿöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèì ñ èäåàëüíûì ñîâïàäåíèåì ôàç,

ïðè êîòîðîì âñå îñöèëëÿòîðû ãåíåðèðóþò èìïóëüñû îäíîâðåìåííî.

Ýòè ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî N � 2. Ìû èëëþñòðèðóåì

ïåðåõîä îò èçíà÷àëüíî ñëó÷àéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôàç ê èäåàëüíîìó

çàõâàòó ôàç â ìîäåëè Ìèðîëëî è Ñòðîãàòöà íà ðèñ. 12.3.

3 Ìû îïÿòü íîðìàëèçóåì âåëè÷èíó ñèëû ñâÿçè íà ÷èñëî îñöèëëÿòîðîâ, ÷òî-

áû ïîëó÷èòü ðàçóìíûé ðåçóëüòàò â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå N !1.
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12.3.4 Ñâÿçàííûå êîíòàêòû Äæîçåôñîíà

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî öåïî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ èäåí-

òè÷íûõ êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñèñòåìà

ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ ðîòàòîðîâ. Ñâÿçü îñóùåñòâëÿåòñÿ ïàðàëëåëü-

íîé íàãðóçêîé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 12.4.

×òîáû çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, íàïîìíèì îñíîâíûå ñâîéñòâà

êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà (ñì. ðàçäåë 7.4 è [Barone and Paterno 1982;

Likharev 1991]). Êàæäûé êîíòàêò õàðàêòåðèçóåòñÿ óãëîì 	
k
; ñâåðõ-

ïðîâîäÿùèé òîê îáîçíà÷åí êàê Ic sin	k
, è íàïðÿæåíèå íà êîíòàêòå

êàê V
k
= _	~=2e. Òîê ÷åðåç âñå êîíòàêòû îäèí è òîò æå, ïîýòîìó
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Ðèñ. 12.3. Äèíàìèêà ïîïóëÿöèè 100 ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ íàêîïëå-
íèå � ñáðîñ. Ìîäåëü îïèñàíà â òåêñòå, çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âûáðàíû

S = 2, 
 = 1, " = 0:2. Ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà îñöèëëÿòîðû ñòðå-

ëÿþò, ïîêàçàíû òî÷êàìè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû îòñîðòèðîâàëè íàáîð

ïåðåìåííûõ, òàê ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê âûãëÿäèò êàê ëèíèÿ (ïóñòü è

ëîìàíàÿ). Ìîæíî óâèäåòü, êàê ïðîèñõîäèò ôîðìèðîâàíèå êëàñòåðîâ

èç îñöèëëÿòîðîâ ñ áëèçêèìè ôàçàìè.

I
J

R

r C L

Ðèñ. 12.4. Öåïî÷êà êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà J , ñâÿçàííûõ ÷åðåç ïàðàë-
ëåëüíóþ RLC-íàãðóçêó. �ìêîñòüþ êîíòàêòîâ ïðåíåáðåãàåòñÿ, ó÷èòû-

âàåòñÿ òîëüêî ñîïðîòèâëåíèå R, ïàðàëëåëüíîå êîíòàêòó; ýòî ñîîòâåò-

ñòâóåò ìîäåëè ðåçèñòèâíî øóíòèðîâàííîãî êîíòàêòà Äæîçåôñîíà.
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ìîæíî çàïèñàòü

~

2eR

d	
k

dt
+ Ic sin	k

= I �
dQ

dt
; (12.36)

ãäå _Q � ýòî òîê ÷åðåç ïàðàëëåëüíóþ RLC-íàãðóçêó. Äîáàâëÿÿ óðàâ-

íåíèå äëÿ íàãðóçêè

L
d
2
Q

dt2
+ r

dQ

dt
+
Q

C
=

~

2e

NX
k=1

d	
k

dt
; (12.37)

ïîëó÷àåì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Îäèíî÷íûé êîíòàêò

Äæîçåôñîíà ýêâèâàëåíòåí ðîòàòîðó, è ñèñòåìà óðàâíåíèé (12.36)

è (12.37) åñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ ðîòàòîðîâ.

Ñâÿçü íå âîçíèêàåò íåïîñðåäñòâåííî â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ êàæäî-

ãî ðîòàòîðà, ïîòîìó ÷òî ¾ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ¿ Q èíåðöèîííà è

îïèñûâàåòñÿ îòäåëüíûì óðàâíåíèåì.

Ïðîäåìîíñòðèóåì, ñëåäóÿ ðàáîòå [Wiesenfeld and Swift 1995], ÷òî

äëÿ ìàëîé ñâÿçè ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ìîäåëè Êóðàìîòî (ðàç-

äåë 12.1). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé áîëüøîãî âíåøíåãî òîêà I. Â ýòîì

ñëó÷àå ñðåäíåå íàïðÿæåíèå íà âñåõ êîíòàêòàõ îòëè÷íî îò íóëÿ (âñå

ðîòàòîðû âðàùàþòñÿ), è ìû ìîæåì ââåñòè ôàçó â ñîîòâåòñòâèè ñ

íàøèì îïðåäåëåíèåì, êàê ïåðåìåííóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ äâèæåíèþ

ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïî ïðåäåëüíîìó öèêëó (ñì. ðàçäåë 7.1).

Íåñâÿçàííûå ðîòàòîðû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì (12.36) ñ _Q = 0,

è ïðåîáðàçîâàíèå ê ðàâíîìåðíî âðàùàþùåéñÿ ôàçå � ìîæåò áûòü

çàïèñàíî â ÿâíîì âèäå:

�
k
= 2 tan�1

"r
I � Ic

I + Ic
tan

�
	
k

2
+
�

4

�#
: (12.38)

Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò �
k
ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

(12.36) è èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

I � Ic sin	 = (I2 � I
2
c )=(I � Ic cos�) ; (12.39)

êîòîðîå ñëåäóåò èç (12.38), ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ôàçû

d�
k

dt
= !0 � _Q

!0(I � Ic cos�k)

I2 � I2c
: (12.40)

Çäåñü !0 � ýòî ÷àñòîòà àâòîíîìíûõ âðàùåíèé 2eR
p
I2 � I2c =~.

Ïîêà ìû íå ñäåëàëè íèêàêèõ ïðèáëèæåíèé è óðàâíåíèå (12.40)

ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Èñïîëüçóåì òåïåðü ìåòîä óñðåäíåíèÿ àíàëîãè÷íî

òîìó, êàê îïèñàíî â ðàçäåëàõ 7.1 è 8.1. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè
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âñå ôàçû �
k
âðàùàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé !0: �k = !0t + �

0
k
.

RLC-íàãðóçêà ëèíåéíà, ïîýòîìó âêëàäû Q
k
îò ðàçëè÷íûõ êîíòàê-

òîâ â óðàâíåíèå (12.37) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàçäåëüíî. Êàæäûé

êîíòàêò äåéñòâóåò íà íàãðóçêó êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà, êîòîðàÿ,

ïðàâäà, íå ñèíóñîèäàëüíà, à èìååò áîëåå ñëîæíóþ ôîðìó, òàê êàê

óãëîâàÿ ïåðåìåííàÿ 	 ïîëó÷åíà èç ëèíåéíî âðàùàþùèõñÿ ôàç �

ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (12.38). Òàêèì îáðàçîì,

ñèëà â óðàâíåíèè (12.37) èìååò ìíîãî ãàðìîíèê, è îòêëèê ëèíåéíîé

íàãðóçêè ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç óðàâíåíèÿ (12.37) äëÿ êàæäîé èç

íèõ:

Q
k
=

1X
n=0

Q
kn

cos(n�
k
� �

n
): (12.41)

Ðàññìîòðèì îñíîâíóþ êîìïîíåíòó n = 1. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ

Q
k1 ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè d	=dt â (12.37) â ñîîòâåòñòâèè ñ

(12.36) è âûðàæåíèÿ sin	 ÷åðåç � ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (12.39):

L �Q
k1 + (r +NR) _Q

k1 +
Q
k1

C
=

��
R

I
2 � I

2
c

I � Ic cos(!0t+ �
0
k
)

��

=RI
�1
c (I2 � I

2
c � I

p
I2 � I2c ) cos(!0t+ �

0
k
): (12.42)

Çäåñü hh�ii îçíà÷àåò âçÿòèå ïåðâîé ãàðìîíèêè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-

öèè. Ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (12.42) åñòü

Q
k1 = R

I
2 � I

2
c � I

p
I2 � I2c

Ic

p
(1=C � L!

2
0)
2 + (r +NR)2!20

cos(!0t+ �+ �
0
k
);

ãäå

cos� =
L!

2
0 � 1=Cp

(1=C � L!20)
2 + (r +NR)2!20

:

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîäñòàâèòü ýòî ðåøåíèå â (12.40) è îñðåäíèòü ïî

ïåðèîäó áûñòðûõ âðàùåíèé 2�=!0. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ôàçû

�
0
k
ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

âûñøèå ãàðìîíèêè n > 1 íå âíîñÿò âêëàä â óñðåäíåííîå óðàâíåíèå.

Â ðåçóëüòàòå, ìû ïîëó÷àåì

d�
k

dt
= !0 +

"

N

NX
j=1

sin(�
j
� �

k
� �); (12.43)

ãäå
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" = N
2eR2

I!0=~�R!
2
0p

(1=C � L!20)
2 + (r +NR)2!20

:

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ôàçîâîé ìîäåëüþ Êóðàìîòî

(12.1). Åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå

èìååò íåñêîëüêî áîëåå îáùèé âèä. Óãîë � â ÷ëåíå, îïèñûâàþùåì

âçàèìîäåéñòâèå, çàâèñèò îò ñâîéñòâ íàãðóçêè. Åñëè � = 0, òî âçàè-

ìîäåéñòâèå ìåæäó êîíòàêòàìè ïðèòÿãèâàþùåå, â òî âðåìÿ êàê äëÿ

� 6= 0 êàæäàÿ ïàðà êîíòàêòîâ ¾ïðåäïî÷èòàåò¿ èìåòü îïðåäåëåííûé

ôàçîâûé ñäâèã. Òåì íå ìåíåå, äàæå äëÿ � 6= 0 ìû ìîæåì èñêàòü

ñèíôàçíîå ðåøåíèå �1 = �2 = � � � = �
N
. Ýòî ðåøåíèå èìååò ÷à-

ñòîòó, îòëè÷íóþ îò !0, è óñòîé÷èâî, åñëè " cos� > 0 (ëèíåàðèçàöèÿ

(12.43) ïðèâîäèò ê ïðîñòîé ìàòðèöå ñ îäíèì íóëåâûì ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì è N � 1 ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè " cos�). Â ñëó÷àå

íåóñòîé÷èâîñòè ñèíôàçíîãî ñîñòîÿíèÿ âîçíèêàåò äðóãîé ðåæèì, ïðè

êîòîðîì ôàçû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû, ò.å. �0
k
= 2�k=N . Ýòî òàê

íàçûâàåìîå ðàñïëûâøååñÿ ñîñòîÿíèå ñ íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòüþ

(splay state, ïîäðîáíåå ñì. [Strogatz and Mirollo 1993; Watanabe and

Strogatz 1993, 1994]).

Åñëè ó÷åñòü ìàëûé áåñïîðÿäîê â öåïî÷êå êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà

(íàïðèìåð, èç-çà ðàñïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òîêîâ Ic), òî ïîëó÷àåò-

ñÿ àíñàìáëü ñ ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè. Ñèíõðîíèçàöèÿ

òàêèõ êîíòàêòîâ Äæîçåôñîíà ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê îñîáûé ïðè-

ìåð ïåðåõîäà Êóðàìîòî ïðè êîíå÷íîé êîíñòàíòå ñâÿçè " [Wiesenfeld

et al. 1996].

12.3.5 Ýôôåêòû êîíå÷íîñòè ÷èñëà ýëåìåíòîâ
àíñàìáëÿ

Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè â àíñàìáëå îñöèëëÿòîðîâ äîëæåí áûòü

ðåçêèì â òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïðåäåëå N ! 1. Äëÿ àíñàìáëÿ ñ

êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ íàáëþäàþòñÿ ýôôåêòû, àíàëîãè÷íûå

èçâåñòíûì â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå [Cardy 1988]. Îñíîâíàÿ èäåÿ

ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîíå÷íîñòü ÷èñëà ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ ïðèâîäèò

ê ôëóêòóàöèÿì ñðåäíåãî ïîëÿ èìåþùèì ïîðÿäîê �N�1=2. Òàê, íà-

ïðèìåð, Pikovsky and Ruffo [1999] ïðåäëîæèëè îïèñûâàòü àíñàìáëè

ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì âîçìóùåííûõ øóìîì îñöèëëÿòîðîâ óðàâíåíèåì

(12.27) ñ äîïîëíèòåëüíûì ôëóêòóàöèîííûì ÷ëåíîì:
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_Z =

�
"

2
� �

2

�
Z �

"
2

8�2
jZj2Z + �1(t) + i�2(t);

h�
i
(t)�

j
(t0)i =

2d2

N
Æ
ij
Æ(t� t

0):

(12.44)

Øóìîâîé ÷ëåí ïðîïîðöèîíàëåí 1=
p
N è èñ÷åçàåò â òåðìîäèíàìè÷å-

ñêîì ïðåäåëå. Åãî âëèÿíèå íà äèíàìèêó ñðåäíåãî ïîëÿ ìîæåò áûòü

ëåãêî ïîíÿòî, åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü (12.44) êàê óðàâíåíèå äëÿ ñëà-

áîíåëèíåéíîé àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ñ øóìîì (ñì., íàïðèìåð,

[Ñòðàòîíîâè÷ 1963]). Íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè X = Re(Z), Y = Im(Z)

ìû ïîëó÷àåì ðàçìûòûé ïðåäåëüíûé öèêë, à àìïëèòóäà è ôàçà ñðåä-

íåãî ïîëÿ ôëóêòóèðóþò, ñì. ðèñ. 12.5.

12.3.6 Àíñàìáëü õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ

Ôàçîâàÿ äèíàìèêà õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ìîæåò áûòü ïîõîæà

íà äèíàìèêó ïåðèîäè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ â ïðèñóòñòâèè øóìà (ñì.

ãëàâó 10). Ñîîòâåòñòâåííî, ñèíõðîíèçàöèÿ â àíñàìáëå ãëîáàëüíî

ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ñõîäíà ñ âîçíèêíîâåíèåì êîãå-

ðåíòíîñòè â àíñàìáëå îñöèëëÿòîðîâ ñ øóìîì, îïèñàííîé â ðàçäåëàõ

12.2 è 12.3.

0 250 500
×ÒÅÍÑ

0.0

0.4

0.8

|Z
|

−5

0

5

10

ar
g 

Z

−1 0 1
X

−1

0

1

Y

(a)

(b)

(c)

Ðèñ. 12.5. Ýâîëþöèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ Z = X + iY â ñèñòåìå èç 500

çàøóìëåííûõ ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ (ñì. óðàâíåíèå (12.16)). (a) Ôà-

çîâûé ïîðòðåò â êîîðäèíàòàõ (X;Y ): ïîñëå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà òðà-

åêòîðèè çàïîëíÿþò êîëüöî, øèðèíà êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëüíà N�1=2.

(b,c) Çàâèñèìîñòü ôàçû è àìïëèòóäû ñðåäíåãî ïîëÿ îò âðåìåíè Z(t).

Èç Pikovsky and Ruffo, Physical Review E, Vol. 59, 1999, pp. 1633�1636.

Copyright 1999 by the American Physical Society.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû ïðèâîäèì çäåñü ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ àíñàìáëÿ ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ èäåíòè÷íûõ îñöèë-

ëÿòîðîâ Ð¼ññëåðà [Pikovsky et al. 1996]:

_x
k
= �y

k
� z

k
+ "X;

_y
k
= x

k
+ ay

k
;

_z
k
= 0:4 + z

k
(x
k
� 8:5):

(12.45)

Ñâÿçü îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ñðåäíåå ïîëå

X =
1

N

NX
k=1

x
k
; Y =

1

N

NX
k=1

y
k
: (12.46)

Ñðåäíåå ïîëå èñ÷åçàåò â àñèíõðîííîì ðåæèìå è äåìîíñòðèðóåò äî-

âîëüíî ðåãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ ïîñëå ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè, êî-

òîðûé â äàííîé ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ïðè " � 0:025. Èíòåðåñíî, ÷òî

â ñèíõðîííîì ðåæèìå êàæäûé îñöèëëÿòîð â àíñàìáëå îñòàåòñÿ õàî-

òè÷åñêèì; êîãåðåíòíîñòü âîçíèêàåò òîëüêî çà ñ÷åò ñèíõðîíèçàöèè ïî

ôàçàì. Ìû èëëþñòðèðóþò ýòî íà ðèñ. 12.6, ãäå ïîêàçàíû ôàçîâûé

ïîðòðåò îäíîãî èç ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ è ñðåäíåå ïîëå. Àìïëèòóäà

ñðåäíåãî ïîëÿ îòíîñèòåëüíî ìàëà, íî îïðåäåëåííî áîëüøå ôëóê-

òóàöèè çà ñ÷åò êîíå÷íîñòè ÷èñëà îñöèëëÿòîðîâ (ýòè ôëóêòóàöèè,

ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé ìîäóëÿöèè ñðåäíåãî ïîëÿ).

–20 –10 0 10 20
xk

–20

–10

0

10

20

y k

–20 –10 0 10 20
X

–20

–10

0

10

20

Y

(a) (b)

Ðèñ. 12.6. Ïðîåêöèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà îäíîãî èç îñöèëëÿòîðîâ (a)

è ñðåäíåãî ïîëÿ (12.46) (b) â àíñàìáëå (12.45) ñ a = 0:25. Îòìå-

òèì, ÷òî äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà Ð¼ññëåðà èìååò

òàê íàçûâàåìûé àòòðàêòîð-âîðîíêó, ñì. òàêæå ðèñ. 10.4. Ôëóêòóàöèè

ñðåäíåãî ïîëÿ, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì êîíå÷íîñòè ÷èñëà

îñöèëëÿòîðîâ â àíñàìáëå, N = 10 000.
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Íåèäåíòè÷íûå õàîòè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû òàêæå ìîãóò ñèíõðîíè-

çîâàòüñÿ. Ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìîãóò áûòü ââåäåíû â ìî-

äåëü (12.45) ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùåãî

âðåìåííîé ìàñøòàá âðàùåíèÿ:

_x
k
= �!

k
y
k
� z

k
+ "X;

_y
k
= !

k
x
k
+ ay

k
;

_z
k
= 0:4 + z

k
(x
k
� 8:5):

(12.47)

Ýòà ìîäåëü àíàëîãè÷íà óðàâíåíèþ (12.29), ïîòîìó ÷òî â íåé ïðè-

ñóòñòâóþò êàê ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò !
k
, òàê è øóì,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñîáñòâåííîé õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè.

Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìå (12.47) ïðîèëëþñòðèðîâàí íà

ðèñ. 12.7. Âû÷èñëåíèå íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò 

k
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè

" = 0:1 áîëüøèíñòâî îñöèëëÿòîðîâ âçàèìíî ñèíõðîíèçîâàíû. Â äî-

ïîëíåíèå, ìû èçîáðàæàåì íà ãðàôèêå çíà÷åíèÿ ìàêñèìóìîâ ïåðåìåí-

Ðèñ. 12.7. Ìàêñèìóìû x
max
k è íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû 
k êàê ôóíêöèè

ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò !k â àíñàìáëå èç 5000 ñâÿçàííûõ ñèñòåì Ð¼ññëå-

ðà 12.47 ñ a = 0:15. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ðàñïðåäåëåíû ïî ãàóññîâîìó

çàêîíó ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì�! = 0:02. (a,b) Ñâÿçü " = 0:05 íåìíîãî

íèæå ïîðîãîâîé. Ñðåäíåå ïîëå áëèçêî ê íóëþ è íàáëþäàåìûå ÷àñòîòû

ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè. (c,d) Âûøå ïîðîãà (" = 0:1) áîëüøèíñòâî

îñöèëëÿòîðîâ íàõîäÿòñÿ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè (ïëàòî â (d)), â òî

âðåìÿ êàê àìïëèòóäû îñòàþòñÿ õàîòè÷åñêèìè (çà èñêëþ÷åíèåì îêíà

ïåðèîäà òðè ïðè ! � 0:97). Èç [Pikovsky et al. 1996].
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äëÿ êàæäîãî îñöèëëÿòîðà. Ýòè ìàêñèìóìû èìåþò øèðîêîå

ðàñïðåäåëåíèå êàê íèæå, òàê è âûøå ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðîâ îñòàþòñÿ õàîòè÷åñêèìè, õîòÿ

îíè è ñèíõðîíèçîâàíû ïî ôàçàì.

12.4 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Èçó÷åíèå áîëüøèõ àíñàìáëåé îñöèëëÿòîðîâ èìååò îòíîñèòåëüíî êî-

ðîòêóþ èñòîðèþ: îíè ñòàëè ïîïóëÿðíûìè òîëüêî ñ ïîÿâëåíèåì äî-

ñòàòî÷íî ìîùíûõ êîìïüþòåðîâ. Ñðåäè ðàííèõ ðàáîò îòìåòèì ðàáîòó

Âèíôðè [Winfree 1967], êîòîðûé òàêæå ïðèâåë îáçîð ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ áèîëîãè÷åñêèõ íàáëþäåíèé, à òàêæå ðàáîòó [Pavlidis 1969]. Íà-

÷èíàÿ ñ ðàáîò Êóðàìîòî [Kuramoto 1975, 1984], êîòîðûé ââåë è ðåøèë

óðàâíåíèÿ ôàçîâîé ìîäåëè, îïèñàííîé â ðàçäåëå 12.1, ýòà ïðîáëåìà

âûçâàëà øèðîêèé èíòåðåñ. Ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïîäõîäû áû-

ëè ðàçâèòû â [Strogatz et al. 1992; van Hemmen and Wreszinski 1993;

Watanabe and Strogatz 1993, 1994; Acebr�on et al. 1998]. Okuda [1993];

Daido [1992a, 1993b,a, 1995, 1996]; Crawford [1995]; Crawford and

Davies [1999]; Strogatz [2000]; Balmforth and Sassi [2000] ðàññìîòðå-

ëè îáîáùåííóþ ôóíêöèþ ñâÿçè. Àíñàìáëè ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ

øóìîì èçó÷àëèñü â [Strogatz and Mirollo 1991; Bonilla et al. 1992, 1998;

Hansel et al. 1993; Crawford 1994; Stange 1998, 1999; Hong et al. 1999a;

Reimann et al. 1999]. Ôàçîâûé ñäâèã â ôóíêöèè ñâÿçè, èëè, ÷òî ïî÷òè

ýêâèâàëåíòíî, çàïàçäûâàíèå ìîãóò ñóùåñòâåííî èçìåíèòü äèíàìè-

êó, êàê îáñóæäàëîñü â [Sakaguchi and Kuramoto 1986; Christiansen

et al. 1992; Yeung and Strogatz 1999; S. H. Park et al. 1999a; Reddy

et al. 1999; Choi et al. 2000]. Ñëó÷àéíûå ôàçîâûå ñäâèãè â ñâÿçè

ìîãóò ïðèâåñòè ê ñòåêëîâèäíûì ñîñòîÿíèÿì (ò.å. ñîñòîÿíèÿì ñ î÷åíü

ìíîãèìè óñòîé÷èâûìè êîíôèãóðàöèÿìè) [Daido 1992b; Bonilla et al.

1993; Park et al. 1998]. Hoppensteadt and Izhikevich [1999] ïîêàçà-

ëè, ÷òî ñèñòåìà Êóðàìîòî ïîä âîçäåéñòâèåì êâàçèïåðèîäè÷åñêîé

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèëû ìîæåò äåéñòâîâàòü êàê íåéðîííàÿ ñåòü.

Ôàçîâûå îñöèëëÿòîðû ñ èíåðöèåé äåìîíñòðèðóþò ïåðåõîä ïåðâîãî

ïîðÿäêà ñ ãèñòåðåçèñîì [Tanaka et al. 1997a,b; Hong et al. 1999c,b].

Ýôôåêòû êîíå÷íîñòè ÷èñëà ýëåìåíòîâ àíñàìáëÿ îïèñàíû â [Dawson

and G�artner 1987; Daido 1990; Pikovsky and Ruffo 1999].

Ãëîáàëüíî ñâÿçàííûå êîíòàêòû Äæîçåôñîíà (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíò-

íî, ðîòàòîðû) êàê â îòñóòñòâèå, òàê è ïðè íàëè÷èè øóìà ðàññìà-

òðèâàëèñü â [Shinomoto and Kuramoto 1986; Sakaguchi et al. 1988b;

Strogatz et al. 1989; Golomb et al. 1992; Wiesenfeld et al. 1996; Tsang
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et al. 1991b; Wiesenfeld 1992]. Â ÷àñòíîñòè, øèðîêèé èíòåðåñ âûçâàëè

ðàñïëûâøèåñÿ ðåæèìû â òàêîé ñèñòåìå [Tsang et al. 1991a; Nichols

and Wiesenfeld 1992; Swift et al. 1992; Strogatz and Mirollo 1993].

Àíñàìáëè ñëàáîíåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ èçó÷àëèñü â [Yamaguchi

and Shimizu 1984; Bonilla et al. 1987; Mirollo and Strogatz 1990a;

Matthews and Strogatz 1990; Matthews et al. 1991]. Íåêîòîðûå ýô-

ôåêòû â òàêîé ñèñòåìå, íàïðèìåð êîëëåêòèâíûé õàîñ [Hakim and

Rappel 1992; Nakagawa and Kuramoto 1993, 1994, 1995; Banaji and

Glendinning 1994] è âûìèðàíèå êîëåáàíèé [Ermentrout 1990] íå íà-

áëþäàþòñÿ äëÿ ôàçîâûõ îñöèëëÿòîðîâ. Áëèçêè ê ýòèì ðàáîòàì èñ-

ñëåäîâàíèÿ ñâÿçàííûõ ìîä â ëàçåðàõ [Winful and Rahman 1990].

Ðåëàêñàöèîííûå îñöèëëÿòîðû äåìîíñòðèðóþò ìíîæåñòâî ðàçíî-

îáðàçíûõ ýôôåêòîâ [Kuramoto et al. 1992; Abbott and van Vreeswijk

1993; Tsodyks et al. 1993; Wang et al. 1993; Chen 1994; Bottani 1995,

1996; Ernst et al. 1995, 1998; Gerstner 1995; Rappel and Karma 1996;

van Vreeswijk 1996; Kirk and Stone 1997; Bressloff and Coombes 1999;

Wang et al. 2000b]. Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â [Rogers and Wille

1996] èçó÷àëèñü ðåøåòêè îñöèëëÿòîðîâ ñ äàëüíîäåéñòâóþùåé ñâÿ-

çüþ; â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïëàâíî èçìåíÿòü ñâÿçü îò ëîêàëüíîé äî

ãëîáàëüíîé.



×àñòü III

Ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ
ñèñòåì





Ãëàâà 13

Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ I:
Îñíîâíûå ñâîéñòâà

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîëíîé ñèíõðîíèçà-

öèè õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàø ïîäõîä áóäåò ñëåäóþùèì: ðàññìàòðè-

âàÿ êàê ìîæíî áîëåå ïðîñòóþ ñèñòåìó, ìû ïîñòàðàåìñÿ îïèñàòü åå

ìàêñèìàëüíî ïîäðîáíî. Ïðîñòåéøåé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ

îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå, åãî äèíàìèêîé ìû è çàéìåìñÿ. Íà÷íåì

ìû ñ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé è ñ ôåíîìåíîëî-

ãè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè â ýòîé ñèñòåìå. Íàèáî-

ëåå èíòåðåñíûì è íåòðèâèàëüíûì ýôôåêòîì ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê

ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè. Ìû îïèøåì äâà ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ýòîãî

ïåðåõîäà â õàîñå. Ñ îäíîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ñòîõàñòè÷íîñòü õà-

îñà, ìû äàäèì ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ýòîãî ïåðåõîäà. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ äåòåðìèíèðîâàííîñòü äèíàìèêè, ìû îïèøåì ïå-

ðåõîä â ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ êàê áèôóðêàöèþ. Íàäååìñÿ, ÷òî

â ðåçóëüòàòå ÷èòàòåëü ñìîæåò óáåäèòüñÿ â äîïîëíèòåëüíîñòè ýòèõ

äâóõ ïîäõîäîâ, äàþùèõ â ñîâîêóïíîñòè ïîëíóþ êàðòèíó ÿâëåíèÿ.

Â ñëåäóþùåé ãëàâå, ðàññìàòðèâàÿ îáîáùåíèÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè,

ìû ñìîæåì óáåäèòüñÿ, ÷òî îñíîâíûå ñâîéñòâà ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè

îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ øèðîêîãî êëàññà õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ñîäåðæàíèÿ ýòîé ãëàâû òðåáóåòñÿ çíàêîìñòâî ñ

îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè õàîñà, â ÷àñòíîñòè ñ ëÿïóíîâñêèìè

ïîêàçàòåëÿìè. Ïðè àíàëèòè÷åñêîì ñòàòèñòè÷åñêîì îïèñàíèè ìû èñ-

ïîëüçóåì òåðìîäèíàìè÷åñêèé ôîðìàëèçì, à ïðè èçëîæåíèè ãåîìå-

òðè÷åñêîãî ïîäõîäà � òåîðèþ áèôóðêàöèé. Ýòè ñâåäåíèÿ ìîæíî íàé-
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òè âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ ïî òåîðèè êîëåáàíèé è õàîñó [Guckenheimer

and Holmes 1986; Áóòåíèí è äð. 1987; Íåéìàðê è Ëàíäà 1987; Ðàáè-

íîâè÷ è Òðóáåöêîâ 1989; Øóñòåð 1988; Ott 1992; Kaplan and Glass

1995; Alligood et al. 1997; Êóçíåöîâ 2001], à òàêæå â ìîíîãðàôèÿõ

[Badii and Politi 1997; Beck and Schl�ogl 1997].

13.1 Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü: äâà ñâÿçàííûõ
îòîáðàæåíèÿ

Â ýòîì ââîäíîì ðàçäåëå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ÿâëåíèå ïîëíîé ñèí-

õðîíèçàöèè íà ïðèìåðå ïðîñòîé ìîäåëè ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé.

Îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå

x(t+ 1) = f(x(t)) (13.1)

çàäàåò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì t = 0; 1; 2; : : : è

íåïðåðûâíûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé x. Øèðîêî èçâåñòíûìè ïðè-

ìåðàìè îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé ñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ÿâëÿ-

þòñÿ ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå f(x) = 4x(1 � x) è îòîáðàæåíèå

òèïà òåíò f(x) = 1� 2jxj.
Ðàññìîòðèì äâà ïîäîáíûõ îòîáðàæåíèÿ, çàäàííûõ ïåðåìåííûìè

x è y. Ïîñêîëüêó äèíàìèêà êàæäîé ïåðåìåííîé õàîòè÷íà, â ñëó-

÷àå íåçàâèñèìûõ (íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ) ñèñòåì áóäóò íàáëþäàòüñÿ

äâà íåçàâèñèìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññà, áåç êàêèõ-ëèáî âçàèìíûõ

êîððåëÿöèé. Òåïåðü ââåäåì âçàèìîäåéñòâèå. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî ìíî-

ãèìè ñïîñîáàìè: ëþáîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèé

êàê x, òàê è y, äàñò êàêîå-òî âçàèìîäåéñòâèå. Ïîòðåáóåì, îäíàêî, ÷òî-

áû âçàèìîäåéñòâèå óäîâëåòâîðÿëî ñëåäóþùèì âàæíûì ôèçè÷åñêèì

óñëîâèÿì:

(i) âçàèìîäåéñòâèå äîëæíî áûòü ïðèòÿãèâàþùèì, ò.å. îíî äîëæíî

ñáëèæàòü ñîñòîÿíèÿ x è y;

(ii) âçàèìîäåéñòâèå äîëæíî èñ÷åçàòü â ñèíõðîííîì ñèììåòðè÷íîì

ðåæèìå x = y.

Ïåðâîå óñëîâèå ìîæíî íàçâàòü òàêæå óñëîâèåì äèññèïàòèâíîñòè,

îíî ñîîòâåòñòâóåò, íàïðèìåð, ñâÿçè ýëåêòðîííûõ ñõåì ÷åðåç ñîïðî-

òèâëåíèÿ.1 Â îáùåì âèäå ëèíåéíûé îïåðàòîð, çàäàþùèé ñâÿçü ñ

óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, çàïèñûâàåòñÿ êàê

1 Ñì. òàêæå îáñóæäåíèå äèññèïàòèâíîé è ðåàêòèâíîé ñâÿçè â ðàçäåëå 8.2.
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L̂ =

�
1� � �

� 1� �

�
; (13.2)

ãäå 0 < � < 1; 0 < � < 1. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ñâÿçè,

ïîëàãàÿ � = � = ", ïîëó÷èì

L̂ =

�
1� " "

" 1� "

�
: (13.3)

Ëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå (13.3) äîëæíî áûòü ïðèìåíåíî ê íåëèíåé-

íîìó îòîáðàæåíèþ (13.1). Ïðàâèëüíûì ñïîñîáîì ïðèìåíåíèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ÷åðåäîâàíèå ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî îòîáðàæåíèé, ò.å. ïðîèç-

âåäåíèå2 ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ:�
x(t+ 1)

y(t+ 1)

�
=

�
1� " "

" 1� "

� �
f(x(t))

f(y(t))

�

=

�
(1� ")f(x(t)) + "f(y(t))

"f(x(t)) + (1� ")f(y(t))

�
: (13.4)

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòåìà (13.4) ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷-

íà ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ x $ y, òàê êàê ìû

ðàññìàòðèâàåì ñèììåòðè÷íî ñâÿçàííûå èäåíòè÷íûå ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì, êàêèå êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûå ðåæèìû ìîãóò íàáëþ-

äàòüñÿ â íàøåé áàçîâîé ìîäåëè (13.4) ïðè èçìåíåíèè ïîëîæèòåëüíîãî

ïàðàìåòðà ñâÿçè ". Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðîèñõîäèò â ïðåäåëüíûõ ñè-

òóàöèÿõ. Åñëè " = 0, òî ïåðåìåííûå x è y ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìû

è íåêîððåëèðîâàíû. Åñëè " = 1=2, òî óæå ïîñëå îäíîé èòåðàöèè

ïåðåìåííûå x è y ïðèíèìàþò îäíî è òî æå çíà÷åíèå è îñòàþòñÿ èäåí-

òè÷íûìè ïðè âñåõ t (ïîýòîìó " = 1=2 ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíî

ñèëüíîé ñâÿçè). Ïîñêîëüêó ñâÿçü â ýòîì ðåæèìå ñòàíîâèòÿ ðàâíîé

íóëþ, äèíàìèêà ïåðåìåííûõ x è y òàêàÿ æå, êàê äëÿ àâòîíîìíîé

ñèñòåìû, ò.å. õàîòè÷åñêàÿ. Ýòîò ðåæèì, ïðè êîòîðîì êàæäàÿ èç ñè-

ñòåì ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè õàîòè÷åñêè, à ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì â ëþáîé

ìîìåíò âðåìåíè îäèíàêîâû, íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèåé

(ïî-àíãëèéñêè ¾complete, full, identical¿).
2 Â îòëè÷èå îò ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, â ñëó÷àå îòîáðàæåíèé

íóæíî íå ïðèáàâëÿòü ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå ðàçëè÷íûå ýôôåêòû, à ïå-

ðåìíîæàòü èõ. ×òîáû ïîÿñíèòü ýòîò âàæíûé äëÿ ïîíèìàíèÿ ôèçè-

÷åñêîãî ñìûñëà äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ìîìåíò, ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà

ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîé äèññèïàöèè â îòîáðàæåíèå (13.1). Äèññèïàòèâ-

íûé ÷ëåí äîëæåí óìåíüøàòü ïåðåìåííóþ x. Àääèòèâíîå ñëàãàåìîå òèïà

x(t+1) = f(x(t))�
x(t) íå âñåãäà óìåíüøàåò x � ýòî çàâèñèò îò çíàêîâ è
çíà÷åíèé f(x) è 
. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, óìíîæåíèå íà ìíîæèòåëü

j
j < 1, ïðèâîäÿùåå ê x(t + 1) = 
f(x(t)), âñåãäà óìåíüøàåò àáñîëþòíîå

çíà÷åíèå x.
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Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè ", êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü â êà÷åñòâå áèôóðêàöèîííîãî, â îáùåì ñëó÷àå íàáëþäàåòñÿ ñëîæ-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé (ïðè ýòîì íå èñêëþ÷åíû è íåõà-

îòè÷åñêèå ðåæèìû), íî ÷åòêî ïðîñëåæèâàåòñÿ òåíäåíöèÿ ê âñå áîëåå

ïîëíîé êîððåëÿöèè ìåæäó x è y. Ìîæíî íàéòè òàêîå êðèòè÷åñêîå

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñâÿçè "c < 1=2, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîãî,

" > "c, óñòàíàâëèâàåòñÿ ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå x = y. Ýòîò ïåðåõîä

íàèáîëåå ÷åòêî âèäåí ïðè ïðåäñòàâëåíèè äèíàìèêè íà ïëîñêîñòè

(x; y) (ñì. íèæå ðèñ. 13.2). Òî÷êè âíå äèàãîíàëè x = y ñîîòâåòñòâóþò

àñèíõðîííîìó ñîñòîÿíèþ. Ñ óâåëè÷åíèåì " òî÷êè êîíöåíòðèðóþòñÿ

ó äèàãîíàëè è ïðè ïðåâûøåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

ñâÿçè "c ñîñðåäîòà÷èâàþòñÿ íà íåé.

Ñâÿçàííûå îòîáðàæåíèÿ òèïà êîñîé òåíò

Íèæå ìû ïðîèëëþñòðèðóåì ýôôåêò ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè íà ïðè-

ìåðå îòîáðàæåíèÿ òèïà êîñîé òåíò

f(x) =

�
x=a ïðè 0 � x � a;

(1� x)=(1� a) ïðè a � x � 1;
(13.5)

(çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà a = 0:5 ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîå îòîáðàæåíèå

òèïà òåíò, íî ýòà ñèììåòðè÷íàÿ ñèòóàöèÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå,

ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé). Îòîáðàæåíèå (13.5) ïîêàçàíî íà ðèñ. 13.1,

îíî ðàñòÿãèâàåò åäèíè÷íûé èíòåðâàë âäâîå è ñêëàäûâàåò îáðàòíî.

Ðåçóëüòàòîì ýòèõ ðàñòÿæåíèé è ñêëàäûâàíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòûé

U1a

1

f(U)

Ðèñ. 13.1. Îòîáðàæåíèå òèïà êîñîé òåíò: ïðîñòàÿ òî÷íî ðåøàåìàÿ

îäíîìåðíàÿ ìîäåëü õàîñà.
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õàîñ, ýòèì îòîáðàæåíèå òèïà òåíò îòëè÷àåòñÿ îò ëîãèñòè÷åñêîãî (ïà-

ðàáîëè÷åñêîãî), â êîòîðîì îáëàñòè õàîñà è ïåðèîäè÷åñêîé äèíàìèêè

ïåðåìåæàþòñÿ (åñëè ìåíÿòü ïàðàìåòð). Áîëåå òîãî, èíâàðèàíòíàÿ

âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà â îòîáðàæåíèè òèïà òåíò ïîñòîÿííà, ÷òî ïîçâî-

ëèò íèæå â ðàçäåëå 13.3 ïîñòðîèòü àíàëèòè÷åñêîå ñòàòèñòè÷åñêîå

îïèñàíèå.

Ñèíõðîííûé è àñèíõðîííûé ðåæèìû ïîêàçàíû íà ðèñ. 13.2. Êðè-

òè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñâÿçè ïðè a = 0:7 ðàâíî "c � 0:228 (ýòî

çíà÷åíèå áóäåò àíàëèòè÷åñêè âûâåäåíî íèæå). Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçà-

öèÿ, êàê íà ðèñ. 13.2a, íàáëþäàåòñÿ ïðè ñèëüíîé ñâÿçè 1=2 > " > "c,

àñèíõðîííûé ðåæèì ñóùåñòâóåò ïðè áîëåå ñëàáîì âçàèìîäåéñòâèè

(ðèñ. 13.2b,c).

Íà ðèñ. 13.3 ïîêàçàíà äèíàìèêà ñèñòåìû âáëèçè ïîðîãà ñèíõðîíè-

çàöèè, åå îïèñàíèþ áóäåò ïîñâÿùåíà á�îëüøàÿ ÷àñòü ýòîé ãëàâû. Äëÿ

îïèñàíèÿ ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè ïðè " = "c, óäîáíî ïåðåéòè ê

íîâûì ïåðåìåííûì

U =
x+ y

2
; V =

x� y

2
: (13.6)

Çàìåòèì, ÷òî â ðåæèìå ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ïåðåìåííàÿ V òîæäå-

ñòâåííî ðàâíà íóëþ; â ïî÷òè ñèíõðîííîì ðåæèìå îíà ìàëà. Ãåîìå-

òðè÷åñêè, ïåðåìåííàÿ U íàïðàâëåíà âäîëü äèàãîíàëè x = y, à ïåðå-

ìåííàÿ V ñîîòâåòñòâóåò ïîïåðå÷íîìó íàïðàâëåíèþ. Äëÿ ñëàáî àñèí-

õðîííîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè "c õàðàêòåðíû ïåðåìåæàþùèåñÿ âñïëåñêè

0.0 0.5 1.0
x

0.0

0.5

1.0

y

0.0 0.5 1.0
x

0.0 0.5 1.0
x

(a) (b) (c)

Ðèñ. 13.2. Àòòðàêòîðû â ñèñòåìå äâóõ ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèÿõ òèïà

êîñîé òåíò ïðè a = 0:7. Ïîðîã ñèíõðîíèçàöèè ðàâåí "c � 0:228. (a)

Ñèíõðîííûé ðåæèì (" = 0:3) ëåæèò íà äèàãîíàëè x = y. (b) Ñëàáî

àñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå ñîñðåäîòî÷åíî âáëèçè íåå. (c) Ïðè ñëàáîé ñâÿçè

(" = 0:1) ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ x è y ïðàêòè÷åñêè íåêîð-

ðåëèðîâàíû. Ïåðåõîä îò (a) ê (b) íàçûâàþò íàðóøåíèåì ñèììåòðèè

õàîñà, èëè ¾âçðûâîì¿ (blowout).
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ïåðåìåííîé V , êàê íà ðèñ. 13.3. Ðåäêèå, íî áîëüøèå âûáðîñû V

òèïè÷íû äëÿ ýòîé ìîäóëÿöèîííîé ïåðåìåæàåìîñòè (èíîãäà åå

íàçûâàþò ¾on � off¿ èëè ¾âêëþ÷åíî � âûêëþ÷åíî¿). Ïðè òåîðåòè-

÷åñêîì îïèñàíèè íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñòåñòâåííîé ïåðåìåííîé

äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ñëóæèò ëîãàðèôì ïåðåìåííîé jV j, ïîýòîìó
äèíàìèêà ln jV j òàêæå ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 13.3.

13.2 Óñòîé÷èâîñòü ñèíõðîííîãî ðåæèìà

Â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ñèñòåìà (13.4) ñèììåòðè÷-

íà ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ (äðóãèìè ñëîâàìè, îíà

èíâàðèàíòíà ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ x $ y), ñèíõðîííîå

ñîñòîÿíèå x(t) = y(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (13.4) ïðè ëþáûõ çíà÷åíè-

ÿõ ïàðàìåòðà ñâÿçè ". Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèììåòðè÷íûå íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ (ò.å. x(0) = y(0) èëè V = 0) îñòàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè â ïðî-

öåññå ýâîëþöèè. Åñëè æå ìû õîòèì, ÷òîáû ñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå

íàáëþäàëîñü íå òîëüêî ïðè ñïåöèàëüíûõ, íî è ïðè ïðîçâîëüíûõ íà-

÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, íóæíî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü óñòîé÷èâîñòü

ýòîãî ñîñòîÿíèÿ: ïîëíîñòüþ ñèíõðîííûé ðåæèì V = 0 äîëæåí áûòü

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

V
=(

x−
y)

/2

0 1000 2000 3000 4000

×ÒÅÍÑ

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

ln
 |V

|

(a)

(b)

Ðèñ. 13.3. Ìîäóëÿöèîííàÿ ïåðåìåæàåìîñòü â îòîáðàæåíèè òèïà êîñîé

òåíò ïðè a = 0:7 è äîêðèòè÷ñêîé ñâÿçè " = "c � 0:001. (a) Âñïëåñêè

ðàçíîñòè V ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåì. (b) Ëîãàðèôì ðàçíîñòè âåäåò

ñåáÿ êàê ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ.



13.2 Óñòîé÷èâîñòü ñèíõðîííîãî ðåæèìà Æ

��
��
��
��
��
k387

àòòðàêòîðîì, ò.å. ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå äîëæíî óñòàíàâëèâàòüñÿ è

ïðè àñèììåòðè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïà-

ðàìåòðà ñâÿçè "c, ïðè êîòîðîì íàñòóïàåò ñèíõðîíèçàöèÿ, âûòåêàåò

èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ïîñêîëüêó V ñîîòâåòñòâóåò ïîïåðå÷íîìó

íàïðàâëåíèþ, óñòîé÷èâîñòü ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòî íàçûâàþò

ïîïåðå÷íîé óñòîé÷èâîñòüþ ñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ (13.4) â ïåðåìåííûõ U è V (13.6):

U(t+ 1) = 1
2
[f(U(t) + V (t)) + f(U(t)� V (t))]; (13.7)

V (t+ 1) =
1� 2"

2
[f(U(t) + V (t))� f(U(t)� V (t))]: (13.8)

Ëèíåàðèçóÿ ýòó ñèñòåìó âáëèçè ïîëíîñòüþ ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ

U(t); V = 0 ïîëó÷èì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé

u è v

u(t+ 1) = f
0(U(t))u(t); (13.9)

v(t+ 1) = (1� 2")f 0(U(t))v(t): (13.10)

Ýòó ëèíåéíóþ ñèñòåìó ñëåäóåò èòåðèðîâàòü ïàðàëëåëüíî ñ íåëèíåé-

íûì îòîáðàæåíèåì, çàäàþùèì ñèíõðîííóþ õàîòè÷åñêóþ äèíàìèêó

U(t+ 1) = f(U(t)): (13.11)

Ïîñêîëüêó â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé u

è v íåçàâèñèìû, ïðîäîëüíûå (ò.å. ñèììåòðè÷íûå, u) è ïîïåðå÷íûå

(àñèììåòðè÷íûå, v) âîçìóùåíèÿ íå âçàèìîäåéñòâóþò, è èõ ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü ïî îòäåëüíîñòè. Â îñíîâå äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ

ëåæèò íàáëþäåíèå, ÷òî ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ (13.9) è (13.10)

îïèñûâàþò ðîñò è óáûâàíèå âîçìóùåíèé õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà, è

êîëè÷åñòâåííî ýòîò ðîñò (èëè óáûâàíèå) çàäàþòñÿ ëÿïóíîâñêèì ïî-

êàçàòåëåì ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèå

ìîæíî îïðåäåëèòü äâà ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëÿ, è ïîñêîëüêó â íà-

øåì ñëó÷àå ïåðåìåííûå u è v íåçàâèñèìû, ýòè ïîêàçàòåëè ïðîñòî

îïðåäåëÿþòñÿ ñðåäíèìè ëîãàðèôìàìè ïîêàçàòåëåé ðîñòà u è v:

�
u
= lim

t!1

ln ju(t)j � ln ju(0)j
t

= hln jf 0(U)ji; (13.12)

�
v
= lim

t!1

ln jv(t)j � ln jv(0)j
t

= ln j1� 2"j+ hln jf 0(U)ji: (13.13)

Èñïîëüçóÿ ýðãîäè÷íîñòü õàîñà, ìû ìîæåì çàìåíèòü ñðåäíåå ïî âðå-

ìåíè ñòàòèñòè÷åñêèì ñðåäíèì ïî èíâàðèàíòíîé ìåðå, ïîñëåäíåå áó-

äåì îáîçíà÷àòü ñêîáêàìè hi. Èç óðàâíåíèÿ (13.9) ñëåäóåò, ÷òî ñèì-

ìåòðè÷íîå âîçìóùåíèå u åñòü íå ÷òî èíîå êàê âîçìóùåíèå â õàîòè-

÷åñêîì îòîáðàæåíèè (13.11), òàê ÷òî ïðîäîëüíûé (íå íàðóøàþùèé



Æ

��
��
��
��
��
k388 Ãëàâà 13. Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ I

ñèíõðîíèçàöèþ) ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü �
u
åñòü íå ÷òî èíîå êàê

ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü îäèíî÷íîé ñèñòåìû �. Ïîïåðå÷íûé ëÿïó-

íîâñêèé ïîêàçàòåëü �? � �
v
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç � ïî ôîðìóëå

�? = ln j1� 2"j+ �: (13.14)

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíèé ðîñò (èëè óáûâàíèå) ïîïåðå÷íûõ âîçìóùå-

íèé v îïðåäåëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì ïîêàçàòåëåì �?: ln jv(t)j / �?t, è

êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

�? > 0: ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå íåóñòîé÷èâî,

�? < 0: ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî.

Ïîðîã óñòîé÷èâîñòè íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ �? = 0:

ln j1� 2"cj = ��; "c =
1� e

��

2
: (13.15)

Íàïðèìåð, äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ëÿïóíîâñêèé ïîêàçà-

òåëü ðàâåí � = ln 2, òàê ÷òî "c = 1=4. Âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè

óñòîé÷èâîñòü â ñðåäíåì, ò.å. îïðåäåëÿåìóþ ñðåäíèì ïîêàçàòåëåì

ðîñòà âîçìóùåíèé. Ñîîòíîøåíèå ýòîãî îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñ

äðóãèìè âîçìîæíûìè îïðåäåëåíèÿìè (íàïðèìåð, ñ àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòüþ) âåñüìà íåòðèâèàëüíî è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðåäìå-

òîì äàëüíåéøåãî îáñóæäåíèÿ.

13.3 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåõîäà ê
ñèíõðîíèçàöèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ÿâëåíèé âáëèçè

ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè ýâî-

ëþöèè ïîïåðå÷íîãî âîçìóùåíèÿ v äèíàìèêîé ïðîöåññà, âûíóæäàå-

ìîãî ñëó÷àéíîé ñèëîé, ò.å. ìû ðàññìàòðèâàåì ñèíõðîííûé õàîñ êàê

ñëó÷àéíûé ïðîöåññ. Ïðè ýòîì ìû ïðåíåáðåãàåì ïðàêòè÷åñêè âñåìè

äèíàìè÷åñêèìè (äåòåðìèíèðîâàííûìè) ÷åðòàìè õàîñà � íå óäèâè-

òåëüíî, ÷òî òåîðèÿ ðàáîòàåò òåì ëó÷øå, ÷åì ñèëüíåå õàîñ. Ðåçóëüòà-

òû ýòîãî òåîðåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ìû ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå

îòîáðàæåíèÿ òèïà êîñîé òåíò.
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13.3.1 Âîçìóùåíèå êàê ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

Èç àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ïðîâåäåííîãî â ðàçäåëå 13.2 ñëåäóåò, ÷òî

ïîäõîäÿùåé ïåðåìåííîé äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïîïåðå÷íûõ âîçìó-

ùåíèé âáëèçè ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôì âîçìóùå-

íèÿ. Ïîýòîìó óäîáíî ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå, íå íåçàâèñèìûå, íî

ïîëåçíûå

w = jvj; z = lnw:

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ïîïåðå÷íûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü �? ïîë-

íîñòüþ îïðåäåëÿåò ëèíåéíóþ óñòîé÷èâîñòü è îäíîçíà÷íî ñâÿçàí ñ

ïàðàìåòðîì ñâÿçè ", óäîáíî èñïîëüçîâàòü åãî â êà÷åñòâå áèôóðêà-

öèîííîãî ïàðàìåòðà. Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ äèíàìèêè âîçìóùåíèé

ïðèìåò âèä

w(t+ 1) = w(t)e�?eg(U(t)): (13.16)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå3

g(U(t)) = ln jf 0(U)j � �: (13.17)

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíåå îò g ðàâíî íóëþ, íî ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ g

îòëè÷íû îò íóëÿ. Óðàâíåíèÿ (13.17) è (13.16) äîïóñêàþò ñëåäóþùóþ

èíòåðïðåòàöèþ: õàîòè÷åñêèé ïðîöåññ U(t) äåéñòâóåò êàê âíåøíÿÿ

ñèëà íà ïåðåìåííóþ w â (13.16). Âíåøíÿÿ ñèëà âõîäèò â ìíîæèòåëü

exp(g+�?). Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôàêòîð exp(g+�?) ìîäóëèðóåò ïîêà-

çàòåëü ðîñòà âåëè÷èíû w: îíà ðàñòåò áûñòðåå, åñëè ýòîò ìíîæèòåëü

áîëüøîé, è ìåäëåííåå, åñëè îí ìàë.

Óðàâíåíèå äëÿ ïåðåìåííîé z ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç (13.16):

z(t+ 1) = z(t) + g(U(t)) + �?: (13.18)

Âíåøíÿÿ ñèëà âõîäèò ñþäà êàê àääèòèâíîå ñëàãàåìîå g + �?.

Îòìåòèì, ÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñèñòåìû, ñîñòàâëåí-

íûå èç óðàâíåíèé (13.11) è (13.16) èëè (13.18), åñòü òàê íàçûâàåìûå

êîñûå ñèñòåìû: ïåðåìåííàÿ U âëèÿåò íà w è z, íî îáðàòíîãî âëèÿíèÿ

w è z íà U íåò. Äëÿ ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé (13.4) êîñàÿ ñèñòåìà

ïîëó÷àåòñÿ ïðèáëèæåííî, êàê ðåçóëüòàò ëèíåàðèçàöèè âáëèçè ïîë-

íîñòüþ ñèíõðîííîãî ðåæèìà. Êîñûå ñèñòåìû, îäíàêî, åñòåñòâåííûì

îáðàçîì âîçíèêàþò â ôèçè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ ñ îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿ-

çüþ (ñì. ðàçäåë 14.1). Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèÿ (13.11),

3 Ýòî ïîçâîëèò çàïèñàòü óðàâíåíèå â íàèáîëåå îáùåì âèäå, ïðèãîäíîì

äëÿ îïèñàíèÿ íå òîëüêî ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè, íî è äðóãèõ ñëó÷àåâ

ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè.
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(13.16) è (13.18) çàäàþò âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ: êîìïîíåíòà U

îïðåäåëÿåò âûíóæäàþùóþ ñèëó, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà êîìïîíåíòû

w; z. Îñîáåííîñòüþ (13.11), (13.16) è (13.18) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñèëà

äåéñòâóåò íà ëèíåéíóþ ïîäñèñòåìó (13.16) è (13.18).

Ñòàòèñòè÷åñêîå îïèñàíèå ñèíõðîíèçàöèè îñíîâàíî íà ïðåäñòàâëå-

íèè âíåøíåé ñèëû â (13.16) è (13.18) êàê ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîöåññà.

Òàêèì îáðàçîì, õàîòè÷åñêèé ñèãíàë U(t) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê øóì,

à óðàâíåíèÿ (13.16) è (13.18) èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê óðàâíåíèÿ ñîîò-

âåòñòâåííî ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûì è àääèòèâíûì øóìîì. Ïðè òàêîé

èíòåðïðåòàöèè ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî (13.18) îïèñûâàåò îäíî-

ìåðíûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñî ñëó÷àéíûì øàãîì g+ �?. Ñðåäíåå

çíà÷åíèå ôëóêòóèðóþùåãî ÷ëåíà g ðàâíî íóëþ, ïîýòîìó íàïðàâëå-

íèå ñðåäíåãî ñìåùåíèÿ öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì ëÿïóíîâ-

ñêèì ïîêàçàòåëåì �?. Ïðè �? < 0 ñðåäíåå ñìåùåíèå îòðèöàòåëüíî, è

ïåðåìåííûå z è w óáûâàþò (â ñðåäíåì), à ïðè �? > 0 ýòè ïåðåìåííûå

â ñðåäíåì ðàñòóò. Íà ïîðîãå ñèíõðîíèçàöèè (13.15) ñðåäíåå ñìåùå-

íèå ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ðàâíî íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà

�? õàðàêòåðèçóåò íàïðàâëåííóþ êîìïîíåíòó ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.

Äðóãîé âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò äèôôóçèè.

Åñëè áû çíà÷åíèÿ g(U(t)) áûëè íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-

íàìè, òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, ñîãëàñíî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë,

áûë áû ðàâåí äèñïåðñèè g. Â íàøåì ñëó÷àå ïðîöåññ U(t) çàäàåòñÿ

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (13.1), ïîýòîìó çíà÷åíèÿ g(U(t)) ìîãóò áûòü

êîððåëèðîâàíû, è íåîáõîäèìî áîëåå äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå äèíà-

ìèêè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.

13.3.2 Äèôôóçèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé
ëîêàëüíûõ ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêèõ
ïîêàçàòåëåé

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.18) ìîæíî ôîðìàëüíî çàïèñàòü êàê

z(T )� z(0)� �?T =

T�1X
t=0

g(U(t)): (13.19)

Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ñóììà õàîòè÷åñêèõ âåëè÷èí; ÷òîáû èìåòü âîç-

ìîæíîñòü ïðèìåíèòü öåíòðàëüíóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó, ìû ðàçäå-

ëèì ýòó ñóììó íà T è îáîçíà÷èì

�
T
=

1

T

T�1X
t=0

g(U(t)) =
1

T

T�1X
t=0

ln jf 0(U)j � �: (13.20)
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Âåëè÷èíà �
T
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ïî âðåìåíè (èëè ïðîñòî ëîêàëü-

íûì) ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì (â íàøåé ôîðìóëèðîâêå (13.20) ýòà

âåëè÷èíà ñäâèíóòà íà � è ïîýòîìó ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè T ! 1;

ìîæíî îïðåäåëèòü è íå ñäâèíóòûé ëîêàëüíûé ïî âðåìåíè ïîêàçà-

òåëü, êîòîðûé ñòðåìèòñÿ ê � ïðè T ! 1). Ïðè áîëüøèõ T ëî-

êàëüíûé ïî âðåìåíè ïîêàçàòåëü �
T
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, íî äëÿ íàñ

âàæíû åãî ôëóêòóàöèè. Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå,

ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòíîãî ðàïðåäåëåíèÿ �
T
(äëÿ ïðîñòîòû íèæå ìû

áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ T ) äîëæíà âåñòè ñåáÿ êàê

p(�;T ) / exp[Ts(�)]; (13.21)

ãäå â ïîêàçàòåëå ñòîèò ýíòðîïèéíàÿ ôóíêöèÿ s(�) (ñì. [Paladin and

Vulpiani 1987; Ott 1992; Crisanti et al. 1993]). Ýòà âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ

èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì â íóëå. Âåäóùèé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè

âîêðóã ýòîãî ìàêñèìóìà s(�) � ��2
=(2D) äàåò ãàóññîâñêîå ðàñïðåäå-

ëåíèå �. Êîýôôèöèåíò D îïðåäåëÿåò øèðèíó ðàñïðåäåëåíèÿ ëîêàëü-

íûõ ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé �; äèñïåðñèÿ � óáûâàåò ñî

âðåìåíåì T ñîãëàñíî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë:

h�2i �
D

T
:

Ïîñêîëüêó ïîïåðå÷íàÿ ïåðåìåííàÿ z â (13.19) ïðîñòî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ëîêàëüíûé ïî âðåìåíè ïîêàçàòåëü

z(T )� z(0) � �?T = �T;

ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî z ðàñòåò ñ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè D:

h(z(T ) � hz(T )i)2i / TD:

Ïðåèìóùåñòâîì îáùåé ôîðìóëèðîâêè (13.21) ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü

ïðàâèëüíîãî îïèñàíèÿ áîëüøèõ îòêëîíåíèé ëîêàëüíûõ ïî âðåìåíè

ïîêàçàòåëåé. Äåéñòâèòåëüíî, â ãàóññîâñêîì ïðèáëèæåíèè âîçìîæíû

ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ëîêàëüíûå ïîêàçàòåëè, â òî âðåìÿ êàê íà

ñàìîì äåëå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè s îãðàíè÷åíà (ñì. íèæå

ïðèìåð ñ îòîáðàæåíèåì òèïà êîñîé òåíò). Â íåëèíåéíîé äèíàìèêå

ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè ýíòðîïèéíîé ôóíêöèè, íàçûâàþò

òåðìîäèíàìè÷åñêèì ôîðìàëèçìîì [Ott 1992; Crisanti et al. 1993;

Badii and Politi 1997; Beck and Schl�ogl 1997]; â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòå-

ðàòóðå ãîâîðÿò î òåîðèè áîëüøèõ îòêëîíåíèé [Varadhan 1984].

Âåðíåìñÿ ê äèíàìèêå ïîïåðå÷íûõ âîçìóùåíèé (13.18). Âáëèçè

ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè ñðåäíåå ñìåùåíèå ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïå-

ðåìåííîé z ìàëî; ïîýòîìó äèíàìèêà îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì ôëóê-

òóàöèÿìè. Ðàñïðåäåëåíèå z ñòàíîâèòñÿ ñî âðåìåíåì âñå øèðå, òàê
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÷òî ìîãóò íàáëþäàòüñÿ êàê ìàëûå, òàê è áîëüøèå çíà÷åíèÿ z. Åñëè

ïåðåéòè îò ëîãàðèôìà âîçìóùåíèé z ê ñàìèì âîçìóùåíèÿì w, òî ìû

óâèäèì, ÷òî âåëè÷èíû w = exp(z) ìîãóò ïðèíèìàòü êàê î÷åíü áîëü-

øèå, òàê è î÷åíü ìàëåíüêèå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àéíûå

áëóæäàíèÿ z ïðîÿâëÿþòñÿ êàê âñïëåñêè ïîïåðå÷íûõ âîçìóùåíèé w.

Ýòîò ðåæèì, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 13.3, íàçûâàþò ìîäóëÿöèîííîé

ïåðåìåæàåìîñòüþ [Fujisaka and Yamada 1985, 1986; Yamada and

Fujisaka 1986; Platt et al. 1989]).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îñíîâíûì èñòî÷íèêîì ýòîé ïåðåìåæàåìîñòè

ÿâëÿþòñÿ ôëóêòóàöèè ëîêàëüíîãî ïî âðåìåíè ïîïåðå÷íîãî ëÿïóíîâ-

ñêîãî ïîêàçàòåëÿ. Â íåêîòîðûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòè

ôëóêòóàöèè îòñóòñòâóþò, íàáëþäàåìûé ðåæèì îòëè÷àåòñÿ îò ìîäó-

ëÿöèîííîé ïåðåìåæàåìîñòè. Â ÷àñòíîñòè, â ñèììåòðè÷íîì îòîáðàæå-

íèè òèïà òåíò f(U) = 1 � 2jU j ëîêàëüíûå ìóëüòèïëèêàòîðû ðàâíû

äâóì è íå çàâèñÿò îò U . Ïîäîáíûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ëîãèñòè-

÷åñêîå îòîáðàæåíèå f(U) = 4U(1 � U): çäåñü ôëóêòóàöèè ëîêàëü-

íîãî ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ ïðè áîëüøèõ T èñ÷åçàþò.

Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè â ýòèõ ñèñòåìàõ èìååò ñâîè îñîáåííîñòè,

îïèñàíèå êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [Êóçíåöîâ è Ïèêîâñêèé

1989; Pikovsky and Grassberger 1991].

Äëÿ áîëåå ïîëíîãî àíàëèçà ìîäóëÿöèîííîé ïåðåìåæàåìîñòè ó ïî-

ðîãà óñòàíîâëåíèÿ ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ

íåäîñòàòî÷íî. Ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè ñèì-

ìåòðè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ òèïà òåíò è ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ,

à îáñóäèì îáùèé ñëó÷àé ôëóêòóèðóþùèõ ëîêàëüíûõ ïî âðåìåíè

ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé.

13.3.3 Ìîäóëÿöèîííàÿ ïåðåìåæàåìîñòü: ñòåïåííûå
ðàñïðåäåëåíèÿ

Ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ìû

ìîæåì ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ ýâîëþöèè âîçìóùåíèÿ z (13.18)

â âèäå

z(t+ T ) = z(t) + T�? + T�:

Ïðè áîëüøèõ T êîððåëÿöèÿìè ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé �
T
ìîæ-

íî ïðåíåáðå÷ü è ðàññìàòðèâàòü ýòè âåëè÷èíû êàê íåçàâèñèìûå. Ýòî

ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ W (z; t):

ïëîòíîñòü â ìîìåíò âðåìåíè t+ T åñòü ñâåðòêà äâóõ ïëîòíîñòåé:

W (z; t+ T ) =

Z
d� p(�;T )W (z � T�? � T�; t):
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Áóäåì èñêàòü ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîå (íå çàâèñÿùåå îò âðåìåíè)

ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè

W (z) / exp(�z): (13.22)

Ïîäñòàâëÿÿ è èñïîëüçóÿ (13.21), ïîëó÷èì

1 =

Z
d� p(�;T )e�T�(�?+�) /

Z
d� e

Ts(�)�T��?�T��: (13.23)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæíî îöåíèòü ïðè áîëüøèõ T , áåðÿ ìàêñèìóì

âûðàæåíèÿ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû:Z
d� e

Ts(�)�T��?�T�� / exp[T (s(��)� ��� � ��?)];

ãäå âåëè÷èíà �� îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà

ds(��)

d�
= �:

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ â (13.23), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ��

s(��)� (�� + �?)
ds(��)

d�
= 0; (13.24)

èç êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïîêàçàòåëü âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

�. ×èòàòåëè, çíàêîìûå ñ òåðìîäèíàìè÷åñêèì ôîðìàëèçìîì, ñðàçó

óçíàþò îáû÷íûå ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà (à îñòàëüíûå

ìîãóò ïðî÷èòàòü îá ýòîì â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõà-

íèêå èëè â êíèãå [Ott 1992], ãäå ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ â õàîòè÷å-

ñêîé äèíàìèêå).

Çàìåòèì, ÷òî ýíòðîïèéíàÿ ôóíêöèÿ s(�) â (13.24) îïèñûâàåò

ôëóêòóàöèè ëîêàëüíîãî ïî âðåìåíè ìóëüòèïëèêàòîðà ñèììåòðè÷íî-

ãî õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà è íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ñâÿçè ". Çàâè-

ñèìîñòü îò " âõîäèò â (13.24) òîëüêî ÷åðåç ïîïåðå÷íûé ëÿïóíîâñêèé

ïîêàçàòåëü �?. Ïîñêîëüêó s(0) = s
0(0) = 0, â êðèòè÷åñêîé òî÷êå, â êî-

òîðîé ïîïåðå÷íûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü �? ìåíÿåò çíàê, ìåíÿåò

çíàê è ïîêàçàòåëü �. Ïðè ìàëûõ �? ïîêàçàòåëü � ëèíåéíî çàâèñèò îò

�?. Êàê âûòåêàåò èç (13.14), çàâèñèìîñòü � îò "� "c òàêæå ëèíåéíà.
Äëÿ âîçìóùåíèÿ w ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå (13.22) èìååò ñòå-

ïåííîé âèä

W (w) / w
��1

: (13.25)

Êàê è ëþáàÿ ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ, ýòî ðàñïðåäåëåíèå íå íîðìèðóåìî.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïîêàçàòåëü � ìåíÿåò çíàê íà ïîðîãå ñèíõðîíè-

çàöèè (13.15). Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå (13.25) ðàñõîäèòñÿ ïðè w ! 0
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â ðåæèìå ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè (êîãäà � < 0), à ïðè ìàëîé ñâÿçè,

êîãäà ñèíõðîííûé ðåæèì íåóñòîé÷èâ è � > 0, ðàñõîäèìîñòü èìååò

ìåñòî ïðè w ! 1. ×òîáû ïîëó÷èòü íîðìèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå,

íóæíî äîáàâèòü ê ëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ (13.16) äîïîëíèòåëüíûå

÷ëåíû.

Äî ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè, " < "c

Ðàñõîäèìîñòü ïðè w !1 ïîÿâèëàñü èç-çà òîãî, ÷òî ìû ïðåíåáðåãëè

ýôôåêòîì íàñûùåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè â ñèñòåìå (13.9), (13.10). ßñíî,

÷òî ðàçíîñòü x�y íå ìîæåò ðàñòè íåîãðàíè÷åííî, ïîñêîëüêó àòòðàê-
òîð ñèñòåìû ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé ðàñïîëîæåí â êîíå÷íîé îáëàñòè

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îïèñàíèÿ íàñûùåíèÿ

íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íåëèíåéíûå ÷ëåíû â îáîèõ óðàâíåíèÿõ (13.9)

è (13.10). Òàêîé òåîðèè ïîêà íå ñóùåñòâóåò. Â êà÷åñòâå óïðîùåííîé

ìîäåëè ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå (13.18), â êîòîðîì ýôôåêò

íàñûùåíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé z = zmax = lnwmax,

îò êîòîðîé ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ¾îòðàæàþòñÿ¿. Ðàñïðåäåëåíèå

(13.25), òàêèì îáðàçîì, îáðåçàåòñÿ ïðè wmax.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáðåçàíèÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (13.25) íîð-

ìèðóåòñÿ:

W (w) =

�
�w

��
maxw

��1 ïðè w � wmax;

0 â îáðàòíîì ñëó÷àå:

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü ìîìåíòû âîçìóùåíèÿ w:

hwqi =
�

q + �
w
q

max:

Íà ïîðîãå ñèíõðîíèçàöèè âñå ìîìåíòû îáðàùàþòñÿ â íîëü, à äëÿ

ìàëûõ îòêëîíåíèé îò ïîðîãà âñå îíè ðàñòóò ëèíåéíî ïî ïàðàìåòðó

"c � " (ïîñêîëüêó � ëèíåéíî çàâèñèò îò ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ

�?). Òàêîå ïîâåäåíèå â êðèòè÷åñêîé òî÷êå äîâîëüíî íåîáû÷íî; îíî

ñâÿçàíî ñî ñòåïåííîé ôîðìîé âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

×èñëåííàÿ ëîâóøêà äëÿ èäåíòè÷íûõ ñèñòåì

Èíòåðåñíûé ýôôåêò ìîæíî íàáëþäàòü ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâà-

íèè ñâÿçàííûõ èäåíòè÷íûõ îòîáðàæåíèé (13.4). Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçà-

öèÿ ìîæåò íàáëþäàòüñÿ äàæå ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, êîãäà

ïîïåðå÷íûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëåí. Ïðè÷èíîé ýòîé
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¾íåóñòîé÷èâîé¿ ñèíõðîíèçàöèè ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííàÿ òî÷íîñòü âû-

÷èñëåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñèì-

ìåòðè÷íûõ ïîäñèñòåì èõ ñîñòîÿíèÿ â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè ñî-

âïàäàþò â êîìïüþòåðíîì ïðåäñòàâëåíèè (ò.å. ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñëåä-

íåé çíà÷àùåé öèôðû), òî ïðè äàëüíåéøåé ýâîëþöèè ýòî ñîâïàäåíèå

ñîõðàíèòñÿ, è áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ. Íàïðèìåð,

íà îáû÷íûõ êîìïüþòåðàõ äâîéíàÿ òî÷íîñòü ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåðíî

ïÿòíàäöàòè äåñÿòè÷íûì ðàçðÿäàì. Åñëè âîçìóùåíèå w îêàæåòñÿ â

ìîìåíò âðåìåíè t0 ìåíüøå, ÷åì 10�15, òî ïðè âñåõ t > t0 âîçìóùåíèå

áóäåò òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ, w � 0, ÷òî âûãëÿäèò êàê ïîë-

íàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ. Â òåðìèíàõ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ëîãàðèôìà

âîçìóùåíèÿ z ýòîò ýôôåêò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íàëè÷èå

ïîãëîùàþùåé ãðàíèöû ïðè zmin = ln(10�15): êàê òîëüêî ñëó÷àéíîå

áëóæäàíèå äîñòèãàåò ýòîé ãðàíèöû, îíî ¾ïðèëèïàåò¿ ê íåé. Âáëèçè

ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè âåðîÿòíîñòü äîñòè÷ü zmin íå ìàëà, è òàêàÿ

¾íåóñòîé÷èâàÿ¿ ñèíõðîíèçàöèÿ ÿêîáû íàáëþäàëàñü àâòîðàìè ðÿäà

ïóáëèêàöèé. Ýòîãî ÷èñëåííîãî àðòåôàêòà ìîæíî èçáåæàòü ââåäåíè-

åì ìàëîé íåèäåíòè÷íîñòè ñèñòåì (íàïðèìåð, ïóòåì ðàññîãëàñîâàíèÿ

ïàðàìåòðîâ). Ïîìîãàåò è äîáàâëåíèå äîïîëíèòåëüíîãî âíåøíåãî øó-

ìà, êîòîðûé, êîíå÷íî, äîëæåí áûòü ðàçíûì äëÿ îáåèõ ïîäñèñòåì.

Âûøå ïîðîãà ñèíõðîíèçàöèè, " > "c

Ðàñõîäèìîñòü ïðè w! 0 è îçíà÷àåò ïîëíóþ ñèíõðîíèçàöèþ (òàê ÷òî

ôàêòè÷åñêè ðàñïðåäåëåíèå ñæèìàåòñÿ â äåëüòà-ôóíêöèþ), ïîýòîìó

â èäåàëüíîì ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå (13.25)

ïðè ñèëüíîé ñâÿçè íå íàáëþäàåòñÿ. Îäíàêî îíî ïîÿâëÿåòñÿ ïðè îò-

êëîíåíèÿõ îò ïîëíîé ñèììåòðèè, âñëåäñòâèå ñëåäóþùèõ ôàêòîðîâ.

(i) Íåèäåíòè÷íîñòü. Åñëè âçàèìîäåéñòâóþùèå ñèñòåìû ñëåãêà

îòëè÷àþòñÿ, òî èäåàëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ íåâîçìîæíà. Â ñëó÷àå

íåìíîãî ðàçëè÷àþùèõñÿ îòîáðàæåíèé ìû ìîæåì âìåñòî (13.4)

çàïèñàòü�
x(t+ 1)

y(t+ 1)

�
=

�
1� " "

" 1� "

� �
f1(x(t))

f2(y(t))

�

=

�
(1� ")f1(x(t)) + "f2(y(t))

"f1(x(t)) + (1� ")f2(y(t))

�
: (13.26)

Òåïåðü â ïåðåìåííûõ (13.6) ïîëó÷àåì

U(t+ 1) = 1
2
[f1(U(t) + V (t)) + f2(U(t)� V (t))]; (13.27)
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V (t+ 1) =
1� 2"

2
[f1(U(t) + V (t))� f2(U(t)� V (t))]: (13.28)

Ñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå V = 0 íå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðåøåíèåì

ýòèõ óðàâíåíèé, íî ïðè ìàëîé ðàññòðîéêå ìîæíî îæèäàòü, ÷òî

V ìàëî. Ïðåíåáðåãàÿ âëèÿíèåì ìàëîãî âîçìóùåíèÿ v íà äèíà-

ìèêó ïåðåìåííîé U , ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (13.28) â âèäå

v(t+ 1) =
(1� 2")

2
[(f 01(U) + f

0
2(U))v + (f1(U)� f2(U))]: (13.29)

Îñíîâíîå îòëè÷èå îò èäåàëüíî ñèììåòðè÷íîé ñèòóàöèè (13.10) �

â ïîñëåäíåì íåîäíîðîäíîì ÷ëåíå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Îí

ïðîïîðöèîíàëåí ðàññòðîéêå, è ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò õàî-

òè÷åñêèé ÷ëåí ìàë, ïîðÿäêà Æ � 1. Òîãäà äèíàìèêó ìîæíî êà÷å-

ñòâåííî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ðàçíîñòü ñîñòîÿíèé

v ïðåâûøàåò Æ, òî íåîäíîðîäíûé ÷ëåí íå âàæåí, è ìû ïîëó÷àåì

ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå, îïèñûâàåìîå óðàâíåíèåì (13.18). Êîãäà

ðàçíîñòü ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà Æ, íåîäíîðîäíûé ÷ëåí äåéñòâóåò

êàê ñëó÷àéíàÿ ñèëà, ïðåïÿòñòâóþùàÿ óìåíüøåíèþ v äî çíà÷å-

íèé, ìåíüøèõ, ÷åì Æ. Äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïåðåìåííîé z

ýòî ñîîòâåòñòâóåò îòðàæàþùåé ãðàíèöå ïðè z � ln Æ. Ïðè òàêîé

ãðàíèöå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ïðîèñõîäÿò â îáëàñòè z > ln Æ

äàæå ïðè îòðèöàòåëüíîì ñðåäíåì ñìåùåíèè �? < 0. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî âûáðîñû v íàáëþäàþòñÿ è â ñèíõðîííîì ðåæèìå ñ îò-

ðèöàòåëüíûì ïîïåðå÷íûì ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ñèíõðîíèçîâàííûé õàîñ îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ÷óâ-

ñòâèòåëüíûì ê âîçìóùåíèÿì: äàæå ìàëàÿ ðàññòðîéêà ïðèâîäèò

ê áîëüøèì (õîòÿ, âîçìîæíî, è ðåäêèì) âñïëåñêàì.

(ii) Øóì.Øóì äåéñòâóåò íà ñâÿçàííûå îòîáðàæåíèÿ òî÷íî òàê æå,

êàê è ðàññòðîéêà: îí ïðèâîäèò ê ìàëûì ïîïåðå÷íûì âîçìóùåíè-

ÿì äàæå òîãäà, êîãäà ïîëíîñòüþ ñèíõðîííûé ðåæèì óñòîé÷èâ.

Ñïðàâåäëèâû òå æå óòâåðæäåíèÿ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,

òîëüêî Æ òåïåðü åñòü èíòåíñèâíîñòü øóìà.

Îáà óêàçàííûõ ôàêòîðà ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðî-

ÿòíîñòåé èìååò íèæíþþ ãðàíèöó wmin, ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóþùóþ

óðîâíþ øóìà è/èëè ðàññòðîéêå. Ñòåïåííîé õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè

áîëüøèõ w îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàáëþäåíèÿ áîëüøèõ îòêëîíå-

íèé îò ïîëíîñòüþ ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ îòíîñèòåëüíî âåëèêà (ïî

ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñ ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì, ïðè êîòîðîì

âåðîÿòíîñòü áîëüøèõ îòêëîíåíèé ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà). Ýòî åùå
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îäíî ïðîÿâëåíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê âîçìóùåíèÿì, êîòîðàÿ âûðà-

æàåòñÿ â áîëüøèõ ñïîðàäè÷åñêèõ âûáðîñàõ. Ìû óâèäèì â ðàçäåëå

13.4, ÷òî ýòà ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñâÿçàíà ñ íåòðèâèàëüíîé òîïîëîãè÷å-

ñêîé ñòðóêòóðîé àòòðàêòîðà è åãî îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèìåð: ñâÿçàííûå îòîáðàæåíèÿ òèïà êîñîé òåíò

Ìû âèäåëè, ÷òî ñòàòèñòèêà ïåðåìåííîé z îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé

ôëóêòóàöèé ëîêàëüíîãî ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ, à ïî-

ñëåäíèé â ñâîþ î÷åðåäü îïèñûâàåòñÿ ýíòðîïèéíîé ôóíêöèåé s(�). Â

êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå òèïà

êîñîé òåíò (13.5). Ïîñêîëüêó èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-

ñòåé äëÿ îòîáðàæåíèÿ òèïà êîñîé òåíò (13.5) ïîñòîÿííî íà èíòåð-

âàëå (0; 1), à ïîñåùåíèÿ îáëàñòåé (0; a) è (a; 1) íå êîððåëèðîâàíû,

ïîëó÷àåì

j ln f 0j =

(
� ln a ñ âåðîÿòíîñòüþ a;

� ln(1� a) ñ âåðîÿòíîñòüþ (1� a):

Ñëåäîâàòåëüíî, ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü åñòü

� = �a ln a� (1� a) ln(1� a): (13.30)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ñ øàãàìè äâóõ

òèïîâ:

� ln a� � ñ âåðîÿòíîñòüþ a;

� ln(1� a)� � ñ âåðîÿòíîñòüþ (1� a):

Äëÿ p(�; T ) ïîëó÷àåì áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷àÿ ÷èñëî

èòåðàöèé ñ U < a ÷åðåç n è ïîëàãàÿ h = n=T , ïîëó÷èì èç áèíîìè-

àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

p(n; T ) =
T !

n!(T � n)!
a
n(1� a)T�n

è èç ñîîòíîøåíèÿ

� =
n

T
(� ln a) +

T � n

T
(� ln(1� a))� �;

ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Ñòèðëèíãà, ýíòðîïèéíóþ ôóíêöèþ s(�)

â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè:

s(h) = h ln
a

h
+ (1� h) ln

1� a

1� h
;
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�(h) = �h ln a� (1� h) ln(1� a)� �:

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýíòðîïèéíàÿ ôóíêöèÿ (ðèñ. 13.4a) èìååò åäèí-

ñòâåííûé ìàêñèìóì â íóëå.

Èñïîëüçóÿ îñíîâíóþ ôîðìóëó (13.24), ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîêàçà-

òåëü � è ïîïåðå÷íûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà �? â ïàðàìåòðè÷åñêîì

âèäå êàê ôóíêöèè h:

� =
ds

d�
=
ds=dh

d�=dh
= ln

�
1� h

h

�
=ln

�
1� a

a

�
� 1;

�? = ��(h) + s(h)=�:

Çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ � îò ïîïåðå÷íîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ

ïîêàçàíà íà ðèñ. 13.4b. Ïðåæäå ÷åì îáñóæäàòü ýòó ôóíêöèþ, ìû

ïîäòâåðäèì ñïðàâåäëèâîñòü ñòåïåííîãî çàêîíà (13.22) âû÷èñëåíèÿ-

ìè, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 13.5.

Èç ðèñ. 13.4 âèäíî, ÷òî íåòðèâèàëüíûé ñòåïåííîé çàêîí ñïðàâåä-

ëèâ òîëüêî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïåðåõîäà ê

ñèíõðîíèçàöèè. Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîñòü îáëàñòè îïðå-

äåëåíèÿ ýíòðîïèéíàÿ ôóíêöèè s(�)

� ln a� � � � � ln(1� a)� �: (13.31)

Ýòà êîíå÷íîñòü åñòü îáùåå ñâîéñòâî äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îíà èñ÷å-

çàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ s. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïàðàáîëè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïðèâîäèò ê ãàóññîâñêî-

ìó ðàñïðåäåëåíèþ ëîêàëüíûõ ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòå-

ëåé. Õâîñòû ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòèðàþòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè,

0–ln(1 – a) – λ –ln(a) – λ
Λ

0

ln(1 – a)

ln(a)

s(
Λ

)

ln(1 – a) +λln(a) + λ 0
λ⊥

–20

–10

0

10

20

κ

(a) (b)

Ðèñ. 13.4. Ýíòðîïèéíàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ôëóêòóàöèè ëîêàëü-
íûõ ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé, (a) è ïîêàçàòåëü � (b) êàê

ôóíêöèÿ ïîïåðå÷íîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ òèïà

êîñîé òåíò. Îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî (13.14), �? = ln j1 � 2"j+ �.
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÷òî ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî áîëüøèì ëîêàëüíûì íåóñòîé÷èâîñòÿì

(ëèáî áåñêîíå÷íî ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè). Îäíàêî ëèíåéíûé àíàëèç

âîçìóùåíèé âáëèçè òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðèâîäèò ê

óðàâíåíèÿì ñ îãðàíè÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàê ÷òî â ðåàëüíûõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ëîêàëüíûå ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêèå ïîêàçà-

òåëè íå ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè.

Ââèäó îãðàíè÷åííîñòè ëîêàëüíûõ ïî âðåìåíè ëÿïóíîâñêèõ ïîêà-

çàòåëåé, ïîêàçàòåëü � êàê ôóíêöèÿ îò �? îïðåäåëåí òîëüêî íà èí-

òåðâàëå (13.31). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìèíèìóì è ìàêñèìóì ëîêàëüíîãî

ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ � ñîîòâåòñòâóþò ìèíèìàëüíîìó è ìàêñè-

ìàëüíîìó ëîêàëüíîìó ìóëüòèïëèêàòîðó îòîáðàæåíèÿ òèïà òåíò, ò.å.

çíà÷åíèÿì � ln(1 � a) è � lna. Â îáëàñòè (13.31) ïîïåðå÷íàÿ äèíà-

ìèêà íåòðèâèàëüíà â òîì ñìûñëå, ÷òî åñòü ïîïåðå÷íî óñòîé÷èâûå è

ïîïåðå÷íî íåóñòîé÷èâûå òðàåêòîðèè. Âíå ýòîãî èíòåðâàëà ëèáî âñå

òðàåêòîðèè íåóñòîé÷èâû, ëèáî âñå óñòîé÷èâû, è ñòåïåííûå õâîñòû

–40 –30 –20 –10 0
z

10
0

10
2

10
4

10
6

W
(z

)

zmin zmax

Ðèñ. 13.5. Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû z (ýòîìó ñî-

îòâåòñòâóåò ñòåïåííîå ðàñïðåäåëåíèå w) äëÿ ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé

òèïà êîñîé òåíò äëÿ òðåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñâÿçè: ïðè êðèòè÷åñêîì

çíà÷åíèè " = "c (êâàäðàòû �); ïðè äîêðèòè÷åñêîì " = "c�0:025 (êðóãè

Æ); ïðè çàêðèòè÷åñêîé ñâÿçè " = "c+0:025 (ðîìáû �). Â ñèñòåìó áûëà

äîïîëíèòåëüíî ââåäåíà ðàññòðîéêà a � 10�10, îáåñïå÷èâàþùàÿ îãðà-

íè÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà íèæíåì ïðåäåëå zmin. Â îáëàñòè

zmin < z < zmax ðàñïðåäåëåíèÿ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò

ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (13.22).
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ðàñïðåäåëåíèÿ íå ñóùåñòâóþò (â òåðìèíàõ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ:

âñå øàãè íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó). Ìû îáñóäèì ýòó ñèòóàöèþ ñ

äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ â ðàçäåëå 13.4.

13.3.4 Ìîäóëÿöèîííàÿ ïåðåìåæàåìîñòü:
êîððåëÿöèîííûå ñâîéñòâà

Âáëèçè ïîðîãà ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè äèíàìèêà ðàçíîñòè ìåæäó ñî-

ñòîÿíèÿìè ïîäñèñòåì äåìîíñòðèðóåò ïåðåìåæàåìîñòü: âñïëåñêè ðàç-

äåëåíû äëèííûìè ïåðèîäàìè ìîë÷àíèÿ (ðèñ. 13.3). Êà÷åñòâåííîå

îïèñàíèå ýòîé ìîäóëÿöèîííîé ïåðåìåæàåìîñòè áûëî äàíî âûøå: ëî-

ãàðèôì âîçìóùåíèÿ âåäåò ñåáÿ êàê ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ, íàèáîëü-

øèå îòêëîíåíèÿ êîòîðûõ âèäíû êàê îòíîñèòåëüíî îñòðûå ïèêè.

Àíàëîãèþ ñî ñëó÷àéíûìè áëóæäàíèÿìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü è

äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ñâîéñòâ âðåìåííîé êîððåëÿöèè ìîäó-

ëÿöèîííîé ïåðåìåæàåìîñòè. Äëÿ ýòîãî óäîáíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî

äèñêðåòíûõ ïî âðåìåíè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé ïåðåìåííîé z äèô-

ôóçèîííûé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ

ñìåùåíèÿ �? è êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè D. Îòìåòèì, ÷òî ñðåäíÿÿ

ñêîðîñòü çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ñâÿçè, â òî âðåìÿ êàê êîýôôèöèåíò

äèôôóçèè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðàìè îäèíî÷íîãî îòîáðà-

æåíèÿ. Äèôôóçèîííûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-

Ïëàíêà (ñì. [Ôåëëåð 1984]):

@W (z; t)

@t
= ��?

@W (z; t)

@z
+
D

2

@
2
W (z; t)

@z2
: (13.32)

Ýòî óðàâíåíèå íóæíî äîïîëíèòü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Êàê îá-

ñóæäàëîñü âûøå, è íåëèíåéíîå íàñûùåíèå, è ìàëûé øóì èëè ðàñ-

ñòðîéêà ïðèâîäÿò ê îòðàæàþùèì ãðàíèöàì ñîîòâåòñòâåííî ïðè zmax

è zmin.

Îïðåäåëèì òåïåðü ñòàòèñòèêó âðåìåíí�ûõ èíòåðâàëîâ ìåæäó äâó-

ìÿ âñïëåñêàìè ìîäóëÿöèîííîé ïåðåìåæàåìîñòè ïîä ïîðîãîì ñèíõðî-

íèçàöèè, " < "c. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ó÷åñòü òîëüêî îòðàæà-

þùóþ ãðàíèöó ïðè zmax. Âñïëåñê íàáëþäàåòñÿ, åñëè ïåðåìåííàÿ z

áëèçêà ê zmax. ×òîáû îöåíèòü âðåìÿ äî ñëåäóþùåãî âñïëåñêà, âîçü-

ìåì íåêîòîðîå çíà÷åíèå z0 < zmax è íàéäåì ñðåäíåå âðåìÿ, çà êîòîðîå

ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå äîñòèãíåò zmax. Íà ÿçûêå òåîðèè ñëó÷àéíûõ

ïðîöåññîâ ýòî çàäà÷à î ïåðâîì äîñòèæåíèè ãðàíèöû. Äëÿ äèôôóçè-

îííûõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà (13.32),

ðàñïðåäåëåíèå âðåìåí äîñòèæåíèÿ ãðàíèöû õîðîøî èçó÷åíî (ñì.,



13.3 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè Æ

��
��
��
��
��
k401

íàïðèìåð, [Ôåëëåð 1984]). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå

èíòåðâàëîâ ìåæäó âñïëåñêàìè

W (�) =
jzmax � z0jp

2�D�3
exp

�
�
(zmax � z0 � �?�)

2

2D�

�
: (13.33)

Âáëèçè ïîðîãà, êîãäà èíòåðâàëû ìåæäó âñïëåñêàìè âåëèêè, ìîæíî

çàïèñàòü äëÿ áîëüøèõ �

W (�) / �
�3=2 exp

�
�
�
2
?

2D
�

�
:

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå èìååò âèä ñòåïåííîãî çàêîíà, îáðåçàííîãî íà

âåðõíåé ãðàíèöå �� � D�
�2
?
. Èíòåðâàëû ìåæäó âñïëåñêàìè ìîãóò

áûòü î÷åíü áîëüøèìè, ñðåäíÿÿ ïðîäîæèòåëüíîñòü ¾ëàìèíàðíûõ¿

ôàç4

h�i =
zmax � z0

�?

ðàñõîäèòñÿ íà ïîðîãå �? = 0.

Ïðåäïîëàãàÿ ñòàòèñòè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü èíòåðâàëîâ ìåæäó

âñïëåñêàìè è èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ èíòåðâàëîâ,

ìîæíî íàéòè ñïåêòð ìîùíîñòè ïðîöåññà S(�). Îáîçíà÷èâ ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå îò ïëîòíîñòè (13.33) ÷åðåç �(�), ïîëó÷èì, ñîãëàñíî

îáùåé òåîðèè [Ðûòîâ 1988],

S(�) / Re
�(�)

1� �(�)
:

Ê ñ÷àñòüþ, âîçíèêàþùèå èíòåãðàëû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû àíàëè-

òè÷åñêè è â ïðåäåëå zmax � z0 ! 0 ïîëó÷àåòñÿ ñòåïåííîé ñïåêòð

ìîäóëÿöèîííîé ïåðåìåæàåìîñòè:

S(�) / �
�1=2 ïðè D � � � D�

�2
?
:

Â çàâåðøåíèå îáñóæäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäóëÿöèîííîé

ïåðåìåæàåìîñòè îòìåòèì, ÷òî âñå ðàññìîòðåíèå ïîëíîñòüþ ïðèìåíè-

ìî è ê ñèñòåìàì, ìîäóëÿöèîííî âîçáóæäàåìûì ìóëüòèïëèêàòèâíûì

øóìîì. Îáû÷íî ïîäîáíûå ñèñòåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ â íåïðåðûâíîì

âðåìåíè, ïðè ýòîì ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ê ìàêðîñêîïè-

÷åñêèì êîëåáàíèÿì íàçûâàþò íåðàâíîâåñíûì ôàçîâûì ïåðåõîäîì,

èíäóöèðîâàííûì øóìîì (ñì. [Õîðñòõåìêå è Ëåôåâð 1989] è ñîäåð-

æàùèåñÿ òàì ññûëêè).

4 Ìîæíî íàéòè è äðóãèå ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ (13.33), ñì. [Fujisaka et al.

1997].
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13.4 Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè:
ãåîìåòðè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îáñóäèì ïåðåõîä ê ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ñ

ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïóòåì îïèñàíèÿ îáúåêòîâ â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå è èõ áèôóðêàöèé. Ïåðåõîä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 13.2,

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåõîä îò ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íîãî àò-

òðàêòîðà, ëåæàùåãî íà äèàãîíàëè x = y, ê íåñèììåòðè÷íîìó, ëåæà-

ùåìó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè (ïîä àñèììåòðèåé ìû ïî-

íèìàåì x(t) 6= y(t); ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ïëîñêîñòè (x; y)

ìîæåò îñòàâàòüñÿ ñèììåòðè÷íûì, êàê íà ðèñ. 13.2). Ýòîò ïåðåõîä

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê áèôóðêàöèþ ñòðàííîãî àòòðàêòîðà.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ýòîãî ïåðåõîäà ñ áèôóðêà-

öèÿìè îòäåëüíûõ òðàåêòîðèé. Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íåóñòîé÷èâûå

ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ïîñêîëüêó îíè îáðàçóþò ñêåëåò õàîòè÷å-

ñêîãî ìíîæåñòâà. Îíè ïëîòíû íà õàîòè÷åñêîì àòòðàêòîðå è ìíî-

ãèå õàðàêòåðèçóþùèå õàîñ âåëè÷èíû (íàïðèìåð, èíâàðèàíòíàÿ ìåðà,

ìàêñèìàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷å-

ðåç ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè.5 Ïðåèìóùåñòâîì òàêîãî ïðåäñòàâëå-

íèÿ ñëóæèò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû îáû÷íîé òåîðèè

áèôóðêàöèé (ñì., íàïðèìåð, [Éîññ è Äæîçåô 1983; Guckenheimer and

Holmes 1986; Hale and Ko�cak 1991]), ïîñêîëüêó îíè íåïîñðåäñòâåííî

ïðèìåíèìû ê ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì.

13.4.1 Ïîïåðå÷íûå áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé

Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ìû âûáåðåì ïîëíîñòüþ ñèíõðîííîå

ñîñòîÿíèå (ò.å. " � 1=2) è áóäåì èññëåäîâàòü íàðóøåíèå ñèììåòðèè,

ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ ïàðàìåòð ñâÿçè ". Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà

ïðîñòåéøóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ � ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ.

Íåïîäâèæíîé òî÷êå x� îòîáðàæåíèÿ x ! f(x) ñîîòâåòñòâóåò ñèí-

õðîííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ x(t) = y(t) = x
�, ñóùåñòâóþùåå ïðè

âñåõ ". Óñòîé÷èâîñòü ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî

ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèé (13.9) è (13.10), îòêóäà ñëåäóþò äâà ìóëü-

òèïëèêàòîðà:

�
u
= f

0(x�); �
v
= (1� 2")f 0(x�); (13.34)

5 Îïèñàíèå õàîñà â òåðìèíàõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äàíî â ðàáîòàõ [Artuso

et al. 1990a,b; Ott 1992].
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ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ñîáñòâåííûì ìîäàì u è v. Ïîñêîëüêó íåïî-

äâèæíàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò õàîòè÷åñêîìó îòîáðàæåíèþ f , ìóëü-

òèïëèêàòîð �
u
ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû, òàê ÷òî íàïðàâëåíèå

u âñåãäà íåóñòîé÷èâî. Ïîïåðå÷íîå íàïðàâëåíèå v óñòîé÷èâî, åñëè

j(1 � 2")f 0(x�)j < 1, è íåóñòîé÷èâî, åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çíà÷åíèè "c(x
�), îïðåäåëÿåìîì èç óñëîâèÿ

"c(x
�) =

1� jf 0(x�)j�1

2
; (13.35)

ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ. Òèï áèôóðêàöèè çàâèñèò îò çíàêà ìóëüòè-

ïëèêàòîðà ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà: ïðè �
v
= 1 ïðî-

èñõîäèò áèôóðêàöèÿ âèëêè, à ïðè �
v
= �1 � áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ

ïåðèîäà. Åñëè ýòè áèôóðêàöèè ìÿãêèå (÷òî îïðåäåëÿåòñÿ íåëèíåéíû-

ìè ÷ëåíàìè îòîáðàæåíèÿ), òî ïîÿâëÿþòñÿ ëèáî äâà ñèììåòðè÷íûõ

ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñëó÷àå áèôóðêàöèè âèëêè, ëèáî òðàåêòîðèÿ

ïåðèîäà äâà. Ýòè ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû ïî íàïðàâëåíèþ V , íî îò

ñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ îíè íàñëåäóþò íåóñòîé÷èâîñòü ïî íàïðà-

âëåíèþ U . Áèôóðêàöèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíà

íà ðèñ. 13.6.

Îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ âåðíà äëÿ âñåõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê è ïåðè-

îäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé îòîáðàæåíèÿ f(x), òàê ÷òî îò ñèììåòðè÷íîé

òðàåêòîðèè ïåðèîäà T , xp(t) = y
p(t), îòâåòâëÿåòñÿ ëèáî ïàðà ñèììå-

òðè÷íûõ äðóã äðóãó òðàåêòîðèé òîãî æå ïåðèîäà â ðåçóëüòàòå áè-

ôóðêàöèè âèëêè, ëèáî òðàåêòîðèÿ óäâîåííîãî ïåðèîäà â ðåçóëüòàòå

áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

V

(b)(a)

UV U

Ðèñ. 13.6. Òàê âûãëÿäèò ìÿãêàÿ ïîïåðå÷íàÿ áèôóðêàöèÿ íåóñòîé-

÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè. (a) Ïðè " > "c(x
�) íåïîäâèæíàÿ òî÷êà

íåóñòîé÷èâà â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè, íî óñòîé÷èâà â ïîïåðå÷íîì.

(b) Ïðè " < "c(x
�) â ðåçóëüòàòå ïîïåðå÷íîé íåóñòîé÷èâîñòè ðîæäàåòñÿ

öèêë ïåðèîäà äâà èëè ïàðà íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
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×òîáû íàéòè òî÷êó áèôóðêàöèè, äîñòàòî÷íî îáîáùèòü ôîðìóëó

(13.34): ìóëüòèïëèêàòîð òðàåêòîðèè ïåðèîäà T åñòü ïðîèçâåäåíèå

ëîêàëüíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ

�
v
= (1� 2")T

TY
t=1

f
0(xp(t)):

Ïîýòîìó, àíàëîãè÷íî (13.35),

"c(x
p) =

1�
hQ

T

t=1 jf 0(xp)j
i�1=T

2
: (13.36)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå àíàëîãè÷íî ñòàòèñòè÷å-

ñêîìó êðèòåðèþ íàñòóïëåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè (13.15): âìåñòî ñðåäíå-

ãî ïî âñåìó õàîòè÷åñêîìó àòòðàêòîðó ìóëüòèïëèêàòîðà e� ìû èìååì

â (13.36) ìóëüòèïëèêàòîð, óñðåäíåííûé ïî äàííîé ïåðèîäè÷åñêîé

òðàåêòîðèè.

13.4.2 Ñëàáàÿ è ñèëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ

Èç ñðàâíåíèÿ (13.36) è (13.15) ñëåäóåò î÷åíü âàæíîå ñâîéñòâî: áèôóð-

êàöèîííûå òî÷êè (13.36) â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàþò ñ êðèòè÷åñêîé

òî÷êîé (13.15). Â òèïè÷íîé ñèòóàöèè ìóëüòèïëèêàòîðû ðàçëè÷íûõ

ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò íå ñîâïàäàþò, ïîýòîìó èõ áèôóðêàöèè, ñâÿçàí-

íûå ñ ïîïåðå÷íîé íåóñòîé÷èâîñòüþ, çàíèìàþò öåëûé èíòåðâàë çíà-

÷åíèé ïàðàìåòðà ("c;min; "c;max). Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò áèôóð-

êàöèè îäíîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè

äëÿ âñåãî õàîòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà çàíèìàåò èíòåðâàë ïî ïàðàìåòðó.

Ñíà÷àëà ìû îïèøåì ýòîò ïåðåõîä äëÿ ñëó÷àÿ ìÿãêîé áèôóðêàöèè.

Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ðåæèìû (ñì. ðèñ. 13.7).

Ñèëüíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, " > "c;max

Âñå ñèììåòðè÷íûå òðàåêòîðèè ïîïåðå÷íî óñòîé÷èâû. Ïðè ýòîì âñå

òî÷êè èç îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ñèíõðîííîìó àò-

òðàêòîðó x = y è îñòàþòñÿ â íåì.

Ñëàáàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, "c < " < "c;max

Íåêîòîðûå6 èç ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ïîïåðå÷íî íåóñòîé÷èâû,

íî ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî â ñðåäíåì. Òåïåðü ïî÷òè âñå (â

6 Íà ñàìîì äåëå � áåñêîíå÷íî ìíîãî.
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ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) òî÷êè èç îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè ïðèòÿãèâà-

þòñÿ ê íåé, íî åñòü è èñêëþ÷èòåëüíûå íà÷àëüíûå òî÷êè, êîòîðûå

ïîêèäàþò ýòó îêðåñòíîñòü.

Ñëàáî àñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå, "c;min < " < "c

Ñèíõðîííûé ðåæèì â ñðåäíåì íåóñòîé÷èâ, íåêîòîðûå ñèíõðîííûå

ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè âñå åùå óñòîé÷èâû â ïîïåðå÷íîì íàïðà-

âëåíèè.

Ñèëüíî àñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå, " < "c;min

Âñå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïîïåðå÷íî íåóñòîé÷èâû.

c εεc,maxεc,min

ÓÌÁÂÏ ÁÓÉÎÈÒ.ÓÉÌØÎÏ ÁÓÉÎÈÒ.

ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÓÏÓÔÏÑÎÉÅ

ÓÌÁÂÁÑ 

ÓÉÎÈÒÏÎÉÚÁÃÉÑ ÓÉÎÈÒÏÎÉÚÁÃÉÑ

ÓÉÌØÎÁÑ

ε

Ðèñ. 13.7. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçà-

öèè. Ïåðåõîä ¾ðàçìàçàí¿ ïî èíòåðâàëó ("c;min; "c;max). Íà íèæíåì ðè-

ñóíêå æèðíîé ñòðåëêîé ïîêàçàíà äèíàìèêà áîëüøèíñòâà òðàåêòîðèé

âáëèçè ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ (ïðèòÿæåíèå ïðè " > "c è îòòàëêè-

âàíèå ïðè " < "c). Òîíêîé ñòðåëêîé ïîêàçàíà íåòèïè÷íàÿ äèíàìèêà.

Ïðè " < "c;min âñå ñèììåòðè÷íûå òðàåêòîðèè ïîïåðå÷íî íåóñòîé÷èâû,

ýòî ñèëüíî àñèíõðîííûé ðåæèì. Ïðè "c;min < " < "c áîëüøèíñòâî

ñèììåòðè÷íûõ òðàåêòîðèé ïîïåðå÷íî íåóñòîé÷èâî (ñëàáî àñèíõðîííîå

ñîñòîÿíèå). Ïðè "c < " < "c;max ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè íà ñèììåòðè÷íîì

àòòðàêòîðå ÿâëÿþòñÿ ïîïåðå÷íî ïðèòÿãèâàþùèìè, õîòÿ íåêîòîðûå ïî-

ïåðå÷íî íåóñòîé÷èâû (ñëàáàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ). Ïðè " > "c;max âñå òðà-

åêòîðèè íà ñèììåòðè÷íîì àòòðàêòîðå ïîïåðå÷íî óñòîé÷èâû (ñèëüíàÿ

ñèíõðîíèçàöèÿ). Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, èñïûòûâàþùàÿ áèôóðêàöèþ ïðè

" = "max, îòìå÷åíà êðóæêîì Æ (ñð. ñ ðèñ. 13.6).
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Îïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò

íåïîñðåäñòâåííî ñîîòâåòñòâóþò ñòàòèñòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ðàçäå-

ëà 13.3: íàèáîëüøèé (íàèìåíüøèé) ìóëüòèïëèêàòîð ñîîòâåòñòâóåò

íàèáîëüøåìó (ñîîòâåòñòâåííî, íàèìåíüøåìó) ëîêàëüíîìó ïî âðåìå-

íè ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ. Îáëàñòü, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ñòåïåí-

íîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìàì ñëàáîé ñèíõðîíèçàöèè è

ñëàáîé äåñèíõðîíèçàöèè.

Íàèáîëåå íåòðèâèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðåæèì ñëàáîé ñèíõðîíèçàöèè,

â êîòîðîì ñèíõðîííîå ñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå óñòîé÷èâî â ñðåä-

íåì, íî â òî æå âðåìÿ íåêîòîðûå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ïîïåðå÷íî

íåóñòîé÷èâû. Îòìåòèì, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîé ïîïå-

ðå÷íî íåóñòîé÷èâîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû ñëåäóåò, ÷òî ïîïåðå÷íî

íåóñòîé÷èâûå òðàåêòîðèè ìîãóò áûòü íàéäåíû âåçäå: äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ êàæäîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè ñóùåñòâóåò ïëîòíîå ìíîæå-

ñòâî òî÷åê, ñî âðåìåíåì ïðèáëèæàþùèõñÿ ê íåé, è òðàåêòîðèè, íà÷è-

íàþùèåñÿ â ýòèõ òî÷êàõ, â êîíöå êîíöîâ ïðèõîäÿò ê íåóñòîé÷èâîé ïå-

ðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè è ñàìè ñòàíîâÿòñÿ ïîïåðå÷íî íåóñòîé÷èâû-

ìè. Ïîëó÷àåòñÿ ïàðàäîêñàëüíàÿ ñèòóàöèÿ: â àòòðàêòîðå åñòü ïëîòíîå

ìíîæåñòâî íåïðèòÿãèâàþùèõ òðàåêòîðèé. Ìû ñòàëêèâàåìñÿ çäåñü ñ

ñèòóàöèåé, êîãäà òîíêèå ðàçëè÷èÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè

àòòðàêòîðà ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè. Ïîýòîìó íàïîìíèì äâà ðàñ-

ïðîñòðàíåííûõ îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Òîïîëîãè÷åñêîå îïðåäåëåíèå
Àòòðàêòîð îïðåäåëÿåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [Êàòîê è Õàññåëüáëàò 1999])

êàê êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî A, èìåþùåå îêðåñòíîñòü U , òàêóþ, ÷òîT
n>0 f

n(U) = A è fk(U) 2 U ïðè íåêîòîðîì k > 0. Ýòî îïðåäåëåíèå

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü, âñå òî÷êè êîòîðîé

ïðèòÿãèâàþòñÿ ê A.

Âåðîÿòíîñòíîå îïðåäåëåíèå ïî Ìèëíîðó
Ìèëíîð [Milnor 1985] îïðåäåëÿåò àòòðàêòîð êàê çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî, îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ �(A) êîòîðîãî èìååò ñòðîãî ïîëîæè-

òåëüíóþ ìåðó; ïðè ýòîì íå ñóùåñòâóåò ñòðîãî ìåíüøåãî ìíîæåñòâà

A0 2 A, ÷üÿ îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ñîâïàäàëà áû ñ �(A) ñ òî÷íîñòüþ
äî ìíîæåñòâà, èìåþùåãî íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà.

Ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ îïðåäåëåíèÿìè î÷åâèäíî: â îïðå-

äåëåíèè Ìèëíîðà äîïóñêàåòñÿ, ÷òîáû íåêîòîðûå áëèçêèå òî÷êè îò-

õîäèëè îò àòòðàêòîðà, â òî âðåìÿ êàê â òîïîëîãè÷åñêîì îïðåäåëå-

íèè ýòî èñêëþ÷àåòñÿ. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî â ñèëüíî
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ñèíõðîííîì ñîñòîÿíèè ïðè áîëüøèõ ïàðàìåòðàõ ñâÿçè àòòðàêòîð

òîïîëîãè÷åñêèé, à â ñëàáî àñèíõðîííîì ðåæèìå � ìèëíîðîâñêèé.

Òîïîëîãè÷åñêèé àòòðàêòîð ïðè "c < " < "c;max áîëüøå ìèëíîðîâ-

ñêîãî � îí âêëþ÷àåò òðàåêòîðèè, èñïûòûâàþùèå áèôóðêàöèþ îò ïî-

ïåðå÷íî íåóñòîé÷èâûõ îðáèò, è èõ íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ. Êàê

áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 13.3, ïðè ñëàáîé ñèíõðîíèçàöèè ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ñòåïåííîé õâîñò, åñëè èç-çà ìàëîé ðàññòðîéêè

èëè øóìà ñòðîãî ñèììåòðè÷íûé ðåæèì íåâîçìîæåí. Ãåîìåòðè÷åñêè

ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò ðàçäóâàíèå ìèëíîðîâñêîãî àòòðàêòîðà â òîïî-

ëîãè÷åñêèé âñëåäñòâèå øóìà è/èëè ðàññòðîéêè.

13.4.3 Ëîêàëüíûé è ãëîáàëüíûé ðèäëèíã

Âûøå ìû îáñóæäàëè ñëó÷àé ìÿãêîé ïîïåðå÷íîé íåóñòîé÷èâîñòè

ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà, êàê ïîêàçàíî íà

ðèñ. 13.6. Â ýòîì ñëó÷àå íîâûå ïîïåðå÷íî óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå

òî÷êè ïîÿâëÿþòñÿ â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè x = y. Ñîîòâåòñòâåííî,

òîïîëîãè÷åñêèé àòòðàêòîð, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ¾îãè-

áàþùóþ¿ ýòèõ ïîÿâèâøèõñÿ àñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê,

ìÿãêî âûðàñòàåò èç äèàãîíàëè. Ìèëíîðîâñêèé àòòðàêòîð íà äèàãî-

íàëè x = y ïðèòÿãèâàåò ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ñîñåäíèõ òî÷åê,

íî åñòü èñêëþ÷èòåëüíûå âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå ðàñòóò â ïîïåðå÷íîì

íàïðàâëåíèè. Ýòè ðàñòóùèå âîçìóùåíèÿ, îäíàêî, íå ìîãóò îòîéòè

äàëåêî îò ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ (îñîáåííî, åñëè ñâÿçü áëèçêà ê êðè-

òè÷åñêîé, ïðè êîòîðîé âîçíèêàåò ïåðâàÿ ïîïåðå÷íàÿ íåóñòîé÷èâîñòü

" . "c;max), ïîñêîëüêó ðîñò îãðàíè÷åí íåóñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçè-

ÿìè ðîäèâøèõñÿ àñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Ôàêòè÷åñêè

ïî÷òè âñå âîçðàñòàþùèå âîçìóùåíèÿ âîçâðàùàþòñÿ ê ñèììåòðè÷íî-

ìó ñîñòîÿíèþ (êðîìå òåõ, ÷òî ëåæàò íà óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

àñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò). Ýòà ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ëî-

êàëüíûé ðèäëèíã.7 Îíà ñóùåñòâóåò âáëèçè ñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ

ïðè "c < " < "c;max è ïðîÿâëÿåòñÿ íà ïîðîãå " = "c.

Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ïîïåðå÷íàÿ áèôóð-

êàöèÿ ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû íà ñèììåòðè÷íîì àòòðàêòîðå (íàïðè-

ìåð, òèïà âèëêè) � æåñòêàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè " = "c;max ïàðà

ñèììåòðè÷íûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê (ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò) ¾âëèïà-

åò¿ â ñèììåòðè÷íóþ òî÷êó (ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó), òàê ÷òî ïîñëåä-

íÿÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Â îòëè÷èå îò ëîêàëüíîãî ðèäëèíãà,

ïîïåðå÷íûå âîçìóùåíèÿ òåïåðü íå îñòàþòñÿ â îêðåñòíîñòè ñèììå-

òðè÷íîé îðáèòû, à îòõîäÿò äàëåêî îò äèàãîíàëè (èëè äàæå óõîäÿò íà

7 Îò àíãëèéñêîãî riddle � ðåøåòî, ñèòî.
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áåñêîíå÷íîñòü). Òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò è ïðè æåñòêîé áèôóðêàöèè

óäâîåíèÿ ïåðèîäà, îáà ýòèõ ñëó÷àÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 13.8.

Ðåæèì ñëàáîé ñèíõðîíèçàöèè ïðè ãëîáàëüíîì ðèäëèíãå åùå áîëåå

÷óâñòâèòåëåí, ïîñêîëüêó â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè åñòü òî÷êè, ïîêè-

äàþùèå åå è óõîäÿùèå ê êàêîìó-íèáóäü óäàëåííîìó àòòðàêòîðó. Áî-

ëåå òîãî, ýòè òî÷êè ïëîòíû â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè (çäåñü ðàáîòàåò

òîò æå ñàìûé àðãóìåíò, ÷òî è â ñëó÷àå ëîêàëüíîãî ðèäëèíãà), õîòÿ èõ

ìåðà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ïðèáëèæåíèè ê äèàãîíàëè x = y. Òàêàÿ

ñòðóêòóðà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ àòòðàêòîðà íàçûâåòñÿ ãëîáàëüíûì

ðèäëèíãîì; äëÿ íåå õàðàêòåðíà îñîáåííàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê øóìó.

Äåéñòâèòåëüíî, øóì âûáèâàåò òðàåêòîðèþ ñ äèàãîíàëè, è ïîýòîìó

åñòü êîíå÷íàÿ âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ óäàëåííî-

ãî àòòðàêòîðà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîýòîìó ñèíõðîíèçàöèÿ

âîçìîæíà òîëüêî êàê âðåìåííûé, ïåðåõîäíûé ðåæèì � â êîíöå êîí-

öîâ âñå òðàåêòîðèè ïîêèäàþò îêðåñòíîñòü ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ñóììèðóÿ ñâîéñòâà ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè, ïîä÷åðêíåì, ÷òî

ìû èìååì çäåñü äåëî ñ áèôóðêàöèåé õàîñ�õàîñ, êîòîðàÿ ðàçìàçàíà

ïî ïàðàìåòðó. Â ñàìîì äåëå, âñÿ îáëàñòü ïàðàìåòðà ("c;min; "c;max)

äåìîíñòðèðóåò íåòðèâèàëüíóþ äèíàìèêó, êîòîðóþ ìîæíî îïèñûâàòü

êàê òîïîëîãè÷åñêè, òàê è ñòàòèñòè÷åñêè. Ýòà ñèòóàöèÿ òèïè÷íà äëÿ

õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ôëóêòóèðóþùèìè ëîêàëüíûìè ïî âðåìåíè ïî-

êàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà. Íåîáû÷íûå ñâîéñòâà ïåðåõîäà ïðîÿâëÿþòñÿ è

â áîëåå ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ, îáñóæäåíèþ êîòîðûõ ïîñâÿùåíà ñëåäó-

þùàÿ ãëàâà.

V

(a) (b)

UV U

Ðèñ. 13.8. Æåñòêàÿ ïîïåðå÷íàÿ áèôóðêàöèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè. (a)

Ïðè " > "c;max òî÷êà óñòîé÷èâà. Ñåðûì ïîêàçàíû òî÷êè, óõîäÿùèå ê

äàëåêîìó àòòðàêòîðó. (b) Ïðè æåñòêîé áèôóðêàöèè " = "c;max, îáëàñòü

ïðèòÿæåíèÿ äàëåêîãî àòòðàêòîðà êàñàåòñÿ äèàãîíàëè. Ó çàòåíåííîé

îáëàñòè åñòü ïðîîáðàçû (íå ïîêàçàííûå íà ðèñóíêå), êîòîðûå ïëîòíû

â îêðåñòíîñòè äèàãîíàëè.
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13.5 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Ìû îïèñûâàëè ïîëíóþ ñèíõðîíèçàöèþ, ñëåäóÿ ðàííèì ðàáîòàì

[Fujisaka and Yamada 1983; Yamada and Fujisaka 1983; Pikovsky

1984a]. Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà íà ïîðîãå ñèíõðîíèçàöèè îáñóæäà-

ëèñü â ðàáîòàõ [Pikovsky 1984a; Yamada and Fujisaka 1986; Fujisaka

et al. 1986; Fujisaka and Yamada 1987; Yamada and Fujisaka 1987;

Pikovsky and Grassberger 1991]. Ìîäóëÿöèîííàÿ ïåðåìåæàåìîñòü ðàñ-

ñìàòðèâàëàñü òàêæå â [Hammer et al. 1994; Heagy et al. 1994c; Platt

et al. 1994; Venkataramani et al. 1995; Xie et al. 1995; Yu et al. 1995;
�Cenys et al. 1996; Lai 1996a; Venkataramani et al. 1996; Yang and Ding

1996; �Cenys et al. 1997a,b; Ding and Yang 1997; Fujisaka et al. 1997;

Kim 1997; Fujisaka et al. 1998; Miyazaki and Hata 1998; Nakao 1998].

Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïåðåõîäà ê ñèíõðîíèçàöèè îáñóæäàëèñü

â ðàáîòàõ [Pikovsky and Grassberger 1991; Ashwin et al. 1994, 1996,

1998; Aston and Dellnitz 1995; Heagy et al. 1995; Ashwin and Aston

1998; Maistrenko et al. 1998]. Îáùåå îïèñàíèå ïåðåõîäà ê ðèäëèíãó

ìîæíî íàéòè â ñòàòüÿõ [Heagy et al. 1994a; Lai et al. 1996; Lai and

Grebogi 1996; Maistrenko and Kapitaniak 1996; Billings et al. 1997;

Lai 1997; Maistrenko et al. 1997, 1998, 1999a; Nagai and Lai 1997a,b;

Kapitaniak et al. 1998; Kapitaniak and Maistrenko 1998; Manscher et al.

1998; Astakhov et al. 1999].

Ýêñïåðèìåíòû ïî ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ïðîâîäèëèñü ñ ýëåêòðîí-

íûìè ñõåìàìè [Schuster et al. 1986; Heagy et al. 1994b, 1995; Yu et al.

1995; �Cenys et al. 1996; Lorenzo et al. 1996; Rulkov 1996] è ëàçåðàìè

[Roy and Thornburg 1994; Terry et al. 1999]. Ñì. òàêæå ñïåöèàëü-

íûé âûïóñê æóðíàëà CHAOS [Pecora (ed.) 1997] è ïðèâåäåííûå òàì

ññûëêè.
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Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ II:
îáîáùåíèÿ è ñëîæíûå
ñèñòåìû

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàëè ïðîñòåéøóþ ðåàëèçàöèþ

ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìå äâóõ ñèììåòðè÷íî âçàèìîäåéñòâó-

þùèõ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé. Íèæå ìû îïèøåì áîëåå îáùèå

ñèòóàöèè: ìíîãî ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé, ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì

âðåìåíåì, ðàñïðåäåëåííûå ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, ìû îáñóäèì ñèíõðî-

íèçàöèþ â áîëåå îáùåì êîíòåêñòå êàê ñèììåòðè÷íûé õàîòè÷åñêèé

ðåæèì. Â îñíîâíîì ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì, èç

êîòîðîãî ñëåäóåò ïîðîã ñèíõðîíèçàöèè; òîëüêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

ìû îïèøåì íåëèíåéíûå ýôôåêòû âáëèçè ïîðîãà.

14.1 Èäåíòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ, ñâÿçü
îáùåãî âèäà

Ïðîñòåéøåå îáîáùåíèå òåîðèè, ðàçâèòîé â ãëàâå 13, ñîñòîèò â ðàñ-

ñìîòðåíèè áîëüøîãî àíñàìáëÿ ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì N èäåíòè÷íûõ ëèíåéíî ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ îòî-

áðàæåíèé (13.1). Ïðåäñòàâèì ñâÿçü ñ ïîìîùüþ îáùåãî ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà L̂, çàäàâàåìîãî ìàòðèöåé N �N :

x
k
(t+ 1) =

NX
j=1

L
kj
f(x

j
(t)): (14.1)



14.1 Èäåíòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ, ñâÿçü îáùåãî âèäà Æ

��
��
��
��
��
k411

Óñëîâèå äèññèïàòèâíîñòè ñâÿçè, îáñóæäàâøååñÿ â ðàçäåëå 13.1, òå-

ïåðü ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(i) Ñèñòåìà (14.1) äîïóñêàåò ñèììåòðè÷íîå ïîëíîñòüþ ñèíõðîíèçî-

âàííîå ðåøåíèå, â êîòîðîì ñîñòîÿíèÿ âñåõ îòîáðàæåíèé èäåí-

òè÷íû

x1(t) = x2(t) = � � � = x
N
(t) = U(t):

Ýòî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ïîñòîÿííûé âåêòîð e1 = (1; : : : ; 1) ÿâëÿ-

åòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû L̂ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-

åì �1 = 1.

(ii) Âñå îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ L̂ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå

ìåíüøå 1. Ýòî ïðèâîäèò ê çàòóõàíèþ íåîäíîðîäíûõ âîçìóùåíèé

ïîä äåéñòâèåì ñâÿçè.

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó-

÷åíî ïóòåì ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèÿ (14.1). Â îòëè÷èå îò ïðîñòåé-

øåãî ñëó÷àÿ ãëàâû 13, òåïåðü èìååòñÿ ìíîãî ïîïåðå÷íûõ ìîä, è

óñòîé÷èâîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ïîïåðå÷íûì ïîêàçàòåëåì

Ëÿïóíîâà. Ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ íåîäíîðîäíîãî âîçìóùåíèÿ Æx
k
(0)

âîçëå õàîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ U(t). Ïîñëå T èòåðàöèé ïîëó÷àåì

Æx
k
(T ) = L̂

T

TY
t=1

f
0(U(t))Æx

k
(0):

Ïîñêîëüêó ìíîæèòåëè f 0(U) íå çàâèñÿò îò k, ýâîëþöèÿ âîçìóùåíèÿ

ðàçëàãàåòñÿ ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì ìàòðèöû L
kj
. Ïðè áîëüøèõ

T äîìèíèðóåò íàèáîëüøåå íåîäíîðîäíîå âîçìóùåíèå, ñîîòâåòñòâó-

þùåå âòîðîìó ñîáñòâåííîìó âåêòîðó e2, ïîñêîëüêó åãî ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå �2 áëèæå âñåãî ê 1; òàêèì îáðàçîì, ðîñò âîçìóùåíèÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ, àíàëîãè÷íî (13.14), ôîðìóëîé

jÆx
k
(T )j / e2j�2jT eT� = e2e

T�? ; �? = �+ ln j�2j: (14.2)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ êðèòåðèé ëèíåéíîé óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî

ðåæèìà ñîâïàäàåò ñ âûâåäåííûì â ãëàâå 13.2: �? < 0.

Ýòîò êðèòåðèé ïðèìåíèì êàê ê áîëüøèì, òàê è ê ìàëûì àíñàì-

áëÿì õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ïåðâîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî âîçíèêàåò

âîïðîñ: âîçìîæíà ëè ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîäñèñòåì N , è ÷òî ïðîèñõîäèò â òåðìîäèíàìè-

÷åñêîì ïðåäåëå N !1. Êàê ñëåäóåò èç (14.2), îòâåò íà ýòîò âîïðîñ

çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà L̂. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
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�1 = 1 âñåãäà ïðèñóòñòâóåò, ïîýòîìó ìû ìîæåì çàïèñàòü êðèòåðèé

óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ðåæèìà êàê

ln j�1j � ln j�2j > �:

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñïåêòðå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ñâÿçè L̂ äîëæíà

áûòü ùåëü (çàïðåùåííàÿ çîíà), ðàçìåðîì ïî ìåíüøåé ìåðå �, ìå-

æäó ïåðâûì è âòîðûì ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Äðóãèìè ñëîâàìè,

äèíàìèêà íåñèììåòðè÷íûõ ìîä äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî áûñòðîé:

çàòóõàíèå èç-çà ñâÿçè äîëæíî áûòü ñèëüíåå, ÷åì íåóñòîé÷èâîñòü

èç-çà õàîñà. Î÷åâèäíî, íå âñå òèïû âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäÿò ê ùåëè

â ñïåêòðå. Ìû ðàññìîòðèì íèæå â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ íåñêîëüêî

ôèçè÷åñêè âàæíûõ ñèòóàöèé.

14.1.1 Îäíîíàïðàâëåííàÿ ñâÿçü

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îäíîíàïðàâëåííàÿ ñâÿçü îçíà÷àåò, ÷òî

ñèãíàë ñ îäíîãî õàîòè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà äåéñòâóåò íà äðóãîé.

Òàêóþ ñâÿçü ëåãêî ðåàëèçîâàòü ýëåêòðîííî, ñâÿçûâàÿ ýëåêòðîííûå

öåïè ñèãíàëîì, ïðîïóùåííûì ÷åðåç óñèëèòåëü. Îáû÷íî îäíîíà-

ïðàâëåííàÿ ñâÿçü ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ðåãóëÿðíîé öåïî÷êè

ýëåìåíòîâ, íî îíà ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà è â áîëåå ñëîæíûõ

ñèòóàöèÿõ, ñì. ðèñ. 14.1.

Äëÿ äâóõ ñèñòåì îäíîíàïðàâëåííàÿ ñâÿçü îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé

âçàèìîäåéñòâèÿ

L̂ =

�
1 0

" 1� "

�
: (14.3)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëåãêî íàõîäÿòñÿ:

�1 = 1; �2 = 1� ";

(b)(a)

Ðèñ. 14.1. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè â

îäíîìåðíîé öåïî÷êå (a) è â ñåòè (b). Öåïî÷êà ìîæåò îáðàçîâûâàòü

êîëüöî, åñëè ïîñëåäíèé ýëåìåíò äåéñòâóåò íà ïåðâûé (øòðèõîâàÿ ëè-

íèÿ â (a)).
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ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå ëèíåéíî óñòîé÷èâî, åñëè

�+ ln j1� "j < 0: (14.4)

Ýòîò ðåçóëüòàò ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé öåïî÷êè èç N îäíî-

íàïðàâëåííî ñâÿçàííûõ ñèñòåì (ðèñ. 14.1a), äëÿ êîòîðûõ ìàòðèöà

èìååò âèä

L̂ =

2
66664

1 0 0 0 : : : 0

" 1� " 0 0 : : : 0

0 " 1� " 0 : : : 0

: : :

0 0 0 : : : " 1� "

3
77775: (14.5)

Çäåñü âòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (êîòîðîå íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ

(N � 1)-êðàòíî âûðîæäåííûì) òàêæå ðàâíî �2 = 1� ", è äëÿ óñòîé-
÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ ñïðàâåäëèâî (14.4), íåçàâèñèìî îò

÷èñëà N âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì: îïåðàòîð, îïèñûâàþùèé îäíî-

íàïðàâëåííóþ ñâÿçü, èìååò ñïåêòðàëüíóþ ùåëü. Óìåñòíî îòìåòèòü,

÷òî ñóùåñòâîâàíèå ùåëè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

äëÿ öåïî÷êè. Ïðè âûâîäå (14.5) ìû ïðåäïîëàãàëè îòñóòñòâèå âçàè-

ìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïåðâûì è ïîñëåäíèì ýëåìåíòàìè öåïî÷êè. Åñëè

ðàññìîòðåòü öåïî÷êó ñ îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçüþ è ïåðèîäè÷åñêèìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (ñì. ðèñ. 14.1a), ãäå ïåðâûé ýëåìåíò ñâÿçàí

ñ ïîñëåäíèì, òî ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåò âûãëÿäåòü êàê

L̂ =

2
66664

1� " 0 0 0 : : : "

" 1� " 0 0 : : : 0

0 " 1� " 0 : : : 0

: : :

0 0 0 : : : " 1� "

3
77775; (14.6)

è ñïåêòð ñòàíîâèòñÿ ñîâåðøåííî äðóãèì. Ïîñêîëüêó öåïî÷êà îäíî-

ðîäíà, ñîáñòâåííûå âåêòîðà åñòü Ôóðüå-ìîäû, è ñïåêòð ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü êàê ôóíêöèþ âîëíîâîãî âåêòîðà K

j�(K)j2 = (1� ")2 + 2"(1 � ") cosK + "
2
; �� � K < �:

Â ýòîì ñïåêòðå ùåëü îòñóòñòâóåò (ïîñêîëüêó j�(K)j ! 1 ïðè K ! 0),

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ñèíõðîíèçàöèÿ íåâîçìîæíà.

Òàêîå áîëüøîå âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà äèíàìèêó öåïî÷êè

äîïóñêàåò ïðîçðà÷íîå ôèçè÷åñêîå òîëêîâàíèå. Â öåïî÷êå ñ îäíîíà-

ïðàâëåííîé ñâÿçüþ ëîêàëüíûå íåîäíîðîäíûå âîçìóùåíèÿ íà êàæäîì

ýëåìåíòå çàòóõàþò; îäíàêî îíè íå èñ÷åçàþò, à ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ

âäîëü öåïî÷êè. Ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (14.5) âîçìóùåíèå â êîíöå
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êîíöîâ çàòóõàåò íà ïîñëåäíåì ýëåìåíòå, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñèñòåìû

(14.6) âîçìóùåíèå ñíîâà ïîÿâëÿåòñÿ íà ïåðâîì ýëåìåíòå. Â òåðìèíàõ

òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ìû èìååì äåëî ñ êîí-

âåêòèâíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ, ò.å. âîçìóùåíèå çàòóõàåò â òîì ìåñòå,

ãäå îíî âîçíèêëî, íî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è ðàñòåò âäîëü ïî ïîòîêó.

Ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé, êîãäà âîçìóùåíèå ðàñòåò òàì, ãäå îíî

áûëî ïðîèçâåäåíî, íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ (ñì.

íàïðèìåð [Ëèôøèö è Ïèòàåâñêèé 1981]).

14.1.2 Àñèììåòðè÷íàÿ ëîêàëüíàÿ ñâÿçü

Ñëó÷àé àñèììåòðè÷íîé ëîêàëüíîé ñâÿçè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

êîìáèíàöèþ äèôôóçèîííîé (13.3) è îäíîíàïðàâëåííîé (14.5) ñâÿçè:

L̂ =

2
66664

1� 
 
 0 0 : : : 0

" 1� "� 
 
 0 : : : 0

0 " 1� "� 
 
 : : : 0

: : :

0 0 0 : : : " 1� "

3
77775: (14.7)

Â ýòîé ìîäåëè, ïðèíàäëåæàùåé ê êëàññó öåïî÷åê ñâÿçàííûõ îòî-

áðàæåíèé, õàîòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ îáðàçóþò öåïî÷êó, â êîòîðîé

âçàèìîäåéñòâóþò áëèæàéøèå ñîñåäè. Â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå,

êîãäà ÷èñëî âçàèìîäåéñòâóþùèõ îòîáðàæåíèé ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-

íîñòè, ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðèíèìàåò âèä

�(K) = 1� "� 
 + 2
p
"
 cosK; �� < K < �:

Ïðè " 6= 
 ýòîò ñïåêòð èìååò ùåëü ïðè K = 0:

�(K ! 0) = 1� (
p
"�

p

)2 < 1:

Ýòà ùåëü äåëàåò âîçìîæíîé ïîëíóþ ñèíõðîíèçàöèþ â öåïî÷êå òî÷íî

òàê æå, êàê ïðè îïèñàííîé âûøå îäíîñòîðîííåé ñâÿçè. Ïðè ÷èñòî

äèôôóçèîííîé ñèììåòðè÷íîé ñâÿçè " = 
 ùåëü èñ÷åçàåò: â äëèííîé

öåïî÷êå õàîòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ äèôôóçèîííàÿ ñâÿçü íå ïðèâîäèò ê

ñèíõðîíèçàöèè, òàê êàê äëèííîâîëíîâûå ìîäû ñ ìàëûìè K âñåãäà

íåóñòîé÷èâû.

14.1.3 Ãëîáàëüíàÿ ñâÿçü (÷åðåç ñðåäíåå ïîëå)

Ïðè ãëîáàëüíîé ñâÿçè êàæäûé ýëåìåíò âçàèìîäåéñòâóåò ñî âñåìè

äðóãèìè, ïðè÷åì ñèëà ñâÿçè íå çàâèñèò îò ¾ðàññòîÿíèÿ¿ ìåæäó íèìè
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(ñì. ðàçäåë 4.3, ãëàâó 12 è ðèñ. 4.24). Â òèïè÷íîé ïîñòàíîâêå çàäà-

÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ N èäåíòè÷íûõ õàîòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé (13.1),

âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì ÷åðåç äèññèïàòèâíóþ ñâÿçü òèïà

(13.3). Ïîñêîëüêó ÷èñëî ñâÿçåé äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ðàâíî N � 1,

óäîáíî îòíîðìèðîâàòü êîíñòàíòó ñâÿçè íà N . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

óðàâíåíèÿ

x
k
(t+ 1) = (1� ")f(x

k
(t)) +

"

N

NX
j=1

f(x
j
(t)); k = 1; : : : ; N: (14.8)

Ñèñòåìó (14.8) íàçûâàþò ñèñòåìîé ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ îòîáðàæå-

íèé. Åå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü è êàê ñèñòåìó ñ âçàèìîäåéñòâèåì

÷åðåç ñðåäíåå ïîëå, ïîñêîëüêó ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè åñòü

ñðåäíåå ïî âñåì ýëåìåíòàì àíñàìáëÿ.

Ìàòðèöà âçàèìîäåéñòâèÿ L̂ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

L̂ = (1� ")Î +
"

N
Ĵ;

ãäå Î � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à ìàòðèöà Ĵ ñîñòîèò èç îäíèõ åäèíèö. Â

ðåæèìå ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ñîñòîÿíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ èäåíòè÷íû

x1 = x2 = � � � = x
N
è ýâîëþöèîíèðóþò ñîãëàñíî îòîáðàæåíèþ (13.1)

� ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (14.8).

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ñâÿçè L̂ ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ: îäíî

èç íèõ ðàâíî 1, à îñòàëüíûå N � 1 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàâíû

1 � ". Òàêèì îáðàçîì, èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè âûòåêàåò óñëîâèå

ñèíõðîíèçàöèè

�+ ln j1� "j < 0;

ãäå � � ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ëîêàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïîñêîëüêó

óñòîé÷èâîñòü âñåõ íåîäíîðîäíûõ ìîä îäèíàêîâà (âòîðîå ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå ìàòðèöû ñâÿçè (N�1)-êðàòíî âûðîæäåíî), ïðè íåóñòîé÷è-

âîñòè ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïî ëèíåéíîé òåîðèè, âñå ìîäû ðàñòóò

è ñîñòîÿíèÿ âñåõ îòîáðàæåíèé ñòàíîâÿòñÿ ðàçëè÷íûìè. Îäíàêî ïðè

÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè (14.8) íàáëþäàþòñÿ áîëåå óïîðÿäî÷åííûå

ðåæèìû. Ïîñëå ïðîöåññà óñòàíîâëåíèÿ ïðîèñõîäèò êëàñòåðèçàöèÿ:

îáðàçóþòñÿ áîëüøèå ãðóïïû ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â èäåíòè÷íîì

ñîñòîÿíèè. Ýòî ÿâëåíèå èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 14.2. ×èñëî êëàñòå-

ðîâ è ðàñïðåäåëåíèå ïîäñèñòåì ïî êëàñòåðàì çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé. Ïðè áîëüøèõ N íàáëþäàþòñÿ êàê ðåæèìû ñ íåáîëüøèì

÷èñëîì êëàñòåðîâ, òàê è òàêèå, â êîòîðûõ ÷èñëî êëàñòåðîâ ïîðÿäêà

N .
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Êëàñòåðíîå ñîñòîÿíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëàáóþ ñèíõðî-

íèçàöèþ, êîòîðàÿ íàáëþäàåòñÿ, åñëè ñâÿçü äîñòàòî÷íî ñèëüíà, ÷òîáû

ñäåëàòü îäèíàêîâûìè ÷àñòü ñèñòåì, íî íåäîñòàòî÷íà äëÿ ïîëíîé ñèí-

õðîíèçàöèè. Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå äâóõ ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé (ñì.

îáñóæäåíèå ðèäëèíãà â ðàçäåëå 13.4), êëàñòåðíûå àòòðàêòîðû ìîãóò

èìåòü ¾äûðÿâûå¿ (riddled) îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ è ïîýòîìó î÷åíü ÷óâ-

ñòâèòåëüíû ê ìàëîìó øóìó. Êëàñòåðû ìîãóò íàáëþäàòüñÿ è âñëåä-

ñòâèå êîíå÷íîé òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (êàê è â ñëó÷àå

÷èñëåííîé ëîâóøêè äëÿ äâóõ ñâÿçàííûõ ñèñòåì, ñì. ðàçäåë 13.3):

åñëè ñîñòîÿíèÿ äâóõ ñèñòåì â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ñîâïàäàþò

â ïðåäåëàõ ìàøèííîé òî÷íîñòè, òî âñå ïîñëåäóþùèå ñîñòîÿíèÿ ýòèõ

ñèñòåì áóäóò èäåíòè÷íû, äàæå åñëè ñèíõðîííûé ðåæèì íåóñòîé÷èâ.

14.2 Ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì

Èññëåäîâàíèå ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìàõ ñ íåïðåðûâíûì âðå-

ìåí ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê äëÿ îòîáðàæåíèé. Ïðîñòåéøàÿ

ìîäåëü ñîñòîèò èç äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì.

ÊàæäàÿM -ìåðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûìè

0 200 400 600 800
0.0

0.5

1.0

×ÒÅÍÑ

x k

Ðèñ. 14.2. Äèíàìèêà àíñàìáëÿ èç 1000 ãëîáàëüíî ñâÿçàííûõ ëîãè-

ñòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé x ! 4x(1 � x) ñ ïîñòîÿííîé ñâÿçè " = 0:28.

Ñèñòåìû èìåþò ñëó÷àéíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-

ëåííûå â èíòåðâàëå (0:1; 0:9). Çíà÷åíèÿ xk (ãîðèçîíòàëüíûå îòðåçêè)

âûâîäÿòñÿ íà êàæäîé 50-é èòåðàöèè. Ïîñëå ïðèìåðíî 750 èòåðàöèé

îáðàçóåòñÿ äâóõêëàñòåðíîå ñîñòîÿíèå.
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îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

dx
k

dt
= f

k
(x1; : : : ; xM ; t); k = 1; : : : ;M: (14.9)

Ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü íåàâòîíîìíûìè, ò.å. ñëó÷àé âûíóæäåí-

íûõ êîëåáàíèé òàêæå âêëþ÷åí â ðàññìîòðåíèå.

×òîáû ââåñòè äèññèïàòèâíóþ ñâÿçü â ïàðó èäåíòè÷íûõ ñèñòåì,1

åñòåñòâåííî äîáàâèòü ëèíåéíûå ñèììåòðè÷íûå ñëàãàåìûå â ïðàâûå

÷àñòè óðàâíåíèé (ñð. ñ îáñóæäåíèåì äèññèïàòèâíîé ñâÿçè â ðàçäå-

ëå 8.2)

dx
k

dt
= f

k
(x1; : : : ; xM ; t) + "

k
(y
k
� x

k
); (14.10)

dy
k

dt
= f

k
(y1; : : : ; yM ; t) + "

k
(x
k
� y

k
): (14.11)

Ïðè òàêîé ñâÿçè âñåãäà åñòü ñèíõðîííîå õàîòè÷åñêîå ðåøåíèå x
k
(t) =

y
k
(t) = U

k
(t), îñòàåòñÿ òîëüêî èññëåäîâàòü åãî óñòîé÷èâîñòü.

Äëÿ îòêëîíåíèé v
k

= y
k
(t) � x

k
(t) ïîëó÷àåì ëèíåàðèçîâàííûå

óðàâíåíèÿ

dv
k

dt
= J

kj
v
j
� 2"

k
v
k
; (14.12)

ãäå J
kj

= @f
k
(U(t))=@x

j
� ìàòðèöà ßêîáè, ñîñòàâëåííàÿ èç ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ. Àñèìïòîòè÷åñêè ïðè áîëüøèõ t ðåøåíèÿ ýòîé

ëèíåéíîé ñèñòåìû ðàñòóò ýêñïîíåíöèàëüíî. Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü

ñèñòåìû (14.12) ðàâíà M , ñóùåñòâóþò M ïîïåðå÷íûõ ëÿïóíîâñêèõ

ïîêàçàòåëåé (àíàëîãè÷íî ñóùåñòâîâàíèþ M îáû÷íûõ ëÿïóíîâñêèõ

ïîêàçàòåëåé â M -ìåðíîé òî÷å÷íîé ñèñòåìå (14.9)), è íàèáîëüøèé èç

íèõ îïðåäåëÿåò óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê íåîäíîðîäíûì âîçìó-

ùåíèÿì. Ïîñêîëüêó ïðàâûå ÷àñòè (14.12) çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ ñâÿ-

çè "
k
, ìàêñèìàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü �? òàêæå çàâèñèò îò

ýòèõ ïàðàìåòðîâ, è îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

�?("k) < 0:

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âñå ïàðàìåòðû ñâÿçè ðàâíû "1 = � � � = "
M

= ".

Òîãäà, ïîäñòàâèâ v
k
= e

�2"t~v
k
, ìîæíî ñâåñòè (14.12) ê âèäó

d~v
k

dt
= J

kj
~v
j
; (14.13)

1 Èäåíòè÷íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî è ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé îò âðåìå-

íè îäèíàêîâà, ò.å. âíåøíèå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ñèñòåìû, òàêæå èäåí-

òè÷íû.
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ò.å. ê óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì äèíàìèêó ëèíåéíûõ âîçìóùåíèé

îäíîé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìû; ðîñò ýòèõ âîçìóùåíèé çàäàåòñÿ ìàê-

ñèìàëüíûì ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì �max. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå

ñèíõðîíèçàöèè ïðèíèìàåò ïðîñòîé âèä

2" > �max:

Â ãëàâå 10 ìû îïèñàëè äðóãîé òèï ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìàõ

ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì � ôàçîâóþ ñèíõðîíèçàöèþ. Â íåêîòîðîì

ñìûñëå, ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ � áîëåå îáùåå ÿâëåíèå, òàê êàê åå

ìîæíî íàáëþäàòü äëÿ ëþáûõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì, íåçàâèñèìî îò

òîãî, ìîæíî ëè äëÿ íèõ ââåñòè ôàçû è ÷àñòîòû; åå ìîæíî íàáëþ-

äàòü êàê â àâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ, òàê è â íàõîäÿùèõñÿ ïîä âíåøíèì

âîçäåéñòâèåì, à òàêæå â ñèñòåìàõ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì (îòîáðà-

æåíèÿõ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ òðåáóåò ñèëüíîé

ñâÿçè è èäåíòè÷íîñòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì, â òî âðåìÿ êàê

ôàçîâàÿ íàáëþäàåòñÿ ïðè îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ñâÿçè, à òàêæå â

íåèäåíòè÷íûõ ñèñòåìàõ.

14.3 Ðàñïðåäåëåííûå ñèñòåìû

Õàîòè÷åñêèå ðåæèìû â ðàñïðåäåëåííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ïðè

êîòîðûõ êîððåëÿöèè óáûâàþò â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè, ÷àñòî

íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííûì õàîñîì.

Ê ïîïóëÿðíûì ìîäåëÿì, äåìîíñòðèðóþùèì ïðîñòðàíñòâåííî�

âðåìåííîé õàîñ, îòíîñÿòñÿ öåïî÷êè ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé, óðàâ-

íåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è öåïî÷êè ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ

(ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì). Ïîäðîáíûé àíàëèç ýòèõ ìîäåëåé ñîäåð-

æèòñÿ â êíèãàõ [Kaneko 1993; Bohr et al. 1998] è îáçîðíûõ ñòàòüÿõ

[Chat�e and Manneville 1992; Cross and Hohenberg 1993].

Ðàçëè÷àþò äâà òèïà ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ïðîñòðàíñòâåííî�

âðåìåííîãî õàîñà. Â îäíîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ïîëíîé èäåíòè÷íîñòè

õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì â

ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìå íàáëþäàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå,

õàîòè÷åñêèå ïî âðåìåíè äâèæåíèÿ. Â äðóãîì ñëó÷àå äâèæåíèÿ õàî-

òè÷íû êàê âî âðåìåíè, òàê è â ïðîñòðàíñòâå, íî îíè îáëàäàþò îïðåäå-

ëåííîé ñèììåòðèåé. Íàïðèìåð, äâóìåðíîå ïîëå u(x; y; t) ìîæåò áûòü

îäíîðîäíûì ïî y è â òî æå âðåìÿ äåìîíñòðèðîâàòü îäíîìåðíûé

ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé õàîñ ïî x. Íèæå ìû îáñóäèì ýòè äâà

òèïà ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîãî õàîñà.
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14.3.1 Ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûé õàîñ

Ìîäåëü ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîãî õàîñà ìîæíî ïîñòðîèòü, âçÿâ

çà îñíîâó êîíå÷íîìåðíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó è ñîñòàâèâ äèñ-

êðåòíóþ èëè íåïðåðûâíóþ ñðåäó èç ýòèõ ýëåìåíòîâ. Òàêîé ïîäõîä

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå ïîñòðîåíèÿ

ñðåäû èç êîëåáàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ (ñì. (11.14)). Êðîìå öåïî÷êè ñâÿ-

çàííûõ îòîáðàæåíèé (14.7), ê ýòîìó êëàññó ïðèíàäëåæàò äâå äðóãèå

ïîïóëÿðíûå ìîäåëè: öåïî÷êà ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ è óðàâíåíèÿ

ðåàêöèè�äèôôóçèè. Öåïî÷êó ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ìîæíî çàïè-

ñàòü àíàëîãè÷íî äâóì âçàèìîäåéñòâóþùèì îñöèëëÿòîðàì (óðàâíå-

íèÿ (14.10) è (14.11)) â âèäå

dx
k

dt
= f (x

k
) +

X
fjg

"(x
j
� x

k
);

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñîñåäÿì ýëåìåíòà k. Óðàâíåíèÿ

ðåàêöèè�äèôôóçèè îïèñûâàþò íåïðåðûâíîå â ïðîñòðàíñòâå ïîëå

u(r; t) = (u1; : : : ; uM ) ïóòåì îáîáùåíèÿ óðàâíåíèé (14.9)

@u
k

@t
= f

k
(u) +D

k
r2
u
k
; k = 1; : : : ;M: (14.14)

Ïîäîáíàÿ ñèñòåìà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè îïèñàíèè

õèìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè [Kuramoto 1984; Kapral and Showalter

1995], ïðè ýòîì ïåðåìåííûå u
k
õàðàêòåðèçóþò êîíöåíòðàöèè ó÷à-

ñòâóþùèõ â ðåàêöèè ðåàãåíòîâ; èõ ýâîëþöèÿ åñòü êîìáèíàöèÿ õè-

ìè÷åñêîé ðåàêöèè ñ äèôôóçèåé.

Ñèíõðîííîå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé åñòü ïðîñòðàíñòâåííî îäíî-

ðîäíîå õàîòè÷åñêîå ïî âðåìåíè ïîëå U(t), ýâîëþöèÿ êîòîðîãî çàäàåò-

ñÿ óðàâíåíèÿìè (14.9). Ýòî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè îíî äîïóñêàåòñÿ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ò.å., åñëè ïîòîê ÷åðåç ãðàíèöó îòñóòñòâó-

åò, ru
k
jB = 0 (ýòè óñëîâèÿ åñòåñòâåííû äëÿ õèìè÷åñêèõ ñèñòåì).

Â êîíòåêñòå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, ñèíõðîííûé ðåæèì îïèñûâàåò

ïðîñòðàíñòâåííî�îäíîðîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåàãåíòîâ. Â ðàñïðåäå-

ëåííîé ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîïåðå÷íûõ ìîä (ïîïåðå÷íûõ

íå â ñìûñëå ïðîñòðàíñòâåííîé îðòîãîíàëüíîñòè, à â ñìûñëå íàðóøå-

íèÿ îäíîðîäíîñòè), è óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñèíõðîííîãî ñîñòîÿíèÿ

ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê îòðèöàòåëüíîñòü âñåõ ïîïåðå÷íûõ ëÿïó-

íîâñêèõ ïîêàçàòåëåé.

Äëÿ ñèñòåìû (14.14) ýòè ìîäû åñòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðà-

òîðà Ëàïëàñà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïóñòü
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v
(l)

k
(r) � ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ëàïëàñèàíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ �:

D
k
r2
v
(l)

k
= ��(l)v(l)

k
:

Òîãäà óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèþ v
(l) îïðåäåëÿåòñÿ

ëèíåéíîé ñèñòåìîé

dv
(l)

k

dt
= J

kj
v
(l)
j
� �v

(l)

k
; (14.15)

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà (14.12). Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ïðîñòðàí-

ñòâåííî íåîäíîðîäíîé ìîäå ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé (14.15) îò-

âå÷àåò ñïåêòð ïîïåðå÷íûõ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé; äëÿ óñòîé÷è-

âîñòè ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî õàîñà âñå îíè äîëæíû áûòü îò-

ðèöàòåëüíû. Ïîñêîëüêó ñâÿçü â (14.14) ñèììåòðè÷íà (ïðèñóòñòâóåò

òîëüêî äèôôóçèÿ), êîíâåêòèâíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, îáñóæäàâøàÿñÿ â

ðàçäåëå 14.1.1, íå íàáëþäàåòñÿ. Â îáëàñòè ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì L

ïåðâîå íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïîðÿäêà

L
�2. Ïîýòîìó â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå L!1 ñïåêòð îïåðàòî-

ðà äèôôóçèè íå èìååò ùåëè: äëèííîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ çàòóõàþò

ìåäëåííî. Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â ýòîì ïðåäåëå íåâîçìîæíà; òîëüêî

â ìàëûõ ñèñòåìàõ âñå ïîïåðå÷íûå ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè îòðè-

öàòåëüíû. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, â áîëüøîé ñèñòåìå âñåãäà

âîçìîæíû äëèííîâîëíîâûå âîçìóùåíèÿ ñ ëÿïóíîâñêèìè ïîêàçàòåëÿ-

ìè, áëèçêèìè ê ìàêñèìàëüíîìó ïîêàçàòåëþ õàîòè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâåííî îäíîðîäíîãî ðåøåíèÿ, ïîýòîìó ýòè ìîäû íåóñòîé÷èâû.

Çäåñü ñëåäóåò ñäåëàòü îäíî çàìå÷àíèå. Âûøå ìû âåçäå ïðåäïîëàãà-

ëè ¾íîðìàëüíûé¿ ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé õàîñ, ò.å. ðåæèì ñ ïî-

ëîæèòåëüíûìè ëÿïóíîâñêèìè ïîêàçàòåëÿìè. Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû

è ¾àíîìàëüíîãî¿ ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîãî õàîñà, ãäå ïîêàçàòåëè

Ëÿïóíîâà îòðèöàòåëüíû [Crutchfield and Kaneko 1988; Politi et al.

1993; Bonaccini and Politi 1997]. Ýòîò ¾óñòîé÷èâûé¿ õàîñ íåóñòîé÷èâ

ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì êîíå÷íîé àìïëèòóäû, íå îïèñûâàå-

ìûì ëèíåàðèçîâàííûìè óðàâíåíèÿìè [Torcini et al. 1995]. Â ýòîé

ñèòóàöèè íàøè àðãóìåíòû, îñíîâàííûå íà ëèíåéíîì àíàëèçå óñòîé-

÷èâîñòè, íåïðèìåíèìû.

14.3.2 Ïîïåðå÷íàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ
ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîãî õàîñà

Ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé õàîñ ìîæåò áûòü íåîäíîðîäíûì ïî

íåêîòîðûì íàïðàâëåíèÿì â ïðîñòðàíñòâå, íî îäíîðîäíûì � ñèí-
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õðîííûì � ïî äðóãèì. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè ïîëó÷à-

åòñÿ, åñëè äâå ðàñïðåäåëåííûå ñèñòåìû ñ òóðáóëåíòíîé äèíàìèêîé

ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì äèññèïàòèâíîé ñâÿçüþ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà

ðàññìîòðèì äâà ñâÿçàííûõ óðàâíåíèÿ Êóðàìîòî-Ñèâàøèíñêîãî

@u1

@t
+
@
2
u1

@x2
+
@
4
u1

@x4
+ u1

@u1

@x
= "(u2 � u1);

@u2

@t
+
@
2
u2

@x2
+
@
4
u2

@x4
+ u2

@u2

@x
= "(u1 � u2):

(14.16)

Óðàâíåíèå Êóðàìîòî�Ñèâàøèíñêîãî äåìîíñòðèðóåò ïðîñòðàíñòâåí-

íî�âðåìåííîé õàîñ, åñëè ðàçìåð îáëàñòè äîñòàòî÷íî áîëüøîé (ñì.,

íàïðèìåð, [Hyman et al. 1986; Bohr et al. 1998]). Äèññèïàòèâíàÿ ñâÿçü

ïðîïîðöèîíàëüíà ", îíà ñòðåìèòñÿ óðàâíÿòü ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì âî

âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè. Ìû ìîæåì èññëå-

äîâàòü ýòó ìîäåëü òî÷íî òàê æå, êàê ñèñòåìó ñâÿçàííûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé (14.10) è (14.11): ïîðîã ñèíõðîíèçàöèè îïðåäå-

ëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì ïðîñòðàíñòâåííî�

âðåìåííîãî õàîñà:

2"c = �max:

Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñâÿçàííûõ óðàâíåíèÿõ Êóðàìîòî�Ñèâàøèíñêîãî

ïîêàçàíà íà ðèñ. 14.3.

Èíòåðåñíîå ÿâëåíèå íàáëþäàåòñÿ âáëèçè ïåðåõîäà ê ïîëíîé ñèí-

õðîíèçàöèè. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 13, òàêîé ïåðåõîä â ñî-

ñðåäîòî÷åííîé ñèñòåìå ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèëüíîé ìîäóëÿöèîííîé ïå-

ðåìåæàåìîñòüþ, âûçâàííîé ôëóêòóàöèÿìè ëîêàëüíîãî ïîêàçàòå-

ëÿ ðîñòà. Â ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìå (òèïà óðàâíåíèÿ Êóðàìîòî�

Ñèâàøèíñêîãî) ïîêàçàòåëü ðîñòà ôëóêòóèðóåò â ïðîñòðàíñòâå è âî

âðåìåíè. Ïîýòîìó íàáëþäàåòñÿ ïåðåìåæàþùèéñÿ ïðîöåññ, â êîòîðîì

àñèíõðîííûå âñïëåñêè ïîÿâëÿþòñÿ, äðåéôóþò è èñ÷åçàþò, ïðè÷åì

âåñüìà íåðåãóëÿðíî [Kurths and Pikovsky 1995].

Ïîïåðå÷íî ñèíõðîíèçîâàííûé ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé õàîñ

âîçíèêàåò íå òîëüêî â èñêóññòâåííûõ ìîäåëÿõ òèïà (14.16), íî è

â äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ (ïî ïðîñòðàíñòâó) óðàâíåíèÿõ â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû îïåðàòîð äèôôóçèè

áûë àíèçîòðîïåí ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñèñòåìó ðåàêöèè�äèôôóçèè (14.14) â ïðÿìî-

óãîëüíèêå 0 < x < L
x
, 0 < y < L

y
â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð äèôôóçèè

èìååò âèä

D
x

@

@x2
+D

y

@

@y2
:
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Ñîáñòâåííûå ìîäû u / cos(�n
x
x=L

x
) cos(�n

y
y=L

y
) ñîîòâåòñòâóþò

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

� = �
2(D

x
n
2
x
L
�2
x

+D
y
n
2
y
L
�2
y
); n

x;y
= 0; 1; 2; : : : :

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D
x
L
�2
x
� D

y
L
�2
y
, ò.å. ðàçìåð ñèñòåìû L

x
â íàïðà-

âëåíèè x ìíîãî áîëüøå ðàçìåðà L
y
ïî y. Òîãäà îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå

ìîæåò áûòü íåóñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ êî ìíîãèì ìîäàì, çàâèñÿùèì

îò x, â òî âðåìÿ êàê îäíîðîäíîñòü ïî y ñîõðàíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé õàîñ ïî êîîðäèíàòå x, ïîë-

íîñòüþ ñèíõðîíèçîâàííûé â íàïðàâëåíèè y.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî ÿâëåíèÿ ðàññìîòðèì äâóìåðíîå àíèçî-

òðîïíîå êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå Ãèíçáóðãà�Ëàíäàó (ñð. ñ (11.15))

u1

0 50 100 150
0

100

200

300

400

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ

×Ò
ÅÍ

Ñ

u2

0 50 100 150
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ

|u2 -u1|

0 50 100 150
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ

Ðèñ. 14.3. Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñâÿçàííûõ óðàâíåíèÿõ Êóðàìîòî�

Ñèâàøèíñêîãî (14.16). Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ïîëåé u1;2 è ju1 � u2j

ïîêàçàíà ãðàäàöèÿìè ñåðîãî öâåòà. Â èíòåðâàëå 0 < t < 200 ñâÿçü

îòñóòñòâóåò " = 0 è ïîëÿ íåçàâèñèìû. Ïðè t = 200 âêëþ÷àåòñÿ ñâÿçü

" = 0:1 > "c, ïðèâîäÿùàÿ ê ñèíõðîííîìó ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîìó

õàîñó u1(x; t) = u2(x; t).
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@a(x; y; t)

@t
= a� (1 + ic3)jaj2a+ (1 + ic1)

@
2
a

@x2
+ d1

@
2
a

@y2
:(14.17)

×èñòî äèôôóçèîííàÿ ñâÿçü â íàïðàâëåíèè y ìîæåò ïîäàâèòü ïîïå-

ðå÷íóþ íåóñòîé÷èâîñòü, è íàáëþäàåìûé ðåæèì áóäåò îäíîðîäåí ïî y

(ðèñ. 14.4b). Åñëè êîýôôèöèåíò äèôôóçèè d1 ìàë, òî ïîëå ìåíÿåòñÿ

íåðåãóëÿðíî ïî îáîèì íàïðàâëåíèÿì (ðèñ. 14.4a).

14.3.3 Ñèíõðîíèçàöèÿ â ñâÿçàííûõ êëåòî÷íûõ
àâòîìàòàõ

Êëåòî÷íûå àâòîìàòû (ñì. [Gutowitz 1990] è ñîäåðæàùèåñÿ òàì ññûë-

êè) äåìîíñòðèðóþò íå òàêîé ñèëüíûé õàîñ, êàê öåïî÷êè ñâÿçàííûõ

îòîáðàæåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, â êëåòî÷íûõ àâòîìàòàõ äèñêðåòíû íå

òîëüêî ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ, íî è ñàìî ïîëå ïðèíèìàåò òîëüêî

äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ (îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ àâòîìàòû ñ äâóìÿ

ñîñòîÿíèÿìè ¾0¿ è ¾1¿). Òåì íå ìåíåå, â íåêîòîðûõ êëåòî÷íûõ àâòî-

ìàòàõ íàáëþäàåòñÿ íåðåãóëÿðíàÿ äèíàìèêà (ýòî âîçìîæíî òîëüêî â

áåñêîíå÷íûõ öåïî÷êàõ). Äèññèïàòèâíóþ ñâÿçü â êëåòî÷íûõ àâòîìà-

òàõ ââåñòè íå òàê ïðîñòî, êàê â îòîáðàæåíèÿõ, ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèÿ

ìåæäó ¾0¿ è ¾1¿ íå ñóùåñòâóþò. Ïîýòîìó èñïîëüçóþò ñòàòèñòè÷å-

ñêîå âçàèìîäåéñòâèå: ñîñòîÿíèÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà

(âûáðàííûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ p) ñòàíîâÿòñÿ èäåíòè÷íûìè, à â îñòàëü-

íûõ òî÷êàõ íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò. Âåðîÿòíîñòü p èãðàåò ðîëü ïà-

ðàìåòðà ñâÿçè: ïðè p = 1 ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ íàñòóïàåò óæå íà

ïåðâîì øàãå ïî âðåìåíè, à ïðè p = 0 íå íàñòóïàåò íèêîãäà. Ïîëíàÿ

ñèíõðîíèçàöèÿ íàáëþäàåòñÿ, åñëè âåðîÿòíîñòü ñâÿçè p ïðåâûøàåò

(b)

x

y

(a)

Ðèñ. 14.4. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ðå-
øåíèÿ êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó (14.17) a(x; y; t). Ðè-

ñóíêè (a) è (b) îòëè÷àþòñÿ çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè d1: â

àñèíõðîííîì ðåæèìå (a) d1 = 0:5, à â ñèíõðîííîì (â íàïðàâëåíèè y)

ñîñòîÿíèè (b) d1 = 2. Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû c1 = �1 è c3 = 1:5 â îáîèõ

ñëó÷àÿõ îäèíàêîâû.
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êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå pc. Ïåðåõîä ê ñèíõðîíèçàöèè òàêîé æå, êàê

ïðè íàïðàâëåííîé ïåðêîëÿöèè (ñì., íàïðèìåð, [Grassberger 1995] è

ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè): îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé ñîñòîÿ-

íèÿ äâóõ êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ ðàçëè÷íû,2 íà ïîðîãå ñèíõðîíèçàöèè

îáðàçóåò áåñêîíå÷íûé ôðàêòàë; â ñèíõðîííîì ðåæèìå îíà êîíå÷íà,

à â àñèíõðîííîì áåñêîíå÷íà è èìååò ïîñòîÿííóþ ïëîòíîñòü.

14.4 Ñèíõðîíèçàöèÿ êàê ñèììåòðè÷íîå
ñîñòîÿíèå îáùåãî âèäà

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñèíõðîíèçàöèþ êàê ðåçóëüòàò âçà-

èìîäåéñòâèÿ äâóõ èäåíòè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Â áîëåå îáùåì

êîíòåêñòå ñèíõðîííûé ðåæèì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòî êàê ñèì-

ìåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå è èññëåäîâàòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ òàêîå ñîñòî-

ÿíèå âîçìîæíî è êîãäà îíî óñòîé÷èâî. Ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ,

÷òî ìû íå ìîæåì ðàçäåëèòü ñèñòåìó íà îòäåëüíûå ÷àñòè, íî ¾ñèí-

õðîíèçàöèÿ¿ � â òîì èëè èíîì ñìûñëå � âñå æå áóäåò íàáëþäàòüñÿ.

Ïóñòü äâà íàáîðà ïåðåìåííûõ

x1; : : : ; xM è y1; : : : ; yM

îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé

dx
k

dt
= F

x

k
(x; y; t);

dy
k

dt
= F

y

k
(x; y; t); (14.18)

ïðè åäèíñòâåííîì ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè ñèììåòðè÷íîãî

õàîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ x
k
(t) = y

k
(t) = U

k
(t) ïðè âñåõ k. Îòìåòèì, ÷òî

ìû íå ñ÷èòàåì ñàìó ñèñòåìó ñèììåòðè÷íîé (ñì., íàïðèìåð, ñëó÷àé

îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè â ðàçäåëå 14.1.1, ãäå ñâÿçü àñèììåòðè÷íà,

íî ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íîå õàîòè÷åñêîå ðåøåíèå) è íå òðåáóåì,

÷òîáû äèàãîíàëü x
k
= y

k
áûëà èíâàðèàíòíîé. Ñèììåòðè÷íîå ñî-

ñòîÿíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñèíõðîííîå, è äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ åãî óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ïîïåðå÷íûì âîçìóùåíèÿì

íóæíî ëèíåàðèçîâàòü (14.18). Íåêîòîðûå âîçìóùåíèÿ íå íàðóøàþò

ñèììåòðèþ, à àñèììåòðè÷íûå â îáùåì ñëó÷àå ðàñòóò (óáûâàþò)

ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîïåðå÷íûìè ëÿïóíîâñêèìè

ïîêàçàòåëÿìè. Ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü îïðåäåëÿåò óñòîé÷èâîñòü

ñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ; â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ îíî ìîæåò

áûòü ïðèòÿãèâàþùèì èëè îòòàëêèâàþùèì.

2 Â òåîðèè êëåòî÷íûõ àâòîìàòîâ ýòó îáëàñòü íàçûâàþò êëàñòåðîì.
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Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà íåñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû ðàññìî-

òðèì ïîïóëÿðíóþ ìîäåëü äâóõ ñâÿçàííûõ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé

x(t+ 1) = f(x(t)) + "1(y(t)� x(t));

y(t+ 1) = f(y(t)) + "2(x(t) � y(t)):

Îòìåòèì, ÷òî, õîòÿ ñâÿçü âûãëÿäèò ëèíåéíîé, îíà íà ñàìîì äåëå

áîëåå ñëîæíàÿ è íå îáÿçàòåëüíî ïðèâîäèò ê ñèíõðîíèçàöèè. Óñòîé-

÷èâîñòü ñèììåòðè÷íîãî ðåæèìà x = y = U ïî îòíîøåíèþ ê ïðî-

ñòðàíñòâåííûì âîçìóùåíèÿì ïðèâîäèò ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ äëÿ

v = x� y

v(t+ 1) = v(t)[f 0(U(t)) � "1 � "2]:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîïåðå÷íûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü

�? = hln jf 0(U(t)) � "1 � "2ji:

Åãî çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ "1;2 ìîæåò áûòü íåòðèâèàëüíîé; âàæ-

íî îïðåäåëèòü îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ �?, ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåé-

íî óñòîé÷èâûì ñèììåòðè÷íûì ðåæèìàì. Ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ

ïîïåðå÷íûõ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé óäàåòñÿ íàïèñàòü òîëüêî äëÿ

ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèé òèïà êîñîé òåíò (13.5) (ñð. ñ (13.30)):

�? = a ln

����1a � "1 � "2

����+ (1� a) ln

���� 1

a� 1
� "1 � "2

���� :
Èç ýòîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî ïîïåðå÷íûå ïîêàçàòåëè íå ñâÿçàíû

íåïîñðåäñòâåííî ñ ëÿïóíîâñêèìè ïîêàçàòåëÿìè ñèììåòðè÷íîãî õà-

îñà.

14.4.1 Êîïèðîâàííûå ñèñòåìû

Îñîáûé ñëó÷àé ïîëíîé ñèíõðîíèçàöèè â ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåìàõ

áûë ðàññìîòðåí Ïåêîðîé è Êýððîëëîì [Pecora and Carroll 1990].

Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé (14.9); ñäåëàåì êîïèþ (replica) îäíîãî (èëè íåñêîëüêèõ) èç ýòèõ

óðàâíåíèé. Äëÿ ïðîñòîòû çàïèøåì ýòî äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû òðå-

òüåãî ïîðÿäêà

_x = f
x
(x; y; z);

_y = f
y
(x; y; z);

_z = f
z
(x; y; z); _z0 = f

z
(x; y; z0):
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Çäåñü ìû ñêîïèðîâàëè óðàâíåíèå äëÿ z, ñ òîé æå ñàìîé ïðàâîé

÷àñòüþ f
z
, íî äëÿ íîâîé ïåðåìåííîé z

0. Î÷åâèäíî, ÷òî âñåãäà ñó-

ùåñòâóåò ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå x = x
0(t); y = y

0(t); z = z
0 = z

0(t).

Äëÿ ïðîâåðêè åãî óñòîé÷èâîñòè çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ìàëîãî âîç-

ìóùåíèÿ v = z � z
0:

_v = f
0
z
(x0(t); y0(t); z0(t))v:

Ýòî âîçìóùåíèå ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî,

v / exp(�?t);

è ïîïåðå÷íûé ïîêàçàòåëü (èíîãäà åãî íàçûâàþò óñëîâíûì ïîêàçàòå-

ëåì) �? ðàâåí

�? = hf 0
z
i:

Åñëè ýòîò ïîêàçàòåëü îòðèöàòåëåí, òî ñèíõðîííûé ðåæèì ñ z = z
0

ëèíåéíî óñòîé÷èâ. Îòìåòèì, ÷òî ïîïåðå÷íûé ïîêàçàòåëü åñòü îäèí

èç ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ñèììåòðè÷íîãî äâèæåíèÿ â ïîëíîé ÷å-

òûðåõìåðíîé ñèñòåìå (x; y; z; z0) (ïîñêîëüêó íàðóøàþùåå ñèììåòðèþ

âîçìóùåíèå v íå çàâèñèò îò äðóãèõ âîçìóùåíèé). Îäíàêî îí íå èìååò

íè÷åãî îáùåãî ñ ëÿïóíîâñêèìè ïîêàçàòåëÿìè èñõîäíîé òðåõìåðíîé

ñèñòåìû (x; y; z) (ïîñêîëüêó â èñõîäíîé ñèñòåìå âîçìóùåíèå ïåðåìåí-

íîé z çàâèñèò îò âîçìóùåíèé ïåðåìåííûõ x è y).

Èäåÿ ñèíõðîíèçàöèè ñèñòåìû è êîïèè íåïîñðåäñòâåííî îáîáùàåò-

ñÿ íà M -ìåðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, â êîòîðûõ ñîçäàåòñÿ êîïèÿ

m < M óðàâíåíèé. Êîïèðîâàííûå ïåðåìåííûå íàçûâàþò âûíóæäà-

åìîé, èëè ïîä÷èíåííîé ïîäñèñòåìîé, à èñõîäíûå � âûíóæäàþùåé,

èëè óïðàâëÿþùåé. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîé ñèíõðîíèçàöèè íåò ïà-

ðàìåòðà ñâÿçè: ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñâÿçü âñåãäà ñèëüíàÿ, íî ÷à-

ñòè÷íàÿ � ñâÿçàíû òîëüêî m ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó ñèíõðîíèçàöèåé

íåëüçÿ óïðàâëÿòü, ìîæíî òîëüêî ïðîâåðèòü, ïîëó÷àåòñÿ ëè ïîëíàÿ

ñèíõðîíèçàöèÿ äëÿ âûáðàííûõ êîïèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ. Â íåêî-

òîðîì ñìûñëå, ñèíõðîíèçàöèÿ ñèñòåìû è êîïèè îòðàæàåò ñâîéñòâî

õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì èìåòü óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå íàïðàâëåíèÿ

â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå; èíîãäà óñòîé÷èâîñòü ìîæíî àññîöèèðîâàòü

ñ îïðåäåëåííûìè ïåðåìåííûìè èëè ãðóïïàìè ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 14.5 ïîêàçàíà ñèíõðîíèçàöèÿ ñèñòåìû

è êîïèè â ìîäåëè Ëîðåíöà (10.4); êîïèðîâàíû ïåðåìåííûå y è z.

Ðàçíîñòè jy0 � yj è jz0 � zj óáûâàþò, è â êîíöå êîíöîâ â ïîëíîé

ïÿòèìåðíîé ñèñòåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèé ðåæèì. Pecora

and Carroll [1990] îáíàðóæèëè, ÷òî ïðè êîïèðîâàíèè ïåðåìåííîé z

ïîïåðå÷íûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëåí è ñèíõðîíèçàöèè

íå íàáëþäàåòñÿ.
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14.5 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

Ñâÿçü îáùåãî âèäà äëÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáî-

òàõ [de Sousa Vieira et al. 1992; Heagy et al. 1994b; Gade 1996; G�u�emez

and Mat��as 1996; Lorenzo et al. 1996; Pecora and Carroll 1998; Femat

and Solis-Perales 1999; Pasemann 1999]. ×àñòíîìó ñëó÷àþ ãëîáàëüíîé

ñâÿçè ïîñâÿùåíû ñòàòüè [Kaneko 1990, 1991, 1997, 1998; Crisanti et al.

1996; Hasler et al. 1998; Zanette and Mikhailov 1998a,b; Balmforth

et al. 1999; Glendinning 1999; Mendes 1999; Maistrenko et al. 2000].

Wang et al. [2000a] ïðîâåëè ýêñïåðèìåíòû ñ ãëîáàëüíî ñâÿçàííûìè

ýëåêòðîõèìè÷åñêèìè îñöèëëÿòîðàìè. Gade [1996] è Manrubia and

Mikhailov [1999] ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àéíóþ ñâÿçü ìåæäó õàîòè÷åñêè-

ìè ñèñòåìàìè. Dolnik and Epstein [1996] èññëåäîâàëè ñèíõðîíèçàöèþ

äâóõ ñâÿçàííûõ õàîòè÷åñêèõ õèìè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Ïîëíîé ñèí-

õðîíèçàöèè â ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [Pikovsky

1984a; Yamada and Fujisaka 1984]. ×àñòè÷íàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ â öåïî÷-

êå ëàçåðîâ èññëåäîâàëàñü òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî â ðàáîòå

[Terry et al. 1999], ñì. òàêæå [Vieira 1999].

Ñèíõðîíèçàöèÿ äâóõ ñèñòåì ñ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì õà-

îñîì îáñóæäàëàñü â ñòàòüÿõ [Pikovsky and Kurths 1994; Kurths and

0 1 2 3 4 5
×ÒÅÍÑ
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Ðèñ. 14.5. Ñèíõðîíèçàöèÿ ñèñòåìû è êîïèè â ìîäåëè Ëîðåíöà. (a) Ýâî-

ëþöèÿ ïåðåìåííûõ z è z0 (âåðõíÿÿ êðèâàÿ) è y è y0 (íèæíÿÿ êðèâàÿ);

êîïèðîâàííûå ïåðåìåííûå ïîêàçàíû ïóíêòèðîì. (b) Ðàçíîñòè jy � y
0j

(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è jz � z
0j (ïóíêòèð) óáûâàþò âî âðåìåíè.
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Pikovsky 1995; Parekh et al. 1996; Sauer and Kaiser 1996; Hu et al.

1997; Kocarev et al. 1997; Jiang and Parmananda 1998; Boccaletti et al.

1999; Grassberger 1999]. Ñèíõðîíèçàöèÿ â êëåòî÷íûõ àâòîìàòàõ ðàñ-

ñìàòðèâàëàñü â [Morelli and Zanette 1998; Urias et al. 1998; Bagnoli

et al. 1999; Bagnoli and Rechtman 1999; Grassberger 1999].

Ñèíõðîíèçàöèÿ ñèñòåèû è êîïèè îáñóæäàëàñü â ðàáîòàõ [Pecora

and Carroll 1990, 1998; Carroll and Pecora 1993a,b, 1998; Gupte and

Amritkar 1993; Heagy and Carroll 1994; Tresser et al. 1995; Gonz�alez-

Miranda 1996a,b; Konnur 1996; Balmforth et al. 1997; Boccaletti et al.

1997; de Sousa Vieira and Lichtenberg 1997; Duane 1997; G�u�emez et al.

1997; Kim 1997; Pecora et al. 1997b,c; Zonghua and Shigang 1997a,b;

Carroll and Johnson 1998; Johnson et al. 1998; He and Vaidya 1999;

Mainieri and Rehacek 1999; Matsumoto and Nishi 1999; Morg�ul 1999;

Voss 2000]. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ýòîé ñèíõðîíèçàöèè èñ-

ñëåäîâàëàñü He and Vaidya [1992] ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Ëÿ-

ïóíîâà. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ýôôåêòà â ëàçåðàõ

îïèñàíà â [Sugawara et al. 1994]. Íåêîòîðûå àñïåêòû ñèíõðîíèçàöèè

êîïèðîâàííûõ ñèñòåì îáñóæäàëèñü â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé ïåðåäà÷è

èíôîðìàöèè [Cuomo and Oppenheim 1993; Cuomo et al. 1993a,b;

Gonzalez-Miranda 1999; Morg�ul and Feki 1999].



Ãëàâà 15

Ñèíõðîíèçàöèÿ ñëîæíîé
äèíàìèêè âíåøíèì
âîçäåéñòâèåì

Â ýòîé ãëàâå ìû îïèøåì ñèíõðîíèçàöèþ âíåøíèìè ñèëàìè; îáñó-

æäàåìûå çäåñü ýôôåêòû îòëè÷àþòñÿ îò îïèñàííûõ â ãëàâàõ 7 è

10. Ñîäåðæàíèå ãëàâû äîâîëüíî íåîäíîðîäíî: ìû îáñóäèì ñèñòåìû

è ñèëû ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Òåì íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì

óñòàíîâèòü îáùåå äëÿ âñåõ ñèòóàöèé ñâîéñòâî: ñèíõðîíèçàöèÿ íà-

áëþäàåòñÿ, åñëè ñîáñòâåííàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû ïîäàâëÿåòñÿ è îíà

ïîëíîñòüþ ïîä÷èíÿåòñÿ âíåøíåé ñèëå. Äðóãèìè ñëîâàìè, äâèæåíèÿ

â ñèñòåìå ñèíõðîíèçóþòñÿ, åñëè îíè ñòàíîâÿòñÿ óñòîé÷èâûìè ê âíó-

òðåííèì âîçìóùåíèÿì. Êîëè÷åñòâåííî ýòî èçìåðÿåòñÿ ìàêñèìàëü-

íûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà: îòðèöàòåëüíûé ïîêàçàòåëü ïðèâîäèò ê

ñèíõðîíèçàöèè (îòìåòèì, ÷òî ðå÷ü èäåò íå î ïîïåðå÷íîì èëè óñëîâ-

íîì ïîêàçàòåëå Ëÿïóíîâà, à î ¾êàíîíè÷åñêîì¿ ïîêàçàòåëå Ëÿïóíîâà

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû). Ýòî îáùåå ïðàâèëî íå çàâèñèò îò òèïà ñèëû

è îò âèäà ñèñòåìû, òåì íå ìåíåå ðÿä ñâîéñòâ ñèíõðîíèçàöèè çàâèñèò

îò êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Ïîýòîìó â ïîñëåäóþùèõ ðàçäå-

ëàõ ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àè ïåðèîäè÷åñêîé, øóìîâîé è õàîòè÷åñêîé

ñèëû ïî îòäåëüíîñòè. Ïîêà æå èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî çàõâàò ôàçû

ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé (ãëàâà 7) òàêæå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü

êàê ñòàáèëèçàöèþ äèíàìèêè âíåøíåé ñèëîé: àñèíõðîííîå äâèæåíèå

(â îòñóòñòâèå ñèëû èëè âíå îáëàñòè ñèíõðîíèçàöèè) èìååò íóëåâîé

ìàêñèìàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü, â òî âðåìÿ êàê â ñèíõðîííîì
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ðåæèìå îí îòðèöàòåëåí.1

Äðóãîé âàæíûé ïîäõîä, íà êîòîðîì ìû îñòàíîâèìñÿ â ýòîé ãëà-

âå, ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê âîçìóùåíèÿì âûíó-

æäàþùåãî ñèãíàëà. Â îòëè÷èå îò ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì, ÷óâ-

ñòâèòåëüíîñòü ê âíåøíåìó âîçäåéñòâèþ òàêèõ óíèâåðñàëüíûõ êî-

ëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê íå èìååò. Áîëåå òîãî, î ÷óâñòâèòåëü-

íîñòè ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî â ñëó÷àå âîçäåéñòâèé, äëÿ êîòîðûõ

âîçìîæíû ìàëûå âîçìóùåíèÿ. Îíè ñóùåñòâóþò äëÿ õàîòè÷åñêèõ è

êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé, ïîñêîëüêó â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñèëà çà-

äàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé äèíàìèêîé; äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ

òàêèõ âîçìóùåíèé íåò. Ìû óâèäèì, ÷òî ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå (â

îïèñàííîì âûøå ñìûñëå) ìîæåò áûòü ÷óâñòâèòåëüíî èëè íå÷óâñòâè-

òåëüíî ê âíåøíåé ñèëå, ýòèì äâóì ñëó÷àÿì ñîîòâåòñòâóþò ãëàäêàÿ

è íåãëàäêàÿ (ôðàêòàëüíàÿ) çàâèñèìîñòè âûíóæäåííûõ ïåðåìåííûõ

îò âûíóæäàþùèõ.

15.1 Ñèíõðîíèçàöèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé

Âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ õàîñ èñ÷åçàåò ïðè ïðèëîæåíèè ïåðèîäè÷åñêîé

âíåøíåé ñèëû äîñòàòî÷íî áîëüøîé àìïëèòóäû. Â ýòîì êîíòåêñòå

ñèíõðîíèçàöèÿ îçíà÷àåò, ÷òî íàáëþäàåòñÿ íå õàîñ, à âûíóæäåííûå

ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Îáùèå ñâîéñòâà ýòîé ðàçðóøàþùåé õàîñ

ñèíõðîíèçàöèè íå óíèâåðñàëüíû: îáû÷íî ïðè î÷åíü ñèëüíîì âîç-

äåéñòâèè íàáëþäàþòñÿ ðåãóëÿðíûå ðåæèìû, íî èõ çàâèñèìîñòü îò

àìïëèòóäû è ÷àñòîòû íå ïîä÷èíÿåòñÿ êàêèì-ëèáî îáùèì çàêîíàì. Âî

âñÿêîì ñëó÷àå, â âûíóæäåííîé ñèñòåìå àòòðàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ïåðè-

îäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, òàê ÷òî ñîîòíîøåíèå ìåæäó âûíóæäàþùèìè

è âûíóæäàåìûìè ïåðåìåííûìè çàäàþòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû

Ëîðåíöà ñ ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé

dx

dt
= 10(y � x);

dy

dt
= 28x� y � xz;

dz

dt
= �

8

3
z + xy + " sin!t:

(15.1)

1 Íàïîìíèì, ÷òî åñòü è èñêëþ÷åíèÿ èç ýòîãî îáùåãî ïðàâèëà. Òàê, â ðàç-

äåëå 14.3 óïîìèíàëñÿ ¾óñòîé÷èâûé¿ (â ñìûñëå îòðèöàòåëüíîñòè ëÿïóíîâ-

ñêèõ ïîêàçàòåëåé) ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííîé õàîñ.
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Îáëàñòü ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïîêàçàíà íà ðèñ. 15.1. Ïîðîã ñèí-

õðîíèçàöèè ëåæèò âûñîêî: ïðè àìïëèòóäàõ ñèëû ìåíüøèõ 20 ïå-

ðèîäè÷åñêèå ðåæèìû íå íàáëþäàþòñÿ. Äâà òèïè÷íûõ óñòîé÷èâûõ

àòòðàêòîðà ïîêàçàíû íà ðèñ. 15.2.

4.0 6.0 8.0 10.0 12.0
0.0

20.0

40.0

60.0

80.0

ω

ε

Ðèñ. 15.1. Îáëàñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ (÷åðíûå òî÷êè) â ñèñòåìå
Ëîðåíöà ñ âíåøíåé ñèëîé (15.1) íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ âíåøíåãî

âîçäåéñòâèÿ. Ñ÷åò âñåãäà íà÷èíàëñÿ ñ íà÷àëüíûõ óñëîâèé x = y =

0:001; z = 0, òàê ÷òî âîçìîæíàÿ ìóëüòèñòàáèëüíîñòü (ò.å. ñîñóùåñòâî-

âàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ è õàîòè÷åñêèõ ðåøåíèé) íå âûÿâëÿëàñü.

–20 –10 0 10 20
x

10

30

50

z

–20 –10 0 10 20 30
x

0

25

50

z

(a) (b)

Ðèñ. 15.2. Äâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìà â ñèñòåìå Ëîðåíöà ñ âíåøíåé

ñèëîé. (a) " = 60, ! = 10. (b) " = 80, ! = 4.
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15.2 Ñèíõðîíèçàöèÿ øóìîâûì
âîçäåéñòâèåì

Ñèíõðîíèçàöèÿ âíåøíèì øóìîì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñèñòåìà

¾çàáûâàåò¿ ñîáñòâåííóþ äèíàìèêó è ñâîè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ñëå-

äóåò çà âûíóæäàþùèì øóìîì. Â îäíîé ñèñòåìå ïåðåõîä ê ñèí-

õðîíèçàöèè íå âèäåí, íî åãî ìîæíî íàáëþäàòü, åñëè âìåñòå ñ ñè-

ñòåìîé ðàññìîòðåòü åå êîïèþ, ò.å., åñëè ìû áóäåì ñðàâíèâàòü äâå

èäåíòè÷íûå ñèñòåìû, âîçáóæäàåìûå îäíèì è òåì æå øóìîì, íî

íà÷èíàþùèå äâèæåíèå ñ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. (Ýòà ïîñòàíîâêà

çàäà÷è îáúÿñíÿåò, êàêàÿ óñòîé÷èâîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ëÿïóíîâñêèì

ïîêàçàòåëåì â ñèñòåìå ñ øóìîì: ýòî óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ ê

âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé, à íå óñòîé÷èâîñòü ïî îòíîøåíèþ

ê øóìó.) Ïðè ðàññìîòðåíèè äâóõ ñèñòåì ðàçíèöà ìåæäó ïîëîæè-

òåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì ëåãêî âèäíà:

ïðè ïîëîæèòåëüíîì ïîêàçàòåëå òðàåêòîðèè ñîõðàíÿþò çàâèñèìîñòü

îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è îñòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, â òî âðåìÿ êàê ïðè

îòðèöàòåëüíîì ïîêàçàòåëå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàáûâàþòñÿ è òðàåê-

òîðèè ñáëèæàþòñÿ, ò.å. ñèñòåìû ñèíõðîíèçóþòñÿ. Ýòî ñîâïàäåíèå

äâèæåíèé â äâóõ ñèñòåìàõ ïîä äåéñòâèåì îáùåãî øóìà òðèâèàëüíî,

åñëè ñèñòåìû ëèíåéíû:

dx

dt
= �x+ �(t);

dy

dt
= �y + �(t):

Òîãäà äâèæåíèå êàæäîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç çàòóõàþùèõ ñâîáîäíûõ

êîëåáàíèé, çàâèñÿùèõ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé (îäíîðîäíàÿ ÷àñòü),

è èç âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò øóìà (íåîä-

íîðîäíàÿ ÷àñòü). Íà áîëüøèõ âðåìåíàõ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé èñ÷åçàåò, è ñîñòîÿíèÿ ñòàíîâÿòñÿ èäåíòè÷íûìè (x = y); ýòî

âèäíî èç óðàâíåíèÿ äëÿ ðàçíîñòè x � y. Òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò

è â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ, íî çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè

ìåíåå òðèâèàëüíà.

Ñèíõðîíèçàöèÿ îáùèì øóìîì ïðîèñõîäèò áåç êàêîãî-ëèáî ïðÿìî-

ãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó îñöèëëÿòîðàìè è íå çàâèñèò îò èõ ÷èñëà.

Ïîýòîìó ýòîò ýôôåêò ìîæåò íàáëþäàòüñÿ â ñêîëü óãîäíî áîëüøîì

àíñàìáëå èäåíòè÷íûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, íà êîòîðûå äåéñòâóåò

îäèí è òîò æå øóì: âñå ñèñòåìû áóäóò ñèíõðîíèçîâàíû, åñëè ëÿ-

ïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü îòðèöàòåëåí. Íèæå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àè

âîçäåéñòâèÿ øóìà íà ïåðèîäè÷åñêèå è õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ.
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15.2.1 Ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì
øóìà

Ýôôåêò âîçäåéñòâèÿ øóìà íà ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ îáñóæäàëñÿ

âûøå â ãëàâå 9. Òàì íàñ èíòåðåñîâàëè ñâîéñòâà äèôôóçèè ôàçû,

òåïåðü æå äëÿ íàñ âàæíû õàðàêòåðèñòèêè óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ.

Îíè íåòðèâèàëüíû, ïîñêîëüêó â àâòîíîìíîì ïåðèîäè÷åñêîì îñöèë-

ëÿòîðå îäèí ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ðàâåí íóëþ (îí ñîîòâåòñòâóåò

ôàçå). Ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî øóìà ýòîò ïîêàçàòåëü áóäåò, â îáùåì

ñëó÷àå, íåíóëåâûì � è ãëàâíûé âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, áóäåò îí ïîëî-

æèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì.

Êàê îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå 9.1, â ïðèñóòñòâèè øóìà ïðîñòåéøåå

óðàâíåíèå äëÿ ôàçû èìååò âèä

d�

dt
= !0 + �(t):

Ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò ôàçû è ïîýòîìó ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü

ðàâåí íóëþ, � = hd _�=d�i = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, ôàçà îñòàåòñÿ

íåéòðàëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ýòî

âûðîæäåíèå ñíèìàåòñÿ, åñëè âûíóæäàþùàÿ ñèëà çàâèñèò îò ôàçû

(ñð. ñ (9.1)):

d�

dt
= !0 + "Q(�; �(t));

ãäå " õàðàêòåðèçóåò àìïëèòóäó ñèëû. Â ýòîé îáùåé ñèòóàöèè ëÿïó-

íîâñêèé ïîêàçàòåëü áóäåò íåíóëåâûì.

Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà àâòîêîëåáàíèé ñ øóìîì ðàññìî-

òðèì îáîáùåíèå ìîäåëè ñ èìïóëüñíîé ñèëîé, îïèñàííîé â ðàçäå-

ëå 7.3.3. Òàì ìû èññëåäîâàëè äèíàìèêó îñöèëëÿòîðà ïîä äåéñòâèåì

ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Æ-èìïóëüñîâ (7.64). Òåïåðü ìû

ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ

p(t) =

1X
n=�1

�
n
Æ(t� t

n
) (15.2)

ñî ñëó÷àéíûìè àìïëèòóäàìè �
n
è ñëó÷àéíûìè âðåìåíàìè ïîÿâëåíèÿ

t
n
. Îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè (7.68) î÷åâèäíûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ

íà ýòîò ñëó÷àé, ïðèâîäÿ ê ñòîõàñòè÷åñêîìó îòîáðàæåíèþ (äëÿ ïðî-

ñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî ïàðàìåòð � ðàâåí íóëþ):

�
n+1 = �

n
+ !0Tn + "�

n
cos�

n
: (15.3)

Èç-çà ñëó÷àéíîñòè èíòåðâàëîâ ìåæäó èìïóëüñàìè T
n
è èõ àì-

ïëèòóä �
n
, ôàçà ìåíÿåòñÿ íåðåãóëÿðíî, òàê ÷òî íåëüçÿ ãîâîðèòü î
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ñèíõðîíèçàöèè èëè çàõâàòå ôàçû â îáû÷íîì ñìûñëå. Ìû ïîêàæåì,

îäíàêî, ÷òî ôàçà ìîæåò áûòü ïðèâÿçàíà ê âíåøíåé ñèëå, è â ýòîì

ñìûñëå ìîæíî ãîâîðèòü îá îïðåäåëåííîé ñèíõðîíèçàöèè.

Íàñ èíòåðåñóåò ÷óâñòâèòåëüíîñòü ôàçû �
n
ïî îòíîøåíèþ ê èçìå-

íåíèÿì íà÷àëüíîé ôàçû �0. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû âû÷è-

ñëèòü ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü:

� =
hln jd�

n+1=d�nji
hT i

=
hln j1� "� sin�ji

hT i
: (15.4)

Çäåñü hT i � ñðåäíèé ïðîìåæóòîê ìåæäó èìïóëüñàìè. Ïîëó÷åííàÿ

÷èñëåííî çàâèñèìîñòü ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ îò àìïëèòóäû èì-

ïóëüñíîé ñèëû " íåìîíîòîííà (ðèñ. 15.3): ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ

ïîêàçàòåëü îòðèöàòåëåí, ïðè áîëüøèõ � ïîëîæèòåëåí.

Ýòè ñâîéñòâà ïîêàçàòåëÿ ìîæíî âûâåñòè àíàëèòè÷åñêè. Ïðè ìà-

ëûõ " ìîæíî ðàçëîæèòü (15.4) â ðÿä ïî " è ïîëó÷èòü

� �
1

hT i

�
�"h� sin�i �

"
2

2
h�2 sin2 �i

�
:

Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíèòü óñðåäíåíèå, íóæíî

çíàòü ðàñïðåäåëåíèå ôàçû. Ïðè ìàëûõ " è áîëüøèõ ôëóêòóàöèÿõ

ìåæèìïóëüñíûõ èíòåðâàëîâ T
n
ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïî÷òè îäíîðîä-

íî, òàê ÷òî ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, è âåäóùèé ÷ëåí ïðèâîäèò ê

îòðèöàòåëüíîìó ëÿïóíîâñêîìó ïîêàçàòåëþ:

0 1 2 3 4
ε

–0.2

0.0

0.2

0.4

λ

Ðèñ. 15.3. Ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü � ñòîõàñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ

(15.3) â çàâèñèìîñòè îò àìïëèòóäû øóìà ". Èíòåðâàëû ìåæäó èì-

ïóëüñàìè !0Tn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå

ýêñïîíåíöèàëüíî ñî ñðåäíèì, ðàâíûì 1; àìïëèòóäû èìïóëüñîâ �n ðàñ-

ïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé

äèñïåðñèåé.
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� / �
"
2

hT i
:

Îòðèöàòåëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü îçíà÷àåò, ÷òî ïî ïðîøå-

ñòâèè îïðåäåëåííîãî âðåìåíè ôàçà îñöèëëÿòîðà ¾çàáûâàåò¿ ñâîå

íà÷àëüíîå çíà÷åíèå è ñëåäóåò çà âíåøíåé ñèëîé (ðèñ. 15.4). Ýòî-

ìó ýôôåêòó ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå íàãëÿäíîå îáúÿñíåíèå. Áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ êàê íàáîð

ïåðèîäè÷åñêèõ ïà÷åê. Êàæäàÿ èç ïà÷åê, ñîãëàñíî òåîðèè ñèíõðîíè-

çàöèè (ãëàâà 7), ïðèâîäèò ëèáî ê ñèíõðîííîìó (ñ îòðèöàòåëüíûì

ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì), ëèáî ê êâàçèïåðèîäè÷åñêîìó (ñ íóëåâûì

ïîêàçàòåëåì) äâèæåíèþ. Ñëó÷àéíî ¾ïåðåêëþ÷àÿ¿ ïà÷êè, ìû ñìåøè-

âàåì ýòè äâà ðåæèìà, ïîëó÷àÿ â ðåçóëüòàòå îòðèöàòåëüíûé â ñðåäíåì

ïîêàçàòåëü.

Ïðè áîëüøîé àìïëèòóäå èìïóëüñîâ ", ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãîå

ïðèáëèæåíèå,2 è ïðåíåáðå÷ü ïîñòîÿííûì ÷ëåíîì ïîä ëîãàðèôìîì â

(15.4):

2 Õîòÿ ïðè âûâîäå (15.3) ñèëà ïðåäïîëàãàëàñü ìàëîé, ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü ñòîõàñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå (15.3) êàê ñàìîñòîÿòåëüíóþ ìîäåëü è

èññëåäîâàòü åå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

0 50 100 150 200 250 300 350 400
0
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Ðèñ. 15.4. Ýâîëþöèÿ â àíñàìáëå èç 500 îñöèëëÿòîðîâ, ïîä÷èíÿþùèõñÿ
ñòîõàñòè÷åñêîìó îòîáðàæåíèþ (15.3). Ôàçû ïîêàçàíû ãîðèçîíòàëüíû-

ìè ïîëîñêàìè äëÿ êàæäîé äåñÿòîé èòåðàöèè. Ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðå-

äåëåíèå âåëè÷èí Tn, �n � êàê íà ðèñ. 15.3. Àìïëèòóäà ñèëû " = 0:4

âûáðàíà òàêîé, ÷òîáû ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü áûë îòðèöàòåëüíûì:

âñå ôàçû, âíà÷àëå ðàñïðåäåëåííûå ðàâíîìåðíî, ïîñëå � 300 èòåðàöèé

ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó ñîñòîÿíèþ.
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� �
hln j"� sin�ji

hT i
/

ln "+ hln j� sin�ji
hT i

:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëåí ïðè áîëü-

øèõ ". Äëÿ îäíîãî îñöèëëÿòîðà ñ âíåøíåé ñèëîé ýòî íè÷åãî íå çíà-

÷èò. Íî, åñëè ìû ïðèãîòîâèì äâå êîïèè ñèñòåìû ñ áëèçêèìè íà÷àëü-

íûìè óñëîâèÿìè è áóäåì äåéñòâîâàòü íà íèõ îäíèì è òåì æå øóìîì,

òî ðàçëè÷èå ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñèñòåì áóäåò ðàñòè ýêñïîíåíöèàëü-

íî, è ÷åðåç êîðîòêîå âðåìÿ êîëåáàíèÿ â íèõ áóäóò íåçàâèñèìûìè �

ïðîèñõîäèò äåñèíõðîíèçàöèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå îáúåêò,

âîçíèêàþùèé ïðè ýâîëþöèè àíñàìáëÿ èäåíòè÷íûõ ñèñòåì ïîä äåé-

ñòâèåì îáùåãî øóìà, íàçûâàþò ñëó÷àéíûì àòòðàêòîðîì [Crauel

and Flandoli 1994; Arnold 1998].

15.2.2 Ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé
âíåøíèì øóìîì

Ïðè õàîñå ìàêñèìàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëåí, íî

ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî øóìà îí ìîæåò ïîìåíÿòü çíàê. Îäèí âîç-

ìîæíûé ìåõàíèçì ñòàáèëèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â øóìå, çàâèñÿùåì îò

êîîðäèíàò (ìîäóëèðîâàííîì), ïîäîáíî ñëó÷àþ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëå-

áàíèé, îïèñàííîìó â ðàçäåëå 15.2.1. Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü ñîñòîèò â

òîì, ÷òî øóì íå âëèÿåò íà óñòîé÷èâîñòü íåïîñðåäñòâåííî, íî èçìå-

íÿåò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ðåçóëüòàòå

ýòîãî íåêîòîðûå ¾óñòîé÷èâûå¿ îáëàñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìî-

ãóò ïîñåùàòüñÿ áîëåå ÷àñòî, ïðèâîäÿ ê óìåíüøåíèþ ëÿïóíîâñêîãî

ïîêàçàòåëÿ. Ýòîò ìåõàíèçì ðàáîòàåò è ïðè àääèòèâíîì øóìå. Ðàñ-

ñìîòðèì äëÿ ïðèìåðà äâà îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì

îäíîãî è òîãî æå øóìà:

x(t+ 1) = f(x(t)) + �(t);

y(t+ 1) = f(y(t)) + �(t):

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèíõðîííîå ñîñòîÿíèå x(t) = y(t) = U(t) åñòü ðåøåíèå

ýòèõ óðàâíåíèé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ åãî óñòîé÷èâîñòè, ðàññìîòðèì ýâî-

ëþöèþ ìàëîé ðàçíîñòè v = x�y, ïîä÷èíÿþùåéñÿ ëèíåàðèçîâàííîìó
óðàâíåíèþ,

v(t+ 1) = f
0(U(t))v(t): (15.5)

Ýòî óðàâíåíèå â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì

äëÿ âîçìóùåíèé â îäíîì îòîáðàæåíèè, è ðîñò âåëè÷èíû v îïðåäåëÿ-

åòñÿ ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì
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� = hln jf 0(U)ji: (15.6)

Óñðåäíåíèå â (15.6) ïðîèçâîäèòñÿ ïî èíâàðèàíòíîé ìåðå â îòîáðà-

æåíèè ñ øóìîì, à îíî çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè ïîñëåäíåãî. Ïî-

ýòîìó ïðè èçìåíåíèè øóìà è/èëè ïàðàìåòðîâ îòîáðàæåíèÿ ìîæåò

íàáëþäàòüñÿ ïåðåõîä ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ îò ïîëîæèòåëüíûõ

çíà÷åíèé ê îòðèöàòåëüíûì, ò.å. ïåðåõîä îò àñèíõðîííîãî ðåæèìà ê

ñèíõðîííîìó.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî (15.5) áëèçêî ê óðàâíåíèþ (13.10), îïèñûâàþ-

ùåìó ëèíåéíóþ ñòàäèþ ñèíõðîíèçàöèè ñâÿçàííûõ àâòîíîìíûõ õà-

îòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, âñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ,

ðàçâèòàÿ â ðàçäåëå 13.3, ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñèñòåì ñ øóìîì. Íà

ïîðîãå ñèíõðîíèçàöèè íàáëþäàåòñÿ ìîäóëÿöèîííàÿ ïåðåìåæàåìîñòü

ñî ñâîéñòâàìè, îïèñàííûìè â ðàçäåëå 13.3. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëåííàÿ

ëîâóøêà, îïèñàííàÿ â ðàçäåëå 13.3, ñóùåñòâóåò è äëÿ ñèñòåì ñ îáùèì

øóìîì: äàæå åñëè ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëåí, äâå (èëè

áîëåå) ñèñòåìû ìîãóò âûãëÿäåòü ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ñèíõðîí-

íûìè, åñëè êîìïüþòåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èõ ñîñòîÿíèé â êàêîé-òî

ìîìåíò ñîâïàëè (ò.å., åñëè ðàçíîñòü ñîñòîÿíèé ìåíüøå, ÷åì òî÷íîñòü

ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â êîìïüþòåðå). Ýòîò ýôôåêò, êîíå÷íî, èñ÷åçàåò,

åñëè ñèñòåìû íå èäåíòè÷íû.

Â îòëè÷èå îò ÷èñòî äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ ìû íå ìîæåì

ïðîñëåäèòü çà òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè àòòðàêòîðîâ â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàçäåëå 13.4. Â ñàìîì äåëå,

øóì ðàçìûâàåò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó äåòåðìèíèðîâàííûõ ñè-

ñòåì (ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû è ò.ä.). Íåòðèâèàëüíûå òîïîëîãè÷åñêèê

ñâîéñòâà ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ïðè õàîòè÷åñêîé ñèëå, ñì. ðàçäåë 15.3.1.

15.3 Ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ
êîëåáàíèé õàîòè÷åñêîé ñèëîé

15.3.1 Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ

Îäíà âîçìîæíàÿ ðåàëèçàöèÿ õàîòè÷åñêîé ñèëû óæå îáñóæäàëàñü âû-

øå â ãëàâå 14 ïðè ðàññìîòðåíèè îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè. Ïåðåïèøåì

ñèñòåìó ñ îïåðàòîðîì ñâÿçè (14.3) â âèäå

x(t+ 1) = f(x(t)); (15.7)

y(t+ 1) = (1� ")f(y(t)) + "f(x(t)): (15.8)

Õàîòè÷åñêàÿ ñèëà, ãåíåðèðóåìàÿ îòîáðàæåíèåì (15.7), äåéñòâóåò íà

ñèñòåìó (15.8) òàê, ÷òî âîçìîæíà ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ x = y.
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Óñòîé÷èâîñòü ñèíõðîííîãî ðåæèìà ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà íà áàçå

òåîðèè, ðàçâèòîé â ãëàâàõ 13 è 14. Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåàëèçà-

öèè íå îáÿçàòåëüíî ñîçäàâàòü äâå èäåíòè÷íûå ñèñòåìû: äîñòàòî÷íî

çàïèñàòü ñèãíàë, ãåíåðèðóåìûé îäíîé ñèñòåìîé, è èñïîëüçîâàòü åãî

êàê ñèëó (ñì. [Tsukamoto et al. 1996, 1997]). Ñèíõðîíèçàöèþ ëåãêî

èäåíòèôèöèðîâàòü ïî ñîâïàäåíèþ ãåíåðèðóåìîãî ïðîöåññà ñ âíåøíåé

ñèëîé.

15.3.2 Îáîáùåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ

Ïîëíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ïðè õàîòè÷åñêîì âîçäåéñòâèè âîçìîæíà òîëü-

êî â ñèñòåìàõ, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé, òàê ÷òî âîç-

ìîæíî ðàâåíñòâî ïåðåìåííûõ â âûíóæäàþùåé è â âûíóæäàåìîé

ñèñòåìàõ. Åñëè òàêàÿ ñèììåòðèÿ îòñóòñòâóåò, òî âûíóæäàåìàÿ ñè-

ñòåìà âñå æå ìîæåò ñëåäîâàòü çà ñèëîé, íî â áîëåå ñëàáîì ñìûñëå.

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé îäíîíàïðàâëåííîé ñâÿçè:

x(t+ 1) = f (x(t)); (15.9)

y(t+ 1) = g(x(t);y(t)); (15.10)

ãäå x è y âåêòîðà. Ïåðåìåííûå x îïèñûâàþò âûíóæäàþùóþ ñèñòåìó,

à ïåðåìåííûå y � âûíóæäàåìóþ. Ìû íå ïðåäïîëàãàåì íèêàêîé ñèì-

ìåòðèè ìåæäó x è y, áîëåå òîãî, ðàçìåðíîñòè ýòèõ âåêòîðîâ ìîãóò

áûòü ðàçëè÷íû. Ðåæèì, â êîòîðîì ñîñòîÿíèå âûíóæäàåìîé ñèñòåìû

y ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì âûíóæäàþùåé ñèñòåìû, íà-

çûâàþò îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèåé. Íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå

ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ èç x â y:

y = H(x) : (15.11)

Òåõíè÷åñêè èíîãäà áîëåå óäîáíî óñòàíîâèòü îòîáðàæåíèå ìåæäó

y(t+1) è x(t), çàïèñûâàÿ y(t+1) = ~H(x(t)) (ñì., íàïðèìåð, ðèñ. 15.5

íèæå), ïîòîìó ÷òî ýòè ïåðåìåííûå íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ÷å-

ðåç (15.10). Åñëè îòîáðàæåíèå (15.9) îáðàòèìî, òàêàÿ çàïèñü ýêâè-

âàëåíòíà îïðåäåëåíèþ (15.11).

Äðóãîé ñïîñîá îïèñàòü îáîáùåííóþ ñèíõðîíèçàöèþ ñîñòîèò â êî-

ïèðîâàíèè âûíóæäàåìîé ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå ìû äîïîëíÿåì

óðàâíåíèÿ (15.9) è (15.10) äî ñèñòåìû

x(t+ 1) = f (x(t));

y(t+ 1) = g(x;y);

y
0(t+ 1) = g(x;y0):
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Ïîäîáíàÿ ñèñòåìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êîíòåêñòå ñèíõðîíèçà-

öèè ñèñòåìû è êîïèè (ðàçäåë 14.4): ïðè óñòîé÷èâîì îòêëèêå íàáëþ-

äàåòñÿ ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå y = y
0.

Íåãëàäêàÿ îáîáùåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ

Óðàâíåíèÿ (15.10) îïèñûâàþò äèíàìèêó âûíóæäàåìîé ñèñòåìû; ÿñ-

íî, ÷òî ñîñòîÿíèå y ñëåäóåò çà ñèëîé x íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé y(0) òîëüêî, åñëè äèíàìèêà y óñòîé÷èâà, ò.å. ìàêñèìàëüíûé

ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü â ïîäñèñòåìå y îòðèöàòåëåí. Ýòî óñëîâèå

íåîáõîäèìî, íî íå äîñòàòî÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæåò íàáëþäàòüñÿ

ìóëüòèñòàáèëüíîñòü ïî y, ò.å. îäíîé òðàåêòîðèè x(t) ìîæåò ñîîò-

âåòñòâîâàòü äâà (èëè áîëüøå) óñòîé÷èâûõ îòêëèêà y(t). Äðóãàÿ îñî-

áåííîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ïî y ìîæåò îáåñïå÷èòü

ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè H, íî íå åå ãëàäêîñòü. Êàê ìû óâèäèì,

ôóíêöèÿ H ìîæåò áûòü ôðàêòàëüíîé.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé3 âûíóæäàåìîé

ñèñòåìû ñ îòðèöàòåëüíûì ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì �
y
. Ñðàâíèì,

ñëåäóÿ Ïàîëè è äð. [Paoli et al. 1989b], ëÿïóíîâñêèå ðàçìåðíîñòè4

àòòðàêòîðà â âûíóæäàþùåé è ïîëíîé (ò.å. âûíóæäàåìîé ïëþñ âû-

íóæäàþùåé) ñèñòåìàõ; ìû îáîçíà÷èì èõ ñîîòâåòñòâåííî D
(L)
x è D

(L)
xy .

Ïðè ãëàäêîì âçàèìîîòíîøåíèè ìåæäó y è x ðàçìåðíîñòü ïîëíîé ñè-

ñòåìû äîëæíà áûòü òàêàÿ æå, êàê â âûíóæäàþùåé; åñëè D
(L)
xy > D

(L)
x ,

òî âçàèìîîòíîøåíèå íåãëàäêîå. Ïîñêîëüêó ñâÿçü îäíîíàïðàâëåííàÿ,

ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè �
j
âûíóæäàþùåé ñèñòåìû íå çàâèñÿò îò

âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, ïîýòîìó D
xy

íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì

D
x
. Ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü çàäàåòñÿ ôîðìóëîé Êàïëàíà�Éîðêå

[Kaplan and Yorke 1979]:

D
(L)
x

= D +
1

j�D+1j

DX
j=1

�
j
; (15.12)

ãäå ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè îòñîðòèðîâàíû â óáûâàþùåì ïîðÿäêå,

è öåëàÿ ÷àñòü D ðàçìåðíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèáîëüøåå öåëîå

÷èñëî, òàêîå, ÷òî

DX
j=1

�
j
> 0:

3 Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷íî òàê æå èññëåäóåòñÿ è âûíóæäàåìàÿ ñèñòåìà

ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.
4 Îáñóæäåíèå ëÿïóíîâñêèõ ðàçìåðíîñòåé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãàõ

[Øóñòåð 1988; Ott 1992; Êóçíåöîâ 2001].
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Â ïîëíîé ñèñòåìå ðàçìåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ïîêàçàòåëÿìè �
j
è �

y
.

Ïîñêîëüêó òîëüêî ïåðâûå D+1 ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè ôèãóðèðóþò

â (15.12), òî, åñëè �
y
< �D+1, òî D

(L)
xy = D

(L)
x . Ïóñòü òåïåðü �D > �

y
>

�D+1. Òîãäà

D
(L)
xy

= D +
1

j�
y
j

DX
j=1

�
j
> D

(L)
x
:

Ðàçìåðíîñòü âîçðàñòàåò åùå áîëüøå, åñëè �D < �
y
. Ýòî óâåëè÷åíèå

ðàçìåðíîñòè ïðè âîçäåéñòâèè îäíîé ñèñòåìû íà äðóãóþ îçíà÷àåò,

÷òî îòêëèê y � íå ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò x, èíà÷å ðàçìåðíîñòü íå âîç-

ðàñòàëà áû. Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ ñ ãëàäêèì

ñîîòíîøåíèåì (15.11) ìîæåò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî

ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè âûíóæäåííûõ äâèæåíèé.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî, åñëè âûíóæäàþ-

ùàÿ õàîòè÷åñêàÿ ñèñòåìà åñòü îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå (íàïðèìåð,

ëîãèñòè÷åñêîå èëè òèïà òåíò), òî ôóíêöèÿ H âñåãäà ôðàêòàëüíà.

Äåéñòâèòåëüíî, îäíîìåðíîå îòîáðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ïðåäåëüíûé ñëó÷àé äâóìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ, îòðèöàòåëüíûé ëÿïó-

íîâñêèé ïîêàçàòåëü êîòîðîãî ñòðåìèòñÿ ê �1. Ïîýòîìó òàêîå îòî-

áðàæåíèå èìååò ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè �1;�1. Ôîðìóëà Êàïëàíà�

Éîðêå äëÿ ïîëíîé ñèñòåìû äàåò D
(L)
xy = min(2; 1 + �1=j�yj), ãäå �y �

ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü âûíóæäåííûõ äâèæåíèé; ýòà ðàçìåðíîñòü

áîëüøå åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû íàáëþäàòü íåòðèâèàëüíûé

ïåðåõîä îò ãëàäêèõ ê íåãëàäêèì ôóíêöèÿì H, íóæíî èìåòü êàê

ìèíèìóì äâóìåðíîå âûíóæäàþùåå õàîòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå.

Ïðèìåð ãëàäêîé è íåãëàäêîé îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè

Ôóíêöèÿ H ìîæåò áûòü ôðàêòàëüíà äàæå â òàêîì ïðîñòîì ñëó÷àå,

êîãäà ïîäñèñòåìà (15.10) ëèíåéíà:

y(t+ 1) = 
y(t) + q(x(t)): (15.13)

Îòêëèê óñòîé÷èâ (ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (15.11)), åñëè �
y

=

ln j
j < 0; äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 
 > 0.

Äåòàëüíûé àíàëèç ýòîé çàäà÷è ïðè îáîáùåííîì ïðåîáðàçîâàíèè

ïåêàðÿ (ñì. (15.16) íèæå) â êà÷åñòâå âûíóæäàþùåé ñèëû è ïðè

ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè (15.13) â êà÷åñòâå îòêëèêà áûë âûïîëíåí

Paoli et al. [1989a]. Â ýòîé ðàáîòå áûë íàéäåí ñïåêòð îñîáåííîñòåé

îòêëèêà (ò.í. f(�)-ñïåêòð) è îïèñàíî åãî èçìåíåíèå ïðè âàðèàöèè

êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ 
 âûíóæäåííûõ äâèæåíèé. f(�)-ñïåêòð
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åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà îò îáîáùåííûõ ðàçìåðíîñòåé (äå-

òàëè ìîæíî íàéòè â [Badii and Politi 1997]). Èç ðåçóëüòàòîâ Ïà-

îëè è äð. ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ 
 ðàçìåðíîñòè íå ìåíÿþòñÿ. Ñ

ðîñòîì 
, ïðè ïðåâûøåíèè èì íàèìåíüøåãî êîýôôèöèåíòà ñæàòèÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåêàðÿ, íåêîòîðûå îáîáùåííûå ðàçìåðíîñòè îòêëèêà

íà÷èíàþò îòëè÷àòüñÿ îò ðàçìåðíîñòåé âûíóæäàþùåé ñèñòåìû. Ýòî

óêàçûâàåò íà íåãëàäêîñòü ôóíêöèè H. Ïðè áîëüøèõ 
 îòëè÷àþòñÿ

óæå âñå ðàçìåðíîñòè.

Íèæå ìû èçëîæèì óïðîùåííûé âàðèàíò òåîðèè [Paoli et al. 1989a],

ñëåäóÿ ðàáîòå [Hunt et al. 1997]. Íà÷íåì ñ èòåðàöèè óðàâíåíèÿ (15.13)

y(t+ 1) = q(x(t)) + 
y(t)

= q[f�1(x(t+ 1))] + 
f
y(t� 1) + q[f�2(x(t+ 1))]g = � � � ;

äàþùåé ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå ôóíêöèè H, ñâÿçûâàþùåé y(t + 1)

è x(t+ 1):

H(x) =

1X
j=1



j�1

q(f�j(x)): (15.14)

ßñíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò, åñëè 
 < 1 è ñèëà q îãðàíè÷åíà.

Äëÿ ïðîâåðêè ãëàäêîñòè ïðîäèôôåðåíöèðóåì (15.14) è ïîëó÷èì

rH =

1X
j=1



j�1

J [f�j(x)]rq(f�j(x)); (15.15)

ãäå J � ÿêîáèàí. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé â

òî÷êå x � ýòî ñõîäèìîñòü ðÿäà (15.15), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ åñëè çíà-

÷åíèÿ 

jkJf�j(x)k óáûâàþò â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Íàèáî-

ëåå îïàñíû äëÿ ñõîäèìîñòè áîëüøèå çíà÷åíèÿ ÿêîáèàíà kJf�j(x)k,
êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî îáðàòíûì èòåðàöèÿì îòîáðàæåíèÿ (15.9).

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ìàëûì çíà÷åíèÿì ïðîèçâîäíîé, âû÷èñëåííîé ïðè

èòåðàöèÿõ âïåðåä ïî âðåìåíè, ò.å. ïî íàèáîëåå óñòîé÷èâîìó íàïðà-

âëåíèþ îòîáðàæåíèÿ (15.9). Ñíîâà ìû âèäèì, ÷òî ãëàäêîñòü ôóíê-

öèè H îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó ëÿïóíîâñêèì ïîêàçàòåëåì

âûíóæäåííûõ äâèæåíèé �
y
= ln 
 è ìàêñèìàëüíûì ïî ìîäóëþ èç

îòðèöàòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé âûíóæäàþùåé ñèñòåìû (15.9).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûíóæäàþùåå îòîáðàæåíèå (15.9) äâóìåðíî

è èìååò îäèí ïîëîæèòåëüíûé è îäèí îòðèöàòåëüíûé ëÿïóíîâñêèé

ïîêàçàòåëü; ïîñëåäíèé ìû îáîçíà÷èì �
x
. Òîãäà èç (15.15) ñëåäóåò,

÷òî ôóíêöèÿ H íåïðåðûâíà ¾â ñðåäíåì¿ (ò.å., ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ñó-

ùåñòâóåò ïî÷òè âî âñåõ òî÷êàõ), åñëè
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�
y
� �

x
< 0;

ò.å., åñëè ñðåäíÿÿ ñòåïåíü ñæàòèÿ âûíóæäåííûõ äâèæåíèé áîëüøå,

÷åì ñðåäíÿÿ ñòåïåíü ñæàòèÿ â âûíóæäàþùåé ñèñòåìå. Íåòðóäíî âè-

äåòü, ÷òî ýòî êàê ðàç óñëîâèå íåóâåëè÷åíèÿ ëÿïóíîâñêîé ðàçìåðíîñòè

ñîãëàñíî (15.12).

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî àíàëèçà óäîáíî îïðåäåëèòü çàâèñÿùèé îò

(x; y) ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü, ïî àíàëîãèè ñ èñïîëüçîâàííûì â

ãëàâå 13 ïîäõîäîì, îñíîâàííîì íà òåðìîäèíàìè÷åñêîì ôîðìàëèçìå.

Îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïî ïðåäûñòî-

ðèè: äëÿ âûíóæäàþùåé ñèñòåìû çàïèøåì

kJf�T (x)k / e
�T�x(x);

à äëÿ âûíóæäåííûõ äâèæåíèé �

dy(t)

dy(t� T )
/ e

T�y(x;y)

(â ÷àñòíîì ñëó÷àå (15.13), �
y
= ln 
, íî â îáùåé ñèòóàöèè ïîêàçàòåëü

çàâèñèò îò êîîðäèíàò). Òîãäà ôóíêöèÿ H äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå

(x; y), åñëè

�
y
(x; y) � �

x
(x) < 0:

Åñëè îòðèöàòåëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü �
x
(x) îòîáðàæåíèÿ

(15.9) ìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå, òî ôóíêöèÿ H ìîæåò áûòü äèô-

ôåðåíöèðóåìîé â íåêîòîðûõ òî÷êàõ è ôðàêòàëüíîé â äðóãèõ.

Ïåðåõîä îò ãëàäêîé ê íåãëàäêîé îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè ïðî-

èëëþñòðèðîâàí íà ðèñ. 15.5. Çäåñü âûíóæäàþùåé ñèñòåìîé ñëóæèò

äâóìåðíîå îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåêàðÿ, îïðåäåëåííîå íà åäè-

íè÷íîì èíòåðâàëå 0 � x1; x2 < 1,

�
x1(t+ 1)

x2(t+ 1)

�
=

8>><
>>:

�
�x1(t)

x2(t)=�

�
åñëè x2(t) < �;�

� + (1� �)x1(t)

(x2(t)� �)=(1 � �)

�
åñëè x2(t) > �:

(15.16)

Îáà ïàðàìåòðà � è � íå ïðåâûøàþò 1=2. Âûíóæäàåìàÿ ñèñòåìà

ëèíåéíà:

y(t+ 1) = 
y(t) + cos(2�x1(t)): (15.17)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî íåóñòîé÷èâîå íàïðàâëåíèå â âûíóæäàþùåé ñè-

ñòåìå åñòü x2, à óñòîé÷èâîå íàïðàâëåíèå � x1. Åñòåñòâåííàÿ ìåðà

ðàâíîìåðíà ïî íàïðàâëåíèþ x2 è ñëîæíûì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ ïî x1,



15.3 Ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ êîëåáàíèé õàîòè÷åñêîé ñèëîé Æ

��
��
��
��
��
k443

åñëè òîëüêî � 6= �. ×òîáû âû÷èñëèòü ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïî

ïðåäûñòîðèè â äàííîé òî÷êå x1; x2, íóæíî îïðåäåëèòü ïðîîáðàçû

x1; x2. Îáîçíà÷àÿ

a� = lim
T!1

T�

T
; a+ = lim

T!1

T+

T
;

ãäå T� (T+) � ÷èñëî ïðîîáðàçîâ ñ x2 < � (x2 > �), ïîëó÷èì äëÿ

ïîêàçàòåëÿ ïî ïðåäûñòîðèè

�(x1; x2) = a� ln� + a+ ln(1� �):

Çíà÷åíèÿ a� ðàçëè÷íû äëÿ ðàçíûõ òðàåêòîðèé; èõ ìîæíî îïðåäå-

ëèòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè. Åñòåñòâåííîå ñèì-

âîëè÷åñêîå îïèñàíèå ñîñòîèò â ïðèñâîåíèè äâóõ ñèìâîëîâ îáëàñòÿì

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x1(t)

−2

−1

0

1

2

y(
t+

1)

−1

0

1

2

3

(a)

(b)

(c)

−2

0

2

4

6

Ðèñ. 15.5. Òðè òèïà îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìå (15.16) è

(15.17), ïðè � = 0:1 è � = 0:2. (a) 
 = 0:8; êðèâàÿ ~H ôðàêòàëüíà. (b)


 = 0:6; êðèâàÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà â ïëîòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê, íî

äèôôåðåíöèðóåìà ¾â ñðåäíåì¿. (c) 
 = 0:1; ãëàäêàÿ êðèâàÿ.
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x < � è x > �, ïðè ýòîì ðàçðåøåíû âñå âîçìîæíûå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ýòèõ ñèìâîëîâ, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òðàåêòîðèè ñî âñåìè

âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè 0 � a� � 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ln� � �(x1; x2) � ln(1� �):

Òàê êàê íàèáîëåå âåðîÿòíûå çíà÷åíèÿ a� åñòü a� = �; a+ = 1��, òî
ñðåäíèé îòðèöàòåëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü îòîáðàæåíèÿ ðàâåí

�
x
= � ln� + (1� �) ln(1� �):

Ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü âûíóæäåííûõ äâèæåíèé ïîñòîÿíåí

(�
y
= ln 
). Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ôîðìóëå Êàïëàíà�Éîðêå, ëÿ-

ïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü âñåé ñèñòåìû áîëüøå, ÷åì âûíóæäàþùåé,

åñëè j�
x
j > j ln 
j. Îäíàêî äàæå ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî íåðàâåíñòâà â

îáëàñòè

j�
x
j < j ln 
j < j ln �j;

ñóùåñòâóþò òî÷êè x1; x2, äëÿ êîòîðûõ ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïî

ïðåäûñòîðèè � áîëüøå, ÷åì ln 
. Â ýòèõ òî÷êàõ (îíè âñþäó ïëîòíû,

õîòÿ èõ ìåðà ðàâíà íóëþ) ôóíêöèÿ H íå äèôôåðåíöèðóåìà. Ðàçëè÷-

íûå ñëó÷àè îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè â ñèñòåìå (15.16) è (15.17)

ïîêàçàíû íà ðèñ. 15.5.

15.3.3 Îáîáùåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ
êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïåðåõîä îò ãëàäêîé ê íåãëàäêîé îáîáùåííîé

ñèíõðîíèçàöèè âîçìîæåí íå òîëüêî ïðè õàîòè÷åñêîé âíåøíåé ñèëå,

íî è ïðè êâàçèïåðèîäè÷åñêîé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âûíóæäàþùåé äè-

íàìèêå ñîîòâåòñòâóåò òîð â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè âûíóæäåí-

íûå äâèæåíèÿ òîæå êâàçèïåðèîäè÷åñêèå, òî è â ïîëíîì ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå òðàåêòîðèÿ ëåæèò íà òîðå. Íî åñòü è äðóãàÿ âîçìîæíîñòü

� êîãäà âûíóæäåííûå äâèæåíèÿ, õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè,

ïðèíàäëåæàò ñòðàííîìó íåõàîòè÷åñêîìó àòòðàêòîðó. Ó ñòðàííîãî

íåõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ìàêñèìàëüíûé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü

îòðèöàòåëåí (ïîýòîìó îí íåõàîòè÷åñêèé), íî â ôàçîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå îí îáðàçóåò ôðàêòàë (îòñþäà � ñòðàííûé). Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ

íåãëàäêîé îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè õàîñà, ñîîòíîøåíèå ìåæäó âû-

íóæäàþùåé è âûíóæäàåìîé ñèñòåìàìè äëÿ ñòðàííîãî íåõàîòè÷åñêî-

ãî àòòðàêòîðà âåñüìà íåòðèâèàëüíî: ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå

ìåæäó êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé è âûíóæäåííûì äâèæåíèåì ëèáî

çàäàåòñÿ ôðàêòàëüíîé êðèâîé, ëèáî âîîáùå íå ñóùåñòâóåò.



15.4 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè Æ

��
��
��
��
��
k445

Äëÿ èëëþñòðàöèè ñòðàííîãî íåõàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà ìû âû-

áðàëè ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé

x(t+ 1) = x(t) + !;

y(t+ 1) = a� y
2(t) + b cos 2�x(t):

(15.18)

Çäåñü ! = (
p
5�1)=2 åñòü èððàöèîíàëüíàÿ ÷àñòîòà âíåøíåé ñèëû. Íà

ðèñ. 15.6 ïîêàçàíû ñëó÷àè ñ ãëàäêèì è ñ ôðàêòàëüíûì ñîîòíîøåíèåì

ìåæäó y è x. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü âûíóæäåííûõ

äâèæåíèé îòðèöàòåëåí, òàê ÷òî ðåæèì íà ðèñ. 15.6b � íåõàîòè÷åñêèé.

15.4 Áèáëèîãðàôè÷åñêèå çàìåòêè

×èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷íûõ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ âíåø-

íåé ñèëîé ïîñâÿùåíû ðàáîòû [Aizawa and Uezu 1982; Àíèùåíêî è

Àñòàõîâ 1983; Êóçíåöîâ è äð. 1985; Áåçàåâà è äð. 1987; Ëàíäà è

Ïåðìèíîâ 1987; Ëàíäà è äð. 1989; Dykman et al. 1991; Rosenblum

1993; Franz and Zhang 1995; Tamura et al. 1999]. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå

èññëåäîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåæèìîâ â ëàìïå îáðàòíîé âîëíû

âûïîëíåíî Áåçðó÷êî [1980] è Áåçðó÷êî è äð. [1981].

Ñèíõðîíèçàöèÿ èäåíòè÷íûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáùèì øóìîì

îïèñàíà â [Pikovsky 1984b; Ïèêîâñêèé 1984a; Pikovsky 1992; Yu et al.

1990]. Íàøå èçëîæåíèå ñëåäóåò ðàáîòàì [Pikovsky 1984b; Ïèêîâñêèé

1984a]. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ îò øó-

ìà â õàîòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ èññëåäîâàëàñü â [Matsumoto and Tsuda

0.0 0.5 1.0
x

–1

0

1

y

0.0 0.5 1.0
x

(a) (b)

Ðèñ. 15.6. Àòòðàêòîðû â ëîãèñòè÷åñêîì îòîáðàæåíèè ñ êâàçèïåðè-

îäè÷åñêîé ñèëîé (15.18). (a) Ïðè " = 0:3 è a = 0:9 âûíóæäåííîå

äâèæåíèå y åñòü ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ îò x, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î

ãëàäêîé îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè ìåæäó x è y. (b) Ïðè " = 0:45 è

a = 0:8 íàáëþäàåòñÿ ôðàêòàëüíûé ñòðàííûé íåõàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð:

õîòÿ âûíóæäåííûå äâèæåíèÿ ñëåäóþò çà ñèëîé, ñîîòíîøåíèå ìåæäó

ïåðåìåííûìè y è x íåãëàäêîå.
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1983]. Ïðèìåðû õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ïîä äåéñòâèåì îáùåãî øóìà

ìîæíî íàéòè â [Maritan and Banavar 1994; Khoury et al. 1996, 1998;

Ali 1997; Longa et al. 1997; S�anchez et al. 1997; Minai and Anand 1998,

1999a; Shuai and Wong 1998]. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [Maritan and

Banavar 1994; Shuai and Wong 1998] èç-çà êîíå÷íîé òî÷íîñòè âû-

÷èñëåíèé íàáëþäàëàñü ¾ëîæíàÿ¿ ñèíõðîíèçàöèÿ, îáñóæäåíèå ýòîãî

àðòåôàêòà ìîæíî íàéòè â [Pikovsky 1994; Herzel and Freund 1995].

Ýêñïåðèìåíòû ñ äåéñòâèåì øóìà íà ýëåêòðîííûå óñòðîéñòâà îïèñà-

íû â [Khoury et al. 1998].

Îäíîíàïðàâëåííàÿ ñâÿçü õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì èçó÷àëàñü òåîðåòè-

÷åñêè è ÷èñëåííî â [Pecora and Carroll 1991; Rulkov et al. 1995;

Abarbanel et al. 1996; Kapitaniak et al. 1996; Kocarev and Parlitz 1996;

Konnur 1996; Pyragas 1996, 1997; Rulkov and Suschik 1996; Ali and

Fang 1997; Brown and Rulkov 1997a,b; Hunt et al. 1997; Liu and Chen

1997; Parlitz et al. 1997; Carroll and Johnson 1998; Johnson et al. 1998;

Baker et al. 1999; Liu et al. 1999; Minai and Anand 1999b; Parlitz and

Kocarev 1999; Santoboni et al. 1999]. Â íàøåì èçëîæåíèè ãëàäêîé

è íåãëàäêîé îáîáùåííîé ñèíõðîíèçàöèè ìû ñëåäóåì ðàáîòàì [Paoli

et al. 1989a; Hunt et al. 1997] è [Stark 1997], ñì. òàêæå ñòàòüè [Kaplan

et al. 1984; Badii et al. 1988; Mitschke et al. 1988; Paoli et al. 1989b;

Mitschke 1990; Pecora and Carroll 1996], ãäå ðàññìàòðèâàëñÿ îòêëèê

ëèíåéíûõ ñèñòåì íà õàîòè÷åñêóþ ñèëó, à òàêæå [de Sousa Vieira and

Lichtenberg 1997]. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ îáîáùåííîé ñèí-

õðîíèçàöèè ìîæíî íàéòè â [Peterman et al. 1995; Abarbanel et al. 1996;

Gauthier and Bienfang 1996; Rulkov and Suschik 1996; Tsukamoto et al.

1997; Tang et al. 1998b]. Â ñòàòüÿõ [Peng et al. 1996] è [Tamasevicius

and �Cenys 1997] îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñèíõðîíèçàöèè ãèïåðõàîñà

îäíèì ñêàëÿðíûì ñèãíàëîì.

Ñòðàííûå íåõàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû â ñèñòåìàõ ñ êâàçèïåðèîäè-

÷åñêîé ñèëîé áûëè ââåäåíû â [Grebogi et al. 1984] è ñ òåõ ïîð èññëåäî-

âàëèñü òåîðåòè÷åñêè [Romeiras et al. 1987; Ding et al. 1989; Brindley

and Kapitaniak 1991; Heagy and Hammel 1994; Pikovsky and Feudel

1994, 1995; Kuznetsov et al. 1995; Keller 1996; Lai 1996b; Nishikawa and

Kaneko 1996; Yalcinkaya and Lai 1997; Prasad et al. 1998 è ññûëêè â

íèõ æå] è ýêñïåðèìåíòàëüíî [Ditto et al. 1990; Zhou et al. 1992; Yang

and Bilimgut 1997; Zhu and Liu 1997].



Ïðèëîæåíèå Ï1

Îòêðûòèå ñèíõðîíèçàöèè
Õðèñòèààíîì Ãþéãåíñîì

Â ýòîì ïðèëîæåíèè ìû ïðèâîäèì ïåðåâîä îðèãèíàëüíûõ òåêñòîâ

Õðèñòèààíà Ãþéãåíñà [Huygens 1967a,b], ãäå îí îïèñûâàåò îòêðûòèå

ñèíõðîíèçàöèè.

Ï1.1 Ïèñüìî Õðèñòèààíà Ãþéãåíñà åãî
îòöó, Êîíñòàíòèíó Ãþéãåíñó1

26 Ôåâðàëÿ 1665.

Ìîé Îòåö,

...

Â òî âðåìÿ, êàê ÿ áûë âûíóæäåí îñòàâàòüñÿ â ïîñòåëè â òå÷åíèå

íåñêîëüêèõ äíåé è íàáëþäàë çà äâóìÿ ÷àñàìè â ìîåé ìàñòåðñêîé,

ÿ çàìåòèë óäèâèòåëüíûé ýôôåêò, î êîòîðîì ðàíåå íèêòî äàæå è

íå äóìàë. Äâîå ÷àñîâ, âèñÿùèõ íà ñòåíå äðóã ðÿäîì ñ äðóãîì íà

ðàññòîÿíèè îäíîãî èëè äâóõ ôóòîâ, ïîääåðæèâàëè ñîãëàñîâàííîñòü

õîäà ñ òàêîé âûñîêîé òî÷íîñòüþ, ÷òî èõ ìàÿòíèêè âñåãäà êà÷àëèñü

âìåñòå, áåç îòêëîíåíèé. Íàáëþäàÿ ýòî ñ âîñõèùåíèåì â òå÷åíèå íåêî-

òîðîãî âðåìåíè, ÿ, íàêîíåö, ïðèøåë ê âûâîäó, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò

âñëåäñòâèè íåêîòîðîé ñèìïàòèè: êîãäà ÿ ïðèäàâàë ìàÿòíèêàì ðàç-

íûé õîä, òî ÿ îáíàðóæèë, ÷òî ÷åðåç ïîë÷àñà îíè âñåãäà âîçâðàùàþòñÿ

1 Ïåðåâîä ñ ôðàíöóçñêîãî íà àíãëèéñêèé Êàðñòåíà Õåíêåëÿ.
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ê ñèíõðîíèçìó, è ïîääåðæèâàþò åãî äî òåõ ïîð, ïîêà ÿ íå íàðóøó

èõ õîä. Ïîñëå ýòîãî ÿ ïîìåñòèë èõ íà áîëüøåì ðàññòîÿíèè äðóã

îò äðóãà, îäíè â îäíîé ñòîðîíå êîìíàòû, à äðóãèå íà 15 ôóòîâ â

ñòîðîíå. ×åðåç äåíü ÿ óâèäåë, ÷òî ðàçíèöà â èõ ïîêàçàíèÿõ ñîñòàâè-

ëà 5 ñåêóíä, è, ñëåäîâàòåëüíî, íàáëþäàåìàÿ ðàíåå ñîãëàñîâàííîñòü

áûëà ñëåäñòâèåì íåêîòîðîé ñèìïàòèè, êîòîðàÿ, ïî ìîåìó ìíåíèþ, íå

ìîæåò áûòü âûçâàíà íè÷åì èíûì, êðîìå êàê íåçàìåòíûì äâèæåíèåì

âîçäóõà, âûçâàííûì äâèæåíèåì ìàÿòíèêîâ. ×àñû ïîìåùåíû â çà-

êðûòûé êîðïóñ, êîòîðûé âìåñòå ñî ñâèíöîâûìè ãðóçàìè âåñèò ÷óòü

ìåíåå ñòà ôóíòîâ. Êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêîâ, äîñòèãøèõ ñèíõðîíèçìà,

íå òàêîâû, ÷òî îíè äâèãàþòñÿ ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó, à, íàîáîðîò,

îíè ïðèáëèæàþòñÿ è óäàëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì îáðàçîì. Êîãäà

ÿ ñíîâà ïîìåñòèë ÷àñû áëèæå äðóã ê äðóãó, ÿ óâèäåë, ÷òî ìàÿòíèêè

âíîâü ñòàëè äâèãàòüñÿ òàêèì îáðàçîì. Äàëåå ÿ âçÿë êâàäðàòíûé ñòîë

òîëùèíîé îäèí äþéì è ïîìåñòèë åãî ìåæäó äâóìÿ ÷àñàìè, òàê ÷òî

âíèçó îí êàñàëñÿ ïîëà è áûë äîñòàòî÷íî âûñîê, ÷òîáû ïîëíîñòüþ

çàêðûòü ÷àñû è òåì ñàìûì îòäåëèòü èõ äðóã îò äðóãà. Íåñìîòðÿ

íà ýòî, ñèíõðîíèçì ñîõðàíÿëñÿ è äàëåå, â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äíåé

è íî÷åé; äàæå êîãäà ÿ åãî íàðóøèë, òî îí âñêîðå âîññòàíîâèëñÿ.

Ñåé÷àñ ÿ ïëàíèðóþ äîñòè÷ü ñîãëàñîâàíèÿ ÷àñîâ, êîãäà îíè äàëåêî

äðóã îò äðóãà è îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ðàñïðîñòðàíÿåò-

ñÿ óïîìÿíóòàÿ ñèìïàòèÿ. Îñíîâûâàÿñü íà òîì, ÷òî ÿ óæå âèäåë, ÿ

ïîëàãàþ, ÷òî îíî áóäåò ìåæäó ïÿòüþ è øåñòüþ ôóòàìè. Íî ÷òîáû

ïîëó÷èòü áîëüøóþ óâåðåííîñòü â ýòèõ âîïðîñàõ Âàì ïðèäåòñÿ ïîäî-

æäàòü, ïîêà ÿ ãëóáæå èõ èçó÷ó è âûÿâëþ ïðè÷èíó. Òåì íå ìåíåå, ìû

îáíàðóæèëè, ÷òî äâîå ÷àñîâ íàõîäÿòñÿ â ïîëíîì ñîãëàñîâàíèè, ÷òî

êàæåòñÿ àáñîëþòíî íåâåðîÿòíûì, è òåì íå ìåíåå àáñîëþòíî èñòèííî.

Ðàíåå íèêàêèå ÷àñû íå áûëè ñïîñîáíû íà òàêóþ ñîãëàñîâàííîñòü, êàê

ýòè âíîâü èçîáðåòåííûå ÷àñû, èç ÷åãî ìîæíî óâèäåòü, íàñêîëüêî îíè

òî÷íû, åñëè íå÷òî ñòîëü ìàëîå ñïîñîáíî èõ ñîãëàñîâàòü.

Ï1.2 Ìîðñêèå ÷àñû (ñèìïàòèÿ ÷àñîâ).
×àñòü V2

22 Ôåâðàëÿ 1665.

Â òå÷åíèå ÷åòûðåõ èëè ïÿòè äíåé ÿ çàìåòèë óäèâèòåëüíîå ñîãëàñî-

âàíèå ìåæäó äâóìÿ íîâûìè ÷àñîâûìè ìåõàíèçìàìè, ñîäåðæàùèìè

ìàëûå öåïè (ðèñ. Ï1.1), òàê ÷òî îäíè ÷àñû äàæå â ìàëåéøåé ñòåïåíè

2 Ïåðåâîä ñ ëàòûíè íà àíãëèéñêèé Äîðîòåè Ïðåëë.
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íå îïåðåæàëè äðóãèå. Íî êà÷àíèÿ îáîèõ ìàÿòíèêîâ îñòàâàëèñü ñòðî-

ãî ïðîòèâîïîëîæíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó

÷àñàìè áûëî íåáîëüøèì, ÿ íà÷àë ïîäîçðåâàòü ñóùåñòâîâàíèå íåêîåé

ñèìïàòèè, êàê åñëè áû îäíè ÷àñû áûëè ïîäâåðæåíû âëèÿíèþ äðóãèõ.

×òîáû èçó÷èòü ýòî ýêñïåðèìåíòàëüíî, ÿ èçìåíèë äâèæåíèå îäíîãî

èç ìàÿòíèêîâ, òàê ÷òî îíè íå äâèãàëèñü áîëåå âìåñòå â îäíî è òî

æå âðåìÿ, íî ÷åðåç ÷åòâåðòü èëè ïîëîâèíó ÷àñà ÿ íàøåë èõ âíîâü

ñîãëàñîâàííûìè.

Êàæäûå ÷àñû ñâèñàëè ñ ñîáñòâåííîé áàëêè, òîëùèíîé ïðèìåðíî

â 3 äþéìà, êîíöû êîòîðîé îïèðàëèñü íà äâà ñòóëà. Áàëêè áûëè âñ¼

âðåìÿ ðÿäîì; ÷àñû B áûëè ðàñïîëîæåíû íå íåïîñðåäñòâåííî ñáîêó

îò ÷àñîâ A, à íåìíîãî âïåðåäè. B áûëè òàêæå íåñêîëüêî êîðî÷å, ÷åì

A è íå èìåëè ãðóçà â íèæíåé ÷àñòè, êàêîâîé â ÷àñàõ A îáîçíà÷åí

êàê D. Îáà ÷àñîâûõ ìåõàíèçìà âèñåëè ðÿäîì, ñ ãðóçàìè îêîëî 80

èëè 90 ôóíòîâ, óêðåïëåííûìè â èõ íèæíåé ÷àñòè äëÿ ïîääåðæàíèÿ

ðàâíîâåñèÿ, è ñî ñëåãêà áîëüøèì ãðóçîì ó A èç-çà ãðóçà D. Äëèíà

ìàÿòíèêîâ áûëà 7 äþéìîâ. Èõ êà÷àíèÿ áûëè òàêîâû, ÷òî îíè âñåãäà

ïðèáëèæàëèñü è óäàëÿëèñü äðóã îò äðóãà îäíîâðåìåííî; âûíóæäåí-

íûå ê äðóãîìó äâèæåíèþ, îíè íå îñòàâàëèñü â òàêîì ñîñòîÿíèè, à

àâòîìàòè÷åñêè âîçâðàùàëèñü [ê ñèíõðîííîìó] è îñòàâàëèñü òàê áåç

èçìåíåíèÿ.

Ðèñ. Ï1.1.



Æ

��
��
��
��
��
k450 Ïðèëîæåíèå Ï1. Îòêðûòèå ñèíõðîíèçàöèè Õ. Ãþéãåíñîì

22 ôåâðàëÿ ÿ ïîâåðíóë ÷àñû òàê, ÷òî èõ öèôåðáëàòû ñìîòðåëè

äðóã íà äðóãà; â ýòîì ïîëîæåíèè ñîãëàñîâàííîñòü íå áûëà äëèòåëü-

íîé: ÷àñû A èìåëè íåêîòîðîå îïåðåæåíèå äî òåõ ïîð ïîêà ÿ íå âåðíóë

èõ â ïðåäûäóùåå ïîëîæåíèå. Âå÷åðîì ÿ îòîäâèíóë B íà 4 ôóòà

îò A òàêèì îáðàçîì, ÷òî áîêîâàÿ ñòîðîíà ÷àñîâ B áûëà íàïðîòèâ

öèôåðáëàòà ÷àñîâ A. Óòðîì, òî÷íåå ÷åðåç 101
2
÷àñà, ÿ óâèäåë, ÷òî A

îïåðåæàëè B, íî âñåãî ëèøü íà 2 ñåêóíäû.

23 ôåâðàëÿ. ß ñëåãêà óñêîðèë ìàÿòíèê ÷àñîâ B. ß óâèäåë, íåìíîãî

ïîçäíåå, ÷òî ìàÿòíèêè âåðíóëèñü ê ñîãëàñîâàííîìó äâèæåíèþ, õîòÿ

ïðè ýòîì èõ õîä áûë íå îäèíàêîâ, à ñî ñìåøàííûìè áèåíèÿìè, è

â òàêîì ñîñòîÿíèè îíè îñòàâàëèñü âåñü äåíü. Òåì íå ìåíåå, îêîëî 9

âå÷åðà B â êîíöå êîíöîâ îêàçàëèñü âïåðåäè íà ïîëîâèíó êîëåáàíèÿ.

Âîçìîæíî, ÷òî õîëîäíûé âå÷åðíèé âîçäóõ íàðóøèë ñîãëàñîâàííîñòü,

òàê êàê íå óäèâèòåëüíî, ÷òî íà òàêîì ðàññòîÿíèè ñîãëàñîâàííîñòü

ìîæåò áûòü íàðóøåíà ìàëåéøèì âîçìóùåíèåì. Áîêîâàÿ ñòîðîíà

÷àñîâ B áûëà íàïðîòèâ ëèöåâîé ñòîðîíû ÷àñîâ A.

Â ïîëîâèíó îäèííàäöàòîãî âå÷åðà 23 ôåâðàëÿ ÿ ïîìåñòèë îáà

÷àñîâûõ ìåõàíèçìà íà ñòàðîå ìåñòî. Îíè íåìåäëåííî âîññòàíîâèëè

ñîãëàñîâàííûé õîä, êàê ìíîãî ðàç íàáëþäàëîñü ðàíåå, ñ äâèæåíèÿìè

â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè.

24 ôåâðàëÿ. Â 9 ÷àñîâ óòðà îíè êàæóòñÿ èäåàëüíî ñîãëàñîâàííûìè.

24 ôåâðàëÿ. ß ñëåãêà ïîâåðíóë öèôåðáëàò ÷àñîâ A ê áîêîâîé ÷àñòè

B. Ïðè ýòîì ñîãëàñîâàíèå íå ñîõðàíèëîñü, à B áûëè âïåðåäè, è òàê

ïðîäîëæàëîñü, ïîêà ÿ íå ïîìåñòèë èõ, êàê ðàíåå.

Äàëåå ÿ ðàçäâèíóë ÷àñû íà ðàññòîÿíèå øåñòè ñ ïîëîâèíîé ôóòîâ

â òî âðåìÿ êàê ðàíåå îíè áûëè ëèøü íà 2 äþéìà äðóã îò äðóãà. Â

òå÷åíèå ÷àñà èëè äâóõ îíè îñòàâàëèñü ñî ñìåøàííûìè äâèæåíèÿìè,

íî ïîñëå ýòîãî âåðíóëèñü ê ñîãëàñîâàííîìó õîäó, êàê ýòî áûëî ïðè

ìåíüøåì ðàññòîÿíèè. Â 3 ÷àñà ïîñëå ïîëóäíÿ ÿ ïîìåñòèë ìåæäó

÷àñîâûìè ìåõàíèçìàìè ïðÿìîóãîëüíóþ äîñêó äëèíîé 2 ôóòà, ÷òî

äîëæíî áûëî îñòàíîâèòü äâèæåíèå âîçäóõà, ïî êðàéíåé ìåðå â íèæ-

íåé ÷àñòè. Â âåðõíåé ÷àñòè ÷àñû âûñòóïàëè ïðèìåðíî íà ïîëôóòà,

íî çäåñü äâèæåíèå (âîçäóõà), åñëè è åñòü, òî ìèíèìàëüíîå. Òåì íå

ìåíåå, ÷àñû ïðîäîëæàëè áûòü â ñîãëàñîâàíèè, êàê è ðàíåå.

25 ôåâðàëÿ. Õîòÿ ïðåäûäóùèì âå÷åðîì ÿ è ïîìåñòèë äðóãóþ ïëàí-

êó, 3 ôóòà äëèíîé è ïðèìåðíî îäèí äþéì òîëùèíîé, ìåæäó íèìè,

ïîëíîñòüþ ñêðûâ îäíè ÷àñû îò äðóãèõ, òåì íå ìåíåå ýòèì óòðîì ÿ

îáíàðóæèë, ÷òî îíè äâèãàëèñü â ñîãëàñîâàíèè â òå÷åíèå âñåé íî÷è.

Îíè îñòàâàëèñü â òàêîì ñîñòîÿíèè äî 6 ÷àñîâ âå÷åðà, êîãäà ÷àñû

B îñòàíîâèëèñü èç-çà ïîëîìêè â áîëüøåé öåïè. Ïîñëå òîãî, êàê ýòî

ïðåïÿòñòâèå áûëî óñòðàíåíî, îíè ïîñëå ïîëó÷àñîâîé çàäåðæêè âíîâü
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âåðíóëèñü ê ñîãëàñîâàííîìó õîäó, è îñòàâàëèñü â ýòîì ñîñòîÿíèè äî

11 ÷àñîâ, êîãäà ÿ íà÷àë íîâîå èñïûòàíèå, ðàçäâèíóâ èõ áîëåå ÷åì íà

12 ôóòîâ.

26 ôåâðàëÿ. Â ïîëîâèíå äåâÿòîãî óòðà ÿ îáíàðóæèë, ÷òî ÷àñû B

óøëè íà 5 ñåêóíä âïåðåä, è òåì ñàìûì áûëî óñòàíîâëåíî, êàê äàëå-

êî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñèìïàòèÿ (ïî-âèäèìîìó, ïóòåì êîììóíèêàöèè

÷åðåç äâèæåíèå âîçäóõà).

27 ôåâðàëÿ. ß óìåíüøèë ñêîðîñòü ÷àñîâ B, òàê ÷òîáû îíè äâèãà-

ëèñü â ëó÷øåì ñîãëàñîâàíèè ìåæäó ñîáîé íà òîì æå ðàññòîÿíèè â

12 ôóòîâ, íî ÿ íå áûë ñâîáîäåí, ÷òîáû çàíèìàòüñÿ ýòèì äàëüøå. Â 9

÷àñîâ âå÷åðà ÿ ïîäñòðîèë èõ áîëåå òî÷íî.

28 ôåâðàëÿ. Â 9 ÷àñîâ óòðà ÿ îáíàðóæèë, ÷òî ÷àñû A óøëè âïåðåä

ìåíåå ÷åì íà 1 ñåêóíäó; îíè øëè ñî ñìåøàííûìè áèåíèÿìè, è îíè

îñòàâàëèñü â òàêîì ñîñòîÿíèè äî øåñòè âå÷åðà. Â ïîëîâèíå ñåäüìîãî

îíè äâèãàëèñü îäíîâðåìåííî, ïðè÷åì ÷àñû B áûëè âïåðåäè íà ýòó

ïîëîâèíó êîëåáàíèÿ. ß ñîìíåâàþñü, ÷òî òàêîå ñîãëàñîâàíèå ìîãëî

ïðîäîëæàòüñÿ 9 ÷àñîâ áåç ïîìîùè ñèìïàòèè, íî îíà íå ìîãëà ïðîòè-

âîñòîÿòü âå÷åðíåìó èçìåíåíèþ âîçäóõà (êîòîðûé áûë çíà÷èòåëüíî

áîëåå òåïëûì, òàê êàê õîëîä ïðåêðàòèëñÿ ïîñëå òîãî, êàê îí áûë ñ

íàìè â òå÷åíèå òðåõ äíåé). Òàê êàê èçíà÷àëüíî áûëè âïåðåäè ÷àñû

A, à âïîñëåäñòâèè B, òî îíè íå ìîãëè áûòü ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ

ïîäñòðîåíû äðóã ê äðóãó.

1 ìàðòà. Â 10 ÷àñîâ óòðà A áûëè íà òðè ñåêóíäû âïåðåäè.

Îáà ÷àñîâûõ ìåõàíèçìà èìåëè â êà÷åñòâå îïîðû äâà ñòóëà (ñì.

ðèñ. 1.2 â ðàçäåëå 1.1), ÷üå ìàëåéøåå è àáñîëþòíî íåâèäèìîå äâèæå-

íèå, âûçâàííîå ìàÿòíèêîì, áûëî ïðè÷èíîé ïðåäñêàçàííîé ñèìïàòèè,

è çàñòàâëÿëî ìàÿòíèêè ïîñòîÿííî äâèãàòüñÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè

îòêëîíåíèÿìè. Êàæäûé ìàÿòíèê òÿíåò ñîáîé îñíîâàíèå ñ íàèáîëü-

Ðèñ. Ï1.2.
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øåé ñèëîé â ìîìåíò, êîãäà îí ïðîõîäèò ÷åðåç íèæíåå ïîëîæåíèå. Òà-

êèì îáðàçîì, åñëè ìàÿòíèê B íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè BD (ðèñ. Ï1.2),

â òî âðåìÿ êàê A � òîëüêî â AC, è B äâèæåòñÿ íàëåâî, à A íàïðàâî,

òî òî÷êà ïîäâåñà A ñäâèãàåòñÿ âëåâî, ïðè ýòîì âèáðàöèÿ ìàÿòíèêà

A óñêîðÿåòñÿ. Êîãäà B îïÿòü ïðîõîäèò ÷åðåç BE è A íàõîäèòñÿ

â ïîëîæåíèè AF , ïîäâåñ B ñäâèãàåòñÿ âïðàâî, è, ñëåäîâàòåëüíî,

âèáðàöèÿ ìàÿòíèêà B çàìåäëÿåòñÿ. B îïÿòü ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëî-

æåíèå BD, êîãäà A íàõîäèòñÿ â AG, ïðè ýòîì ïîäâåñ A óòÿãèâàåòñÿ

âïðàâî, è, ñëåäîâàòåëüíî, âèáðàöèÿ ìàÿòíèêà A óñêîðÿåòñÿ. B îïÿòü

â BK, êîãäà A âîçâðàùàåòñÿ â ïîëîæåíèå AF , ïðè ýòîì ïîäâåñ B

óòÿãèâàåòñÿ âëåâî è, ñëåäîâàòåëüíî, âèáðàöèÿ ìàÿòíèêà B çàìåä-

ëÿåòñÿ. Èòàê, êîãäà âèáðàöèÿ ìàÿòíèêà B ïîñòîÿííî çàìåäëÿåòñÿ,

à A óñêîðÿåòñÿ, íåîáõîäèìûì îáðàçîì íåêîòîðîå êîðîòêîå âðåìÿ

îíè äîëæíû äâèãàòüñÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè îòêëîíåíèÿìè: â îäíî

è òî æå âðåìÿ A äâèæåòñÿ íàïðàâî, à B � íàëåâî, è íàîáîðîò. Â

ýòîò ìîìåíò îíè íå ìîãóò âûéòè èç ñîãëàñîâàííîñòè, ïîòîìó ÷òî

ïî ýòèì æå ïðè÷èíàì îíè íåìåäëåííî áóäóò âîçâðàùåíû îáðàòíî

òåì æå îáðàçîì. Ïîäâåñû, åñòåñòâåííî, ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè,

íî, åñëè ñîãëàñîâàííîñòü õîòÿ áû ñëåãêà íàðóøàåòñÿ, òî îíà áóäåò

âîññòàíîâëåíà çà ñ÷åò ìàëåéøèõ äâèæåíèé ïîäâåñîâ. Ýòè äâèæåíèÿ,

êîíå÷íî, íå ìîãóò áûòü íàáëþäåíû è ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî

ýòî ÿâèëîñü ïðè÷èíîé îøèáêè [â òîëêîâàíèè].



Ïðèëîæåíèå Ï2

Ìãíîâåííûå ôàçà è ÷àñòîòà
ñèãíàëà

Ï2.1 Àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë è
ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà

Íåïðîòèâîðå÷èâûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ôàçû ïðîèçâîëüíîãî ñèãíàëà

èçâåñòåí â òåîðèè îáðàáîòêè äàííûõ êàê ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî ñèã-

íàëà [Panter 1965; Ðàáèíåð è Ãîëä 1975; Âàéíøòåéí è Âàêìàí 1983;

Boashash 1992; Smith and Mersereau 1992]. Ýòîò îáùèé ïîäõîä, ïðåä-

ëîæåííûé Ãàáîðîì [Gabor 1946] è îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçîâàíèè

Ãèëüáåðòà (ÏÃ), ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî ïîëó÷èòü ìãíîâåííûå ôàçó

è àìïëèòóäó ñèãíàëà s(t) ïóòåì êîíñòðóèðîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî

ñèãíàëà �(t), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé âðåìåíè

�(t) = s(t) + isH(t) = A(t)ei�(t); (Ï2.1)

ãäå ôóíêöèÿ sH(t) åñòü ÏÃ îò s(t)

sH(t) = �
�1P.V.

Z 1

�1

s(�)

t� �
d�; (Ï2.2)

è P.V. îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë áåðåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ

Êîøè. Òàêèì îáðàçîì, ìãíîâåííûå àìïëèòóäà A(t) è ôàçà �(t) ñèã-

íàëà s(t) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç (Ï2.1). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ÏÃ íå

ñîäåðæèò ïàðàìåòðîâ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âû÷èñëåíèå ìãíîâåííûõ

õàðàêòåðèñòèê ñèãíàëà òðåáóåò åãî çíàíèÿ íà âñåì èíòåðâàëå âðå-

ìåíè, ò.å. ÏÃ íåëîêàëüíî âî âðåìåíè. Òåì íå ìåíåå, îñíîâíîé âêëàä
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â èíòåãðàë (Ï2.2) âíîñèò íåïîñðåäñòâåííàÿ îêðåñòíîñòü âûáðàííîãî

ìîìåíòà âðåìåíè.

Êàê ìîæíî âèäåòü èç (Ï2.2), ÏÃ ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé ôóíêöèé s(t)

è 1=�t. Ïî ñâîéñòâàì ñâåðòêè, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå SH(&) îò sH(t)

ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå îò s(t) è 1=�t. Äëÿ

ôèçè÷åñêè çíà÷èìûõ ÷àñòîòíûõ êîìïîíåíò & > 0 èìååì SH(&) =

�iS(&). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÏÃ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî èäåàëüíûì

ôèëüòðîì ñ åäèíè÷íîé àìïëèòóäíîé õàðàêòåðèñòèêîé, âíîñÿùèì ïî-

ñòîÿííóþ ôàçîâóþ çàäåðæêó �=2 äëÿ âñåõ ÷àñòîòíûõ êîìïîíåíò.

Ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå s(t) = A cos!t ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþò â

êîìïëåêñíîì âèäå êàê A cos!t+ iA sin!t. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äåéñòâè-

òåëüíîå êîëåáàíèå äîïîëíÿþò ìíèìîé ÷àñòüþ, êîòîðàÿ îòñòàåò ïî

ôàçå íà �=2, ò.å. ñâÿçàíà ñ s(t) ïðåîáðàçîâàíèåì Ãèëüáåðòà. Àíàëèòè-

÷åñêèé ñèãíàë åñòü åñòåñòâåííîå ðàñøèðåíèå òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ,

ò.ê. ÏÃ îñóùåñòâëÿåò ñäâèã ôàçû ��=2 äëÿ êàæäîé ñïåêòðàëüíîé

êîìïîíåíòû s(t).

Õîòÿ ôîðìàëüíî A(t) è �(t) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî s(t), îíè èìåþò ÷åòêèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë òîëüêî äëÿ óçêîïî-

ëîñíûõ ñèãíàëîâ s(t) (ñì. ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå â [Boashash 1992]). Â

ýòîì ñëó÷àå àìïëèòóäà A(t) ñîâïàäàåò ñ îãèáàþùåé s(t) èìãíîâåííàÿ

÷àñòîòà d�=dt ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå ìàêñèìóìà ñïåêòðà ìîùíîñòè,

âû÷èñëåííîãî â ñêîëüçÿùåì âðåìåííîì îêíå.

Ï2.2 Ïðèìåðû

Ïðîèëëþñòðèðóåì ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà ñëåäóþùèìè

ïðèìåðàìè.

Çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ
Ïðîìîäåëèðóåì èçìåðÿåìûé ñèãíàë ñâîáîäíûìè êîëåáàíèÿìè ëèíåé-

íîãî îñöèëëÿòîðà,

�x+ 0:05 _x + x = 0; (Ï2.3)

è íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà,

�x+ 0:05 _x + x+ x
3 = 0: (Ï2.4)

Âû÷èñëèì ïî x(t) ìãíîâåííûå àìïëèòóäû A(t) è ÷àñòîòó d�=dt

(ðèñ. Ï2.1). Àìïëèòóäû, ïîêàçàííûå æèðíûìè ëèíèÿìè, äåéñòâè-

òåëüíî ÿâëÿþòñÿ îãèáàþùèìè çàòóõàþùèõ ïðîöåññîâ. ×àñòîòà ëè-

íåéíîãî îñöèëëÿòîðà ïîñòîÿííà, â òî âðåìÿ êàê ÷àñòîòà îñöèëëÿ-
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òîðà Äóôôèíãà çàâèñèò îò àìïëèòóäû, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü.

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ âñåãî ëèøü îêîëî 20 ïåðèîäîâ êîëåáàíèé áûëî

èñïîëüçîâàíî äëÿ ýòèõ âû÷èñëåíèé, íåëèíåéíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû

óäàëîñü âûÿâèòü áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ÷àñòîòà è àìïëèòóäà îöåíèâà-

þòñÿ íå â ñðåäíåì, à â êàæäîé òî÷êå âðåìåííîãî ðÿäà. Òàêîé ìåòîä

èñïîëüçóåòñÿ â èíæåíåðíîì äåëå äëÿ èäåíòèôèêàöèè ñâîéñòâ óïðóãî-

ñòè è çàòóõàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì [Feldman 1994]. Ýòîò ïðèìåð

èëëþñòðèðóåò âàæíîå ñâîéñòâî ÏÃ: îíî ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî ê

íåñòàöèîíàðíûì ñèãíàëàì.

Ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë
Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèìåðà âîçüìåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Âàí-

äåð-Ïîëÿ (ñð. ñ (7.2))

�x� (1� x
2) _x+ x = 0: (Ï2.5)

Äëÿ äàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ôîðìà êîëåáàíèé ñóùåñòâåííî îò-

ëè÷àåòñÿ îò ñèíóñîèäàëüíîé (ðèñ. Ï2.2a), à ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòå-

ìû (Ï2.5) � îò îêðóæíîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî, ìãíîâåííàÿ àìïëèòóäà

A(T ) íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, à îñöèëëèðóåò (ðèñ. Ï2.2a) ñ ÷àñòîòîé

2! = 2 � 2�=T , ãäå T ïåðèîä êîëåáàíèé. Ðîñò ìãíîâåííîé ôàçû íå

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ëèíåéíûì; äåéñòâèòåëüíî, �(t) � !t êîëåáëåòñÿ ñ

0 50 100

×ÒÅÍÑ

0.9
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1.1

1.2

1.3

dφ
/d

t

−1.2

−0.6

0.0

0.6

1.2

x(
t)

, A
(t

)

0 50 100

×ÒÅÍÑ

(a)

(b)

(c)

(d)

Ðèñ. Ï2.1. Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ x(t) ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà (a) è

íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà Äóôôèíãà (c). Ìãíîâåííûå àìïëèòóäû A(t),

âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà, ïîêàçàíû æèðíû-

ìè ëèíèÿìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìãíîâåííûå ÷àñòîòû d�=dt ïîêàçàíû â

(b) è (d). Èç [Rosenblum and Kurths 1998], ðèñ. 1, Copyright Springer-

Verlag.
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÷àñòîòîé 2! (ðèñ. Ï2.2b,c). Íàïîìíèì, ÷òî ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî

ñèãíàëà äàåò ëèøü îöåíêó èñòèííîé ôàçû (ñì. ãëàâó 7), êîòîðàÿ

äîëæíà âîçðàñòàòü ëèíåéíî âî âðåìåíè.

0

50

100

φ(
t)

0 50 100
×ÒÅÍÑ
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0.0
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φ(
t)

−
ω

t

−2

0

2

x(
t)

,A
(t

)

(a)

(b)

(c)

Ðèñ. Ï2.2. Ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ Âàí-äåð-Ïîëÿ è ìãíîâåííàÿ àì-

ïëèòóäà A(t) (æèðíàÿ ëèíèÿ) (a). Ìãíîâåííàÿ ôàçà � ðàñòåò ïðàêòè-

÷åñêè ëèíåéíî (b); òåì íå ìåíåå, ìàëûå êîëåáàíèÿ âèäíû ïðè áîëüøîì

óâåëè÷åíèè (c); çäåñü ! � ýòî ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà.
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Ðèñ. Ï2.3. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû Ð¼ññëåðà â êîîðäèíàòàõ (x; xH)

(a) è èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ (x; y) (b).



Ï2.2 Ïðèìåðû Æ

��
��
��
��
��
k457

Õàîòè÷åñêèé ñèãíàë
Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè àíàëèçà âðåìåííûõ ðÿäîâ (ñì., íàïðèìåð,

[Kantz and Schreiber 1997]) ÏÃ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâóìåðíóþ

ðåêîíñòðóêöèþ ñèãíàëà â êîîðäèíàòàõ (s; sH). Âûáåðåì â êà÷åñòâå

íàáëþäàåìîé x-êîìïîíåíòó ñèñòåìû Ð¼ññëåðà (10.2). Ôàçîâûé ïîð-

òðåò ýòîé ñèñòåìû â êîîðäèíàòàõ (x; xH) ïîêàçàí íà ðèñ. Ï2.3a;

ìîæíî âèäåòü, ÷òî îí î÷åíü áëèçîê ê ¾èñòèííîìó¿ ïîðòðåòó ñèñòåìû

Ð¼ññëåðà â êîîðäèíàòàõ (x; y) (ðèñ. Ï2.3b).1 Ìãíîâåííûå àìïëèòóäà

è ôàçà ïîêàçàíû íà ðèñ. Ï2.4. Õîòÿ ôàçà � ðàñòåò ïðàêòè÷åñêè

ëèíåéíî, çàìåòíû ìàëûå íåðåãóëÿðíûå ôëóêòóàöèè ýòîãî ðîñòà. Ýòî

ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì èçâåñòíûì ôàêòîì, ÷òî, õîòÿ êîëåáàíèÿ ñèñòå-

ìû Ð¼ññëåðà õàîòè÷åñêèå, ñïåêòð ìîùíîñòè îò x(t) ñîäåðæèò î÷åíü

îñòðûé ïèê.

Ýëåêòðîêàðäèîãðàììà ÷åëîâåêà
Êàê ïðèìåð ñëîæíîãî ñèãíàëà âîçüìåì çàïèñü ÝÊÃ ÷åëîâåêà

(ðèñ. Ï2.5). Ìû âèäèì, ÷òî òî÷êà â ïëîñêîñòè (s; sH) äåëàåò äâà

îáîðîòà, ñîîòâåòñòâóþùèå òàê íàçûâàåìûì R- è T-çóáöàì (ìàëûå

1 Îòìåòèì, ÷òî ÏÃ äàåò îïòèìàëüíóþ â íåêîòîðîì ñìûñëå ðåêîíñòðóêöèþ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ðåêîíñòðóèðóåòñÿ ìåòî-

äîì Òàêåíñà [Takens 1981] ïî ñèãíàëó ñ ïåðèîäîì T , òî âðåìåííàÿ çà-

äåðæêà T=4 îáåñïå÷èâàåò òî, ÷òî àòòðàêòîð íå âûòÿíóò âäîëü äèàãîíàëè.

Ïðèìåíåíèå ÏÃ ýêâèâàëåíòíî âûáîðó òàêîé îïòèìàëüíîé çàäåðæêè äëÿ

êàæäîé êîìïîíåíòû ñèãíàëà.
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Ðèñ. Ï2.4. Ðåøåíèå ñèñòåìû Ð¼ññëåðà x(t) è åãî ìãíîâåííàÿ àìïëèòó-

äàA(t) (æèðíàÿ ëèíèÿ) (a). Ìãíîâåííàÿ ôàçà � ðàñòåò ïðàêòè÷åñêè ëè-

íåéíî, òåì íå ìåíåå, ìàëûå êîëåáàíèÿ âèäíû ïðè áîëüøîì óâåëè÷åíèè

(b). Èç [Rosenblum and Kurths 1998], ðèñ. 2, Copyright Springer-Verlag.
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ïåòëè, ñîîòâåòñòâóþùèå P-çóáöàì íå âèäíû ïðè äàííîì óâåëè÷åíèè).

Âàæíî, ÷òî òðàåêòîðèè â (s; sH) ïðîõîäÿò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ôàçà íå âñåãäà îïðåäåëåíà. Ìû íå ñòàëêèâàëèñü ñ

ýòîé ïðîáëåìîé â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ áëàãîäàðÿ äîñòàòî÷íî ïðî-

ñòîé ñòðóêòóðå ñèãíàëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, îáû÷íî ïåðåä ïðèìåíåíèåì

ÏÃ èç ñèãíàëà âû÷èòàþò åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå. ×àñòî ýòî îáåñïå÷è-

âàåò òî, ÷òî òðàåêòîðèè îõâàòûâàþò íà÷àëî êîîðäèíàò; ðàíåå ìû

íåÿâíî èñïîëüçîâàëè ýòî ñâîéñòâî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôàçû êàðäèî-

ãðàììû íåîáõîäèìî ñäâèíóòü íà÷àëî êîîðäèíàò â íåêóþ òî÷êó s�; s�H
è âû÷èñëèòü ôàçó è àìïëèòóäó â ñîîòâåòñòâèè ñ
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Ðèñ. Ï2.5. ÝÊÃ ÷åëîâåêà (a), åå ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà (b) è èõ

çàâèñèìîñòü äðóã îò äðóãà (c). Îïðåäåëåíèå ôàçû çàâèñèò îò âûáîðà

íà÷àëà êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè (s; sH); äâà ðàçóìíûõ âûáîðà ïîêàçàíû

ñòðåëêàìè â (c).
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A(t)ei�(t) = (s� s
�) + i(sH � s�H): (Ï2.6)

Êîíå÷íî, ïðè òàêîì ñïîñîáå òåðÿåòñÿ îäíîçíà÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ

ôàçû: òåïåðü îíà çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè îòñ÷åòà. Äâà ðàçóìíûõ

âûáîðà ïîêàçàíû íà ðèñ. Ï2.5c ñòðåëêàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî â çàâèñè-

ìîñòè îò íîâîãî íà÷àëà êîîðäèíàò îäèí ñåðäå÷íûé öèêë (èíòåðâàë

ìåæäó äâóìÿ ñîêðàùåíèÿìè ñåðäöà) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íàáåãó

ôàçû 2� èëè 4�. Ýòî îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî íàøå ïîíèìàíèå òîãî,

÷òî åñòü ¾îäíî êîëåáàíèå¿, çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ïðîáëåìû è îò

íàøåé ôèçè÷åñêîé èíòóèöèè.

Ï2.3 ×èñëåííûå ïðîáëåìû è ïðàêòè÷åñêèå
ðåêîìåíäàöèè

Âàæíîå ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà àíàëèòè÷åñêîãî ñèãíàëà ñîñòîèò â òîì,

÷òî îí ëåãêî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ÷èñëåííî. Âûäåëèì îñíîâíûå

øàãè â âû÷èñëåíèè.

Âû÷èñëåíèå ÏÃ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè
Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá âû÷èñëèòü ÏÃ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñäå-

ëàòü áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÁÏÔ) îò èñõîäíîãî âðåìåí-

íîãî ðÿäà, ñäâèíóòü ôàçó êàæäîé ÷àñòîòíîé êîìïîíåíòû íà ��=2
è ïðèìåíèòü îáðàòíîå ÁÏÔ.2 ×òîáû ñäåëàòü äëèíó âðåìåííîãî ðÿ-

äà ïîäõîäÿùåé äëÿ ïðèìåíåíèÿ ÁÏÔ, íàäî äîáàâèòü ê íåìó íóëè

(zero padding). ×òîáû óìåíüøèòü êðàåâûå ýôôåêòû, æåëàòåëüíî íå

èñïîëüçîâàòü ïîðÿäêà äåñÿòè õàðàêòåðíûõ ïåðèîäîâ â íà÷àëå è â

êîíöå ñèãíàëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìãíîâåííûõ õàðàêòåðèñòèê. Âû÷èñëå-

íèÿ ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ÏÃ ñ ïîãðåøíîñòüþ

îêîëî 1%. (Ïîãðåøíîñòü îöåíèâàëàñü ïóòåì âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè

îò s(t)+H2(s(t)), ãäå H2 îçíà÷àåò, ÷òî ÏÃ áûëî âûïîëíåíî äâàæäû;

òåîðåòè÷åñêè s(t) +H
2(s(t)) � 0.)

Âû÷èñëåíèå ÏÃ âî âðåìåííîé îáëàñòè
×èñëåííî ýòî ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ñ ïîìîùüþ ñâåðòêè ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíîé ðåàëèçàöèè ñ çàðàíåå âû÷èñëåííîé õàðàêòåðèñòè-

êîé ôèëüòðà (ïðåîáðàçîâàòåëÿ Ãèëüáåðòà) [Ðàáèíåð è Ãîëä 1975;

Little and Shure 1992; Smith and Mersereau 1992]. Òàêèå ôèëüòðû

2 Ôàçîâûé ñäâèã ìîæåò áûòü ëåãêî ðåàëèçîâàí, åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè

ìíèìóþ è äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå: Re(!i) ! tmp,

Im(!i)! Re(!i), �tmp! Im(!i), ãäå tmp - ïðîìåæóòî÷íàÿ ïåðåìåííàÿ.
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ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, ðåàëèçîâàíû ñ ïîìîùüþ ïàêåòîâ ïðîãðàìì

MATLAB [Little and Shure 1992] è RLAB (public domain, URL:

http://rlab.sourceforge.net). Õîòÿ ÏÃ òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ íà âñåé

âðåìåííîé îñè (ò.å. ïðåîáðàçîâàòåëü Ãèëüáåðòà ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì

ñ áåñêîíå÷íîé èìïóëüñíîé õàðàêòåðèñòèêîé), ïðèåìëåìàÿ ïîãðåø-

íîñòü ïîðÿäêà 1% ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ 256-òî÷å÷íîé

õàðàêòåðèñòèêè ôèëüòðà. ×àñòîòà äèñêðåòèçàöèè äîëæíà áûòü âû-

áðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èìåòü ïî êðàéíåé ìåðå 20 òî÷åê íà

õàðàêòåðíûé ïåðèîä êîëåáàíèé. Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè L=2

òî÷åê òåðÿåòñÿ ñ êàæäîãî êîíöà âðåìåííîãî ðÿäà, ãäå L åñòü äëèíà

ïðåîáðàçîâàòåëÿ.

Âû÷èñëåíèå è ðàçâîðà÷èâàíèå ôàçû
Óäîáíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ôàçû ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèé

DATAN2(sH; s) (FORTRAN) è atan2(sH ; s) (C), ÷òî äàåò öèêëè÷åñêóþ

ôàçó íà èíòåðâàëå [��; �]. Ðàçíîñòü ôàç äâóõ ñèãíàëîâ s1(t) è s2(t)
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ÏÃ êàê

�1(t)� �2(t) = tan�1
s
H;1(t)s2(t)� s1(t)sH;2(t)

s1(t)s2(t) + s
H;1(t)sH;2(t)

: (Ï2.7)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè ÷àñòî áûâàåò íåîáõîäèìî èñïîëüçî-

âàòü ôàçó, îïðåäåëåííóþ íå íà îêðóæíîñòè, à íà âñåé äåéñòâèòåëü-

íîé îñè (ò.å. ôàçó, èçìåíÿþùóþñÿ îò �1 äî1). Äëÿ ýòîé öåëè ôàçà

(èëè ðàçíîñòü ôàç) ìîæåò áûòü ðàçâåðíóòà ïóòåì îòñëåæèâàíèÿ

ñêà÷êîâ �2� â çàâèñèìîñòè �(t).

×óâñòâèòåëüíîñòü ê íèçêî÷àñòîòíîìó òðåíäó
Ìû óæå îáñóæäàëè, ÷òî ôàçà õîðîøî îïðåäåëåíà, òîëüêî åñëè òðà-

åêòîðèÿ â ïëîñêîñòè (s; sH) âñåãäà îáõîäèò íà÷àëî êîîðäèíàò è s è

sH íå îáðàùàþòñÿ â íîëü îäíîâðåìåííî. Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü

íàðóøåíî, åñëè ñèãíàë ñîäåðæèò íèçêî÷àñòîòíûé òðåíä, íàïðèìåð,

èç-çà äðåéôà íóëÿ èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà. Â ðåçóëüòàòå íåêîòîðûå

îáîðîòû òðàåêòîðèè, íå îõâàòûâàþùèå íà÷àëî êîîðäèíàò, íå áóäóò

âîñïðèíÿòû êàê öèêë, è â íàáåãå ôàçû áóäåò ïîòåðÿíî 2�. ×òîáû ïðî-

èëëþñòðèðîâàòü ýòî, äîáàâèì èñêóññòâåííûé òðåíä ê ÝÊÃ; ðåêîí-

ñòðóêöèÿ òàêîãî ñèãíàëà â êîîðäèíàòàõ s; sH ïîêàçàíà íà ðèñ. Ï2.6,

åãî ñëåäóåò ñðàâíèòü ñ àíàëîãè÷íûì ãðàôèêîì äëÿ îðèãèíàëüíûõ

äàííûõ íà ðèñ. Ï2.5. Î÷åâèäíî, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò, ïîìå÷åííîå

íà ðèñ. Ï2.5 ïåðâîé ñòðåëêîé, áóäåò â ýòîì ñëó÷àå íåïðàâèëüíûì

âûáîðîì. ×òîáû èçáåæàòü ýòîé ïðîáëåìû, ìû ðåêîìåíäóåì âñåãäà
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ñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè ÏÃ îò èñõîäíîãî ñèãíàëà è ïðîâåðÿòü,

ïðàâèëüíî ëè âûáðàíî íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ï2.4 Âû÷èñëåíèå ìãíîâåííîé ÷àñòîòû

×àñòîòà íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà

Âû÷èñëåíèå ìãíîâåííîé ÷àñòîòû !(t) ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî

ñëîæíîé ïðîöåäóðîé. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïóòåì ÷èñëåííî-

ãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ �(t) ïðèâîäèò, åñòåñòâåííî, ê áîëüøèì ôëóê-

òóàöèÿì â îöåíêå !(t). Áîëåå òîãî, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî !(t) < 0

äëÿ íåêîòîðûõ t. Ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè íå òîëüêî èç-çà âëèÿíèÿ

øóìà, íî è êàê ñëåäñòâèå ñëîæíîé ôîðìû ñèãíàëà. Òàê, íàïðèìåð,

òèïè÷íûå ýëåìåíòû ÝÊÃ (íàïðèìåð, T-çóáöû) ïðèâîäÿò ê îòðèöà-

òåëüíûì çíà÷åíèÿì ìãíîâåííîé ÷àñòîòû. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðå-

íèÿ ìû îæèäàåì, ÷òî ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé

ôóíêöèåé âðåìåíè, èçìåíÿþùåéñÿ ìåäëåííî ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàê-

òåðíûì ïåðèîäîì êîëåáàíèé è èìåþùåé ñìûñë ÷èñëà êîëåáàíèé â

åäèíèöó âðåìåíè. Ýòî îñîáåííî âàæíî â êîíòåêñòå èññëåäîâàíèÿ

ñèíõðîíèçàöèè, ãäå íàñ íå èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ôàçû íà ìàñøòàáàõ,

ìåíüøèõ õàðàêòåðíîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî

ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè !(t) â ñîîòâåòñòâèè ñ òàêîé òî÷êîé çðåíèÿ;

èõ îáñóæäåíèå è ñðàâíåíèå ìîæíî íàéòè â [Boashash 1992].

–4 0 4 8 12

s(t)
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1
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s H
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Ðèñ. Ï2.6. Èëëþñòðàöèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåð-

òà ê íèçêî÷àñòîòíîìó òðåíäó.
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Âîçüìåì äëÿ èëëþñòðàöèè çàïèñü äûõàíèÿ ÷åëîâåêà (ïîòîê âîçäó-

õà ÷åðåç íîñ), ñì. ðèñ. Ï2.7a, è âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, íàçûâàåìûì

â [Boashash 1992] ¾îöåíêîé ÷àñòîòû ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-

ïîäîáèÿ¿. Ïóñòü ìãíîâåííàÿ ôàçà �(t) ðàçâåðíóòà íà áåñêîíå÷íîé

îñè, òàê ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé, õîòÿ è íå îáÿçàòåëüíî

ìîíîòîííîé, ôóíêöèåé âðåìåíè. Âûïîëíèì äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà

âðåìåíè ëîêàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïîëèíîìîì ïî èíòåðâàëó, ñóùå-

ñòâåííî áîëüøåìó õàðàêòåðíîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé. Àíàëèòè÷åñêè

0 500 1000 1500
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f 
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Ðèñ. Ï2.7. Ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà äûõàíèÿ ÷åëîâåêà. Èñõîäíûé ñèãíàë

� ïîòîê âîçäóõà � ïîêàçàí íà (a). Íà (b) æèðíàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò ÷à-

ñòîòó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàêñèìóìó ñïåêòðà ìîùíîñòè, âû÷èñëåííîãî

ìåòîäîì àâòîðåãðåññèè (ìåòîäîì Áóðãà [Press et al. 1992]) â ñêîëüçÿùåì

îêíå äëèòåëüíîñòüþ 30 ñåêóíä. Äëèíà îêíà ïîêàçàíà ãîðèçîíòàëüíûì

îòðåçêîì íà (a); îíà ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåðíî 10 õàðàêòåðíûì ïåðèî-

äàì äûõàíèÿ. Íåïðåðûâíàÿ è ïóíêòèðíûå ëèíèè íà (b) èçîáðàæàþò

ìãíîâåííóþ ÷àñòîòó f(t), ïîëó÷åííóþ ñ ïîìîùüþ ÏÃ ñ ïîñëåäóþùåé

àïïðîêñèìàöèåé ïîëèíîìîì â îêíå äëèíîé ñîîòâåòñòâåííî 30 è 60

ñåêóíä.
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âû÷èñëåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè â äàííûé ìî-

ìåíò âðåìåíè äà¼ò âñåãäà ïîëîæèòåëüíóþ îöåíêó ÷àñòîòû. Ïðàêòè-

÷åñêè ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôèëüòðà Ñàâèöêîãî�Ãîëàÿ (Savitzky�

Golay); ÷åòâåðòàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà è äëèíà èíòåðâàëà àïïðîêñè-

ìàöèè ïîðÿäêà 10 õàðàêòåðíûõ ïåðèîäîâ ÿâëÿþòñÿ ðàçóìíûì âû-

áîðîì ïàðàìåòðîâ. Ìãíîâåííàÿ ÷àñòîòà, âû÷èñëåííàÿ òàêèì ñïîñî-

áîì, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ìàêñèìóìó

ñêîëüçÿùåãî ñïåêòðà, ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì àâòîðåãðåññèè, íàïðèìåð

ìåòîäîì Áóðãà [Press et al. 1992], ñì. ðèñ. Ï2.7b.

×àñòîòà òî÷å÷íîãî ïðîöåññà

Ôàçà è ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ÷àñòîòà òî÷å÷íîãî ïðîöåññà ìîãóò

áûòü ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èíòåðâàë

âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó öèêëó êî-

ëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà, òî íàáåã ôàçû çà ýòîò èíòåðâàë â òî÷íîñòè

ðàâåí 2�. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðèïèñàòü âðåìåíàì t
i
çíà÷åíèÿ

ôàçû �
i
= �(t

i
) = 2�i. Ñ òàêèì âðåìåííûì ðÿäîì òðóäíî ðàáîòàòü,

òàê êàê îí íåýêâèäèñòàíòåí ïî âðåìåíè. Òåì íå ìåíåå, ìû ìîæåì

âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî òàêîé ñèãíàë åñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ

ôóíêöèÿ âðåìåíè, è îáðàòèòü åå. Ïîëó÷åííûé ïðîöåññ t(�
i
) ýêâèäè-

ñòàíòåí, òàê êàê øàã ïî ôàçå ðàâåí 2�. Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèìåíèòü

îïèñàííûé âûøå ìåòîä ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè, ÷òîáû ïî-

ëó÷èòü ìãíîâåííûé ïåðèîä T
i
= T (�

i
). Ñíîâà îáðàùàÿ âðåìåííîé

ðÿä, ïîëó÷èì ÷àñòîòó !
i
= !(t

i
) = 2�=T

i
.
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